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Einleitung.

]m Gebiete der Ophtalmologie wird zur Zeit fleissig mit der Aberration
des menschlichen Auges gearbeitet. Da aber die Gesetze der Aberra-
tionen bisher nur filr solche optische Systeme bekannt sind, die aus
centrirten Umdrehungsflichen bestehen, und da auf der anderen Seite
bei den betreffenden Untersuchungen Thatsachen festgestellt und Resul-
tate verwerthet werden, welche die Abweichung der Form der bre-
chenden Fliichen von derjenigen einer Umdrehungsfliiche beweisen,
bezw, aufl dieser Abweichung beruhen, so leuchtet es ein, dass der solide
Grund dem Lehrgebiude mangelt, so lange nicht die Gesetze der Aber-
rationen im allgemeinen Strahlenbiindel bekannt sind. Diese Liicke
einigermassen zu filllen, ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit,

Wenn der Begriff der monochromatischen Aberrationen eines
Strahlenbiindels im weitesten Sinne gefasst wird, also mit dem der
Abweichung von der Homocentricitéit identisch ist, so umfasst er ver-
schiedene Werthe, welche zu den wverschiedenen Potenzen von der
Offnung des Strahlenbiindels proportional sind.

Fiir den Fall, dass nur die Potenzen erster und zweiter Ordnung
beriicksichtigt werden, ist die allgemeine Constitution des Strahlenbiin-
dels durch die Untersuchungen von Sturm, Kummer u. A. bekannt, und
es sind dadurch die Gesetze des Astigmatismus gegeben. Bei Mitnahme
auch der dritten Potenz erhiilt man in erster Anniiherung die f(Feselze
der Asymmetrien. Diese Gesetze sowie die klinische Bedeutung der
fraglichen Anomalien habe ich in fritheren Arbeiten entwickelt. End-
lich ergeben sich bei Beriicksichtigung der Grilssen, welche zur vierten
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2 A. GULLSTRAND,

Potenz der Offnung des Strahlenbiindels proportional sind, die Geselze
der Aberrationen, wenn wir hierunter solche Abweichungen verstehen,
welche von derselben Grissenordnung wie die gewiihnlich unter dem
Begriffe der »sphiirischen Aberration» verstandenen sind. Dass bei
Strahlenbiindeln von solcher Offnung, wie sie im Auge vorkommen, die
Kenntniss von Abweichungen noch hiherer Ordnung von Nutzen sein
wiirde, unterliegt keinem Zweifel, aber ob brauchbare, allgemeine Ge-
setze fiir diese Abweichungen entwickelt werden kiinnen, scheint mehr
als zweifelhaft. Jedenfalls habe ich nur mit der erwiihnten Beschriin-
kung die Theorie der Aberrationen entwickelt.

Hierbei habe ich den schon frither von mir eingeschlagenen
Weg weiter befolgt, niéimlich das Strahlenbiindel in Zusammenhang
mit der Wellenfliche untersucht. Nachdem ich in den Ableitungen
der Hauptkriimmungen und der geodiitischen Kriimmungen der Haupt-
kriimmungslinien in Bezug aufl die Bogenliingen dieser geeignete
Grijssen gefunden hatte, um die Aberrationen des Strahlenbiindels zu
bestimmen, war es also die erste Aufgabe, die Geometrie des Flichenele-
mentes und der Ewvolute mit Hilfe dieser Griissen darzustellen, wobei
in der Diskussion der Fiille, wo die verschiedenen Ableitungen ver-
schwinden, die Canalflichen wegen ihrer Bedeutung fiir die Frage
von der Existenz reeller Brennlinien im Strahlenbiindel besonders be-
riicksichtigt werden mussten, und die geometrische Bedeutung der
fraglichen Werthe fiir die Osculation vierter Ordnung mit Flichen und
(Curven zweiten Grades bei Vorhandensein von zwei Symmetrieebenen
illustrirt werden konnte.

Nach diesen geometrischen Untersuchungen konnte die allge-
meine Constitution des astigmatischen Strahlenbiindels festgestellt werden,
wobei unter Anwendung von Grissen, welche, allen Wellenfliichen ge-
meinsam, das Strahlenbiindel als solches charakterisiren, zuniichst die
Normalengleichungen und durch diese die dem Begriffe der »lateralen
Aberration» im allgemeinen Falle entsprechenden Griissen hergeleitet
wurden, dann nach Untersuchung der Bedingungen, unter welchen sich
zwei Strahlen schneiden, die dem Begriffe der »longitudinalen Aberra-
tion» entsprechenden Gréssen hergeleitet sowie die verschiedenen Quer-
schnitte und die Furchen an der Oberfliche der Strahlenbiindel unter-
sucht wurden, um schliesslich nach einer Diskussion der verschiedenen
Formen der allgemeinen Strahlenbiindel die Beziehung zwischen der
Wirklichkeit und der geliiufigen Hypothese vom Sturwm’schen Conoide
darstellen zu kinnen.
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Nach iihnlichem Plane hatte ich, um die Strahlenbiindel ohne
Astigmatismus kennen zu lernen, zuniichst die Kreispunkte der Flichen
nither zu untersuchen. Auf diesem virginellen Felde mussten zuniichst
die Gesetze der in einen Kreispunkt eintretenden Kriimmungslinien
gefunden, und die diesem Falle eigenthiimlichen Bedingungen, unter
welchen sich zwei Normalen schneiden, untersucht werden, wonach
fiir eine durch den Kreispunkt gehende abwickelbare Normalfliche die
geometrischen Eigenschaften der Kantlinie und der zweiten Beriihrungs-
linie mit der Evolute zu ermitteln waren. Es konnte dann unter Hin-
zuzichung des LiouvviLie’schen Gesetzes die Untersuchung der Kriim-
mungslinienfigur erfolgen und die Diskussion der verschiedenen Kreis-
punktstypen beziiglich dieser und der Evolute gegeben werden. Dane-
ben war es aber fiir die Application auf die Strahlenbrechung im Auge
auch nothwendig, die Fliichenelemente mit unendlich kleiner Differenz
der Hauptkriimmungen und das Vorkommen von zwei oder mehreren
Kreispunkten in unendlich kleiner Entfernung von einander niher zu
untersuchen,

Aus praktischen Griinden habe ich bei diesen Untersuchungen
der Kreispunkte eine andere Nomenclatur angewandt als die in den
modernen Untersuchungen iiber die singuliren Punkte der durch Diffe-
rentialgleichungen bestimmten Curven vorkommende, da mir diese bei
Vorhandensein von zwei Systemen der Curven etwas schwerfiillig
erschien.

Nach dieser Untersuchung konnte dic Constitution des nicht asliy-
matischen  Strallenbiindels allgemein untersucht werden, wobei, nach
Entwickelung der Normalengleichungen und Feststellung der Beziehung
zur »lateralen» und »longitudinalen» Aberration, die Constitution der
Strahlenconoide mit ihren Doppellinien gefunden wurde, und die ver-
schiedenen Formen der fraglichen Strahlenbiindel diskutirt werden konn-
ten. Sechliesslich war iihnlich wie beim Flichenelemente der Fall zu
untersuchen, wo die Differenz der Hauptkriimmungen von derselben
Grissenordnung wie die Offnung des Strahlenbiindels ist, wobei eine
volle Uebereinstimmung zwischen den deducirten Eigenschalten der
Strahlenbiindel und den bei experimenteller Erzeugung dieser durch
Brechung in sphiirocylindrischen Glisern mit oder ohne Schiefstellung
gefundenen constatirt werden konnte,

Es war weiter die Brechung eines Strahlenbiindels zu untersuchen,
um die Formeln angeben zu kiénnen, welche die fraglichen Kigenschaf-
ten des gebrochenen Strahlenbiindels aus denen des einfallenden und der
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brechenden Fliiche herzuleiten ermiiglichen, und es musste hierbei —
um eine in der Ophthalmologie gebriiuchliche Untersuchungsmethode
der Aberration des Auges kritisch beleuchten zu kiimnen — die Correla-
tion von Liniensystemen auf Querschnitten des einfallenden und des
gebrochenen Strahlenbiindels beriicksichtigt werden.

Um endlich die ndchsten Ergebnisse der entwickellen Theorie im
(ebiete der Ophihalmologie darzustellen, habe ich die Relation zwischen
den das im Auge gebrochene Strahlenbiindel bestimmenden Griissen
und der Refraction des Auges bei minimalem, verschiedene Theile
des Strahlenbiindels innerhalb des Pupillargebietes abgrenzendem Dia-
phragma hergeleitet. Dann konnte unmittelbar durch die Untersuchung
des Auges mit einem leuchtenden Punkte die Constitution des im Auge
gebrochenen Strahlenbiindels untersucht werden, was bisher nicht ge-
schehen konnte, da die Grisse der Aberrationswerthe und der Pupillen-
dffnung im Verhiiltniss zur Brennstrecke bedingt, dass bei den gewdihn-
lichen Graden von physiologischem und pathologischem Astigmatismus
zwei Kreispunkte auf der von der Pupille abgegrenzten Partie der
Wellenfliche des gebrochenen Strahlenbiindels vorhanden sind, so dass
auch nur die entfernteste Ahnlichkeit mit dem Typus des Sturym’schen
Conoides ausgeschlossen ist, und da die Resultate der schon ausge-
fiihrten Untersuchungen ohne die hier entwickelte Theorie nicht gedeutet
werden konnten, Das Gleiche gilt von dem Wesen der um einen
hellen Punkt sichtbaren Sternfigur. Nach Angabe einer Methode, die
das im Auge gebrochene Strahlenbiindel bestimmenden Grossen wirk-
lich zu messen, habe ich dann die iibrigen Untersuchungsmethoden
der Aberration des Auges kritisch beleuchtet sowie die Frage von
der Relation zwischen Accommodationsmechanismus und Aberration
beriihrt, ohne dass die Darstellung in diesen Fragen auf Vollstéindigkeit
Anspruch machen kinnte, da einem solchen Anspruche nicht innerhalb
des Rahmens dieser Arbeit geniigt werden konnte. Aus derselben Ur-
sache habe ich die Ergebnisse der Theorie fiir die Relation der Horn-
hautrefraction zu den Aberrationen des Auges hier nicht beriihrt,

Juli 1900,




1. Das allgemeine Flidchenelement.

Bei der Untersuchung einer Fliiche in der Niihe eines gegebenen
Punktes ergiebt sich zuniichst, dass eine Ebene, welche die Normale
der Fliiche im gegebenen Punkte enthiilt, von der Fliiche eine Curve
abschneidet, deren Kriimmung im allgemeinen Falle mit der Orientirung
der genannten Ebene wechselt; und zwar in der Weise, dass diejeni-
gen Normalschnitte, welche die grisste und die kleinste Kriimmung
haben, auf einander senkrecht stehen, Diese beiden Hauptkriimmungen
geben uns also den Ausdruck fiir die Form der Fliiche im gegebenen
Punkte. Um nun die Fliiche in der Nihe dieses Punktes kennen zu
lernen, konnen wir so verfahren, dass wir untersuchen, wie sich diese
Hauptkriimmungen veriindern und wie sich die Orientirung der Haupt-
normalschnitte veriindert, wenn wir von dem gegebenen Punkte auf
einem nahe gelegenen iibergehen. Die letzterwiihnte Aufgabe fiihrt
auf die Untersuchung der Projektionen der Hauptkriimmungslinien auf
die Tangentialebene also der geodiitischen Kriimmung dieser Linien.
Die erstgenannte wird durch die Herleitung der Ableitungen der Haupt-
kriimmungen gelist werden. Hierbei werden wir die Ableitung in Bezug
auf zwei unabhiingige Variabele s, und s, ausfithren, welche wir so
wiihlen, dass die Coordinatenlinien iiberall mit den Hauptkriimmungs-
linien zusammenfallen, und dass liéings den beiden sich im gegebenen
Punkte kreuzenden Hauptkriimmungslinien s, bezw. s,, mit den beziig-
lichen Bogenliingen identisch sind. Wenn also dg, bezw. dg,, die Bo-
genelemente der Hauptkriimmungslinien allgemein bezeichnen, so haben
wir im allgemeinen Falle do, = ds, nur, wenn s, = 0, und dog,, =ds,
nur, wenn s, = 0 ist. Wir bezeichnen die Hauptkriimmungen der Fliche
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1 1 : s s
mit — bezw. — und die geoditischen Kriimmungen der s,- bezw. s,,-

’ (s

Linie mit ﬁl, bezw. 5. Ausserdem fiihren wir folgende Bezeichnun-
r Lire

gen ein:
B
p! 9’!
{{JD_{ ke L:r ﬂ s -Irs* ﬂr n”_ = in’,, = J
da, da,, da, da,,

“fﬂ‘j-}’ ot qlr I"uF l i 1{_‘; Fj!f;'{ i '

daf do, R, da,,’

a*D oo 1 w d*D "
st L — St e

do,’ do,, it,, da,*

Mit diesen vom gewiihlten Coordinatensysteme vollkommen un-
abhiingigen Werthen D,.... U.... @' ...., welche rein geometri-
sche Griissen darstellen, und die wir aus der Flichengleichung ermit-
teln werden, wollen wir jetzt die geometrischen Eigenschaften des Fli-
chenelementes und der Evoluten untersuchen, so weit sie sich aus den
Differentialquotienten bis zur vierten Ordnung ergeben, und so weit sie
fiir den vorliegenden Zweck erforderlich sind.

Wir gehen hierbei von der Gleichungsform z = f(zy) aus und
bezeichnen die partiellen Differentialquotienten folgendermassen:

dz = pdx 4 qdy
d*z = rdz® 4 2sdady 4 tdy*
d’z = udx® 4 3vdx*dy + 3wdxdy® 4+ wdy®
d'z = 3" dxt 4 40" dx’dy 4 6% da’ dy’ 4 4' P dady® + "' dy’ .
Fiir den Uebergang auf die krummlinigen Coordinaten s, s,, miis-

sen wir zuerst die Differentialquotienten -%’l ..... u, s, w, kennen ler-
i 4

nen. Da wir aber nur bis zur zweiten Ordnung diese Werthe brauchen,
und da, wie mir scheint, die Darstellung um so einfacher gemacht
werden kann, je weniger von der Lehre von krummlinigen Coordina-
ten mitgenommen wird, habe ich es vorgezogen, diese Werthe auf fol-
gende Weise zu suchen.
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Wenn wir den Differentialquotient jj:: fiir die erste Hauptkriim-

mungslinie mit 4 bezeichnen, und die allgemeine Gleichung fiir die Ori-
entirung der Hauptnormalschnitte

(L+7)s—par+ (L +P) =1+ &) 7] + #[pgt— (1 + ¢)s] = 0
differentiiren, indem wir z als unabhiingige Variabele betrachten, so
erhalten wir fiir das Coordinatensystem p=g=s5=10

ay _ o b
da dx - r=1
Da aber in diesemn Coordinatensysteme dz = ds, und dy = ds,,
T2, &
ist, so ist, wenn s,, nicht variirt fﬁ_f: =YY  und somit haben wir die-

dx as,*

sen Differentialquotienten ermittelt. In analoger Weise erhalten wir
2 2, 2
f’_“% Dass --a-"ii L F!‘{i = ) sein muss, wenn die Coordinatenachsen
EIS.J’ aS’ 33_’_;
mit den Haupttangenten zusammenfallen, geht daraus hervor, dass fiir
diese Hauptkriimmungslinien ds, bezw, ds, die Bogenelemente sind.
¥ 2
Es eriibrigt also nur, die Werthe von 2% und Y su ermitteln.
a";!a## aﬁfi]“iu
Um in einwandsfreier Weise dieses thun zu kiinnen, entnehmen wir
aus der Lehre von den krummlinigen Coordinaten die Bedingung dafiir,

dass sich die Coordinatenlinien iiberall unter rechten Winkeln schneiden:

LR oy 0y

LLene ) SRR RGN SO
FEE g ae R,

a8, ~ s,

+

Die Differentiation dieser Gleichung ergiebt fiir das Coordinaten-
system p=q¢=5=10

( o' + a'y){fﬂ,‘i‘(a!xu"l" Y )d";"u=ﬂ

) Ed v
a8,08, a8, 28, = 08,08,

woraus, da s, und s, unabhiingige Variabele sind, und folglich die Co-
éfficienten von ds, und ds, gleich Null sein miissen, die gesuchten
Werthe erhellen. Nunmehr kiinnen wir also fiir p = ¢ = s = 0 schreiben:

dx = ds, dy = ds,,

o

2vds,ds,, + wds,} Py = vds,? + 2wds,ds,,
r—1I el
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Um Verwechselungen zwischen ds, bezw. ds, und den allge-
meinen Bogenelementen da, da,, der Hauptkriimmungslinien vorzubeugen,
wollen wir diese nidher untersuchen. Hier miissen wir wieder aus der
Lehre von den krummlinigen Coordinaten den Satz heranziehen, dass

do,=VE.ds, dg,=Y@.ds,

ist, in welchen Ausdriiken

o

-

7= () + )t )

(7 =(HLL'_:I’ +(_ﬂ£f_\]’+ (n{ ]

05, 0 5,/ a8,

ist. Durch Differentiation erhalten wir fiir dx = ds, und dy = ds,, da
e 2

EE o L) ek

a#f aHJ'.fr

.Ir I: - = -
199 _ f.._’j_ -t g L vds,,
s, 2 05,05, e

+ £ :
il FIH”. - {_.i'lr'; s _Ei_':."r_ ﬂ!ai', - JEEI_R’
”.'rs.r.r '3 a”ra"-"ﬂ r—t

Hieraus folgt z. B., dass, wiihrend die Identitit besteht
d db, dD 9D,

da, ‘ida; © do?  asp

wir anderseits haben:

3D,
BN SO T L T o
ds, do, ds, do, 95,38, 08, ds, ds,
s

Es war nothwendig, hierauf aufmerksam zu machen, da z. B.

dfr‘:—" eine von dem Coordinatensystem unabhiingige geometrische Grisse

{ f

darstellt, wiihrend % in unserem Coordinatensysteme nur fiir s, =0
r

mit % identisch ist, falls U und # von Null verschieden sind.

a,
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Nunmehr kiimnen wir die Ableitungen der Haupthriimmungswerthe
aus folgenden bekannten Formeln suchen:

D,4+D,-g=1+a)r—2pgs4(14p)t
VL +7" + &)
rf — g
(L +p" + )

Durch zweimalige Differentiation und Elimination von dD,, bezw.
D, finden wir zuerst:

(D,— D,)dD, = D,dH — 4K
(D, — D,)@D, = D,d*H — &K + 2dD,dD,,

D o

und, wenn wir dann die Werthe von I und K zweimal differentiiren
und nachher p = g = s = 0 setzen:

H=rit K =1t
dH = dr 4 dt dK = tdr 4 rdt
PH = dr4d't—(3r 4 t)dp* — (3t 4 r)d g*
@K = td'r o 2drdt 4 rd'l — 2d 8 —4ri(dp* + dg*)

Durch Einsetzen wvon diesen Werthen unter Beriicksichtigung,
dass D, = v bezw, D,, ={ ist, erhalten wir:

dD, = dr

2d#

F—

d*D, = d'r — 3rdp* —rdqg* +

nebst analogen Werthen fiir die zweite Hauptkriimmung.
Um die partiellen Differentialquotienten in Bezug auf s, und s,
zu finden, erinnern wir uns, dass
d'r = 3"ds,* + 2% ds,ds,, + 0%ds,’ 4 udx 4 vd'y

ist. Fiir das Coordinatensystem p = ¢ = 8 = 0 ergiebt sich also schliess-
lich:

ﬂ, = D” =
U=1u V=v W =uw =i
b = 3°D, ="' —3r 4 :EE_’ L o ”’f o T — 12 — H?:m]
s, e a8, i

Nova Acla Rep. Soe. Se, Ups. Ser. 1L Lmpr. */x 1900, 2
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2D, = — ou— 3..'.‘3.]_ Dy _ 318 __ _"P_[fﬂ’_ﬁf )
d8,ds,, r—1 05,08, it
o, g, ol wiu—2w) v i, 1D, =g = 0t
T]"J'z.r.r‘2 r—t E]-‘i,,” -1
3 : - ‘..Fl'f a&_,r
Aus der Art unserer Deduktion der Werthe —°_ und —=_ geht
a5’ 08"

unmittelbar hevor, dass diese die Kriimmungen der Projektionen der
Hauptkrilmmungslinien auf die Tangentialebene d. h. ihre geoditischen
Kriimmungen repriisentiren, was wir durch folgende, von dem Coordi-
natensystem unabhiingige Gleichungen zwischen rein geometrischen
Grissen ausdriicken kinnen:

Liove V S
-H.r & -”r‘_ I'}H H.r.f B ﬂf“" I}H
die wir ohne Weiteres nach s, und s, differentiiren kiinnen. Es er-
giebt sich
1

1 - it el d da,, 0
(D= TE] dﬁ: 4 z (@D, —dD,) =dV = (ax,ai; = Fﬁdsﬂ)ds’-{_ ds,,

woraus wir, sowie aus der analogen Gleichung fiir die geodiitische
Kriimmung der zweiten Haupthkriimmungslinie, einestheils fiir das Coor-
dinatensystem p = ¢ = s = 0 finden:

D,
e = 0 L _ 08,38, _ Uv i ™ 5 (2 — 3w)
a8, R, b,—D, @, -D,) r—t r—1°
_ ¥D,
” s 1 08,05, Wi o w(3v—2w)

. B, D=0, G0 v e

andererseits aber auch folgende von dem Coordinatensystem unabhéin-
gige Gleichungen erhalten:

4 e G T =)
day, ity T — s ey
¢ 1 0" W(U— W)

:fﬁ: -R; Pt ﬂ.r == ﬂrr s [‘DJ' e ﬁ;}i
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welche in Verbindung mit der aus den Werthen von £2 und £2" leicht
zu erhaltenden ebenso vom Coordinatensystem unabhiingigen Gleichung:

" i T T_-) T i i -':. _'_ i
Q2 _0"=D,D,(D,—D,)— LAl _-..:'} ; I.! Gl )
A

unmittelbar den bekannten Satz von Liovvinne! geben:

gl 1 d 1 1 1
2 i Ve ] gl e | S A T
da,, R, o TEE e Dir F o +I£,,"

Hiermit haben wir die Controle der bisherigen Deduktionen er-
halten. Eine weitere soleche wollen wir dadurch geben, dass wir die
Werthe ¥ direkt aus der Gleichung der Haupthkritmmungslinien ermit-

S e : 1 gt - d
teln. Da allgemein fiir eine ebene Curve, wenn ay _ g ist, = = = —;:

ilx dxop dx
ist, so muss dies auch fiir die Projektion der Hauptkritimmungslinie auf
der Tangentialebene gelten. Aus der schon angewendeten Gleichung
fiir 2 erhalten wir durch zweimalige Differentiation fir p =g=5=10
und i = 0:
(r —fd*r = d*s — 2rdpdq — 2di(dr — di)
welche Gleichung unter Beriicksichigung, dass
d's = 3*da® + 2o¥dady + 2 dif +vdx - wdy

ist, uns wieder denselben Werth

, ﬂ”f _‘r'!_"' e 2" _‘j_.l“‘“:if_’i'
BERg A = (T

giebt, den wir oben gefunden haben.

Wir haben also bewiesen, dass die vom Coordinatensysteme un-
abhiingigen geometrischen Grissen D,.... U.... @' . ... vollkom-
men und eindeutig von den Differentialquotienten der Flichengleichung
bis zur vierten Ordnung bestimmt werden und umgekehrt, und wir
haben die Formeln fiir diese gegenseitigen Beziehungen im Coordinaten-
system p = ¢ = s = 0 gegeben. Dass wir diese Beziehungen nur fiir
dieses Coordinatensystem gesucht haben, riihrt daher, dass es nur auf,
diese Weise miglich ist, die Rechnung einigermassen iibersichtlich zu

! In dieser Form findel sich der Satz wieder bei Buascim, Lezioni di geometria dif-
ferentinle, Pisa 1894, S, 145,
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machen, Uebrigens brauchen wir fiir den vorliegenden Zweck nur
diese Relationen zu kennen, da wir gewihnlich von den geometrischen
Giriissen ausgehen, um die Fliichengleichung zu finden, und da, wenn
wir z. B. die Wellenfliichengleichung nach einer Brechung gefunden
haben, diese gewihnlich in der Form z = fzy) erhalten wird. Die
hierin liegende Beschriinkung auf solche Fliichen oder Flichentheile,
fiir welche die Differentialquotienten von z nach x und y aus der Fli-
chengleichung als bestimmte, nicht unendlich grosse Werthe erhalten
werden kionnen, ist, wie aus der obigen Rechnung hervorgeht, gleich-
bedeutend damit, dass die Hauptkrimmungen stetig variiren und keine
unendlich grossen Werthe haben, d. h. es sind Kanten und Spitzen
auf der Fliche von der Untersuchung ausgeschlossen,

Von den 6 Werthen &' . ... sind zwei von einander abhiingig,
was damit im Einklang steht, dass es nur b partielle Differentialquoti-
enten 4ter Ordnung der Flichengleichung giebt, und zwar sehen wir
dass die Summe £2'4 227 wesentlich von 3 abhiingt, wiihrend die
Differenz 2 — Q" nur aus den Ableitungen zweiter und dritter Ord-
nung bestimmt wird. Dieser Umstand, welcher unter anderem in dem
citicten LiovviLLe'schen Satze zum Ausdruck kommt, bedingt auch eine
interessante Beziehung zwischen den beiden Evolutenschalen der Fliiche,
die spiiter erirtert werden soll.

Bevor wir nun weiter gehen, miissen wir die positiven Richfun-
wen in unserem System bestimmen: wenn wir in der Richtung ven
wachsenden Z schauen und die Richtung von wachsenden X nach
rechts haben, so bezeichnen wir die Richtung nach oben als Richtung
der wachsenden Y. Wenn wir hinzufiigen, dass wir eine Kriimmung
positiv rechnen, wenn die concave Seite nach der Richtung der wach-
senden  beziiglichen Coordinaten gekehrt ist, so haben wir nur noch
das Zeichen der Torsion zu bestimmen, was wir am einfachsten und
cindeutig thun, indem wir die Torsion einer rechtsgedrehten Curve
positiv. nennen und eine gewdihnliche Schraube als rechtsgedreht be-
zeichnen.,

Fiir die weitere Untersuchung der Hauptkriimmungslinien fithren
wir die beiden Winkel &#,8, zwischen den Hauptnormalen der beziig-
lichen Kriimmungslinien und der Fliichennormale ein und rechnen sie
positiv, wenn die betreffende Hauptnormale sich zwischen den positi-
ven Richtungen der X- und Z-Achse bezw. der Y- und Z-Achse be-
findet. Wir betrachten die Kriimmungslinie als Schnittlinie swischen
der gegebenen Fliiche und einer anderen eylindrischen auf der Tan-
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gentialehene senkrechten. Aul beide Flichen wenden wir Mevssiers
Theorem an und finden fiir die ersten Kriimmungshalbmesser ¢’ der
beziiglichen Hauptkritmmungslinien:

= g, cos ¢, = K, sin &, ¢ =p,co8 &, = R, sin 9,

Es liegen also der beziigliche Hauptkriimmungsmittelpunkt der
Fliiche und der geoditische Kriimmungsmittelpunkt der Hauptkriim-
mungslinie auf der Polare, derjenigen Linie, welche in ihrem Kriim-
mungsmittelpunkte auf ihrer osculivenden Ebene senkrecht steht. Fiir
die Winkel & ergeben sich folgende Beziehungen:

1g H-.r‘ —E-" =] _-_—1‘(' -
S T
R DAD,—D,)
] -."g F, = - & e
o= * I{}u _|_ E"} 'llr: i J” :{IJ _J,r}”.}
8 bt |
sin* ¥, = ¢ 4

T e R B P
und die entsprechenden Werthe fiir &,,

Die Torsion T, T,, der beiden Hauptkriimmungslinien erhalten wir
ol & ;i o
nach der LaxoreTr’'schen Formel 7' = 4 - .i.’. auf folgende Weise, wobei in
— (L8
unserem System fiir die erste Hauptkriimmungslinie das obere, fiir die

zweite das untere Zeichen anzuwenden ist:

1 i H’r - | ) &,

cos’#, ds, ¢ 3%, E, +}_f, as,

cos 9

f“‘{f Utg &)
D,

T, = +-
und analog:

/ cos’ " :
Ty=—- Wi (¥ —Htgd,)

rr
- Py _ o Sy_ ¥V
Da fiir die erste Hauptkriimmungslinie — 3 s = T T
@z diz }
— = = Uund , ist, so ist sofort ersichtlich, dass w ir denselben
dz® dx*

Werth fiir T, aus der fiir dy = dz = 0 allgemein geltenden Formel
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T — __T-__J;_;F"l'.: - d*y Pz
da {(d2) 4 (Fy)|
erhalten,
Meuvsxiers Theorem giebt fiir die erste Kriimmung einer auf einer

Sphiire verlaufenden Curve

'0::: - Const
CDS
d. h.
cos ddp 4 psin ddd =0
oder
lo d=
o L
i ds oo

= Abstand vom Kriimmungscentrum der Curve zum Centrum der Sphiire.
Wenn wir also eine Curve suchen, die mit der ersten Hauptkriim-
rf{_l

mungslinie der Fliche die Werthe o ;
3 L&

und 7' gemeinsam hat, und die

auf einer Sphiire verliuft — der sogenannten osculirenden Sphiire, —
so ist das Centrum dieser Sphiire auf der Polare der betreffenden
Hauptkriimmungslinie gelegen in einem Abstande i {-';5'. von ihrem

', ds

’ ’
Kriimmungscentrum, indem die positive Richtung auf der Polare die-
jenige ist, welche bei &, =0 mit der Richtung von wachsenden ¥
iibereinstimmt,  Wir erhalten nun fiir den Abstand /, vom ersten Kriim-
mungsmittelpunkt der Fliiche zum Centrum der osculirenden Sphiire
der ersten Kriitmmungslinie

ds, dp'
I, = p,sin & sl 0 Ve
S s g
oder da
] - i
20 _ cos 9,90 _ o sin &, ad;
is, s, ds,
ist:
I, = cos &, 0, 2 a8 _ Efmi _':"_}t e N
EI-:E-‘IFI o l'."l, .EI"_, :’, "{"'r c0s l‘.h{ g Utg lt.h.i

und analoger Weise fiir die zweite Haupthriimmungslinie:

Wcosd, TF0 i s
DT D, cos 3, (¥ —tg 9,

"'!F _—
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Bevor wir nun zur Untersuchung der Kriimmungsmittelpunkts-
fliichen iibergehen, miissen wir einiges iiber geodiitische Linien vor-
ausschicken. Wir haben die geodiitische Kriimmung einer auf einer
gegebenen Fliche verlaufenden Linie als die Kriimmung der Projek-
tion dieser Linie auf der Tangentialebene definirt. Geodiitische Linien
nennen wir solche, die ohne geodiitische Kriitmmung sind, deren Haupt-
normale also mit der Flichennormale zusammenfillt, welche Eigen-
schaft allgemein durch folgende Gleichungen zwischen den bekannten
Ausdriicken fiir die Richtungscosinuse der beiden Normalen ausge-
driickt wird:

P RO - |
{ t.ii ol E; Y d az
il &5 da do

! de dodr —dedio
Durch Einsetzen von d —— = ——— =" — 77"
da il o*

nach Elimination von «*¢ die allgemeine Differentialgleichung einer

geodiitischen Linie

u. 5. w. ergiebt sich

pldydz — dzdy) + gldzdPx — daedz) — (daedPy — dyd®x) = 0
und nach Differentiation fiir de = do und p =g =0:

sdaedz = —d*y

Nun ist aber fiir eine doppeltgekriimmte Linie, wenn do = @
8,
und &y = 0 ist, allgemein die Torsion gleich - Y _ . Wir finden also,
dxdz

nachdem wir den analogen Beweis fiir dy = do auf dieselbe Weise
erbracht haben, dass im Coordinatensystem p = ¢ = 0 die Torsion der
beiden geoditischen Linien, deren Tangenten in der XZ- bezw. Y .Z-
Ebene liegen, gleich s ist — vom positiven oder negativen Zeichen
abgesehen.

Um jetzt die Kriimmungsmittelpunktsfliche zu untersuchen, wol-
len wir den ersten Kriimmungsradius der Fliiche auf die drei Coordi-
natenachsen projiciiren. Es ergiebt sich, wenn wir mit xyz die Coor-
dinaten eines Punktes der Fliiche, mit §4C diejeningen des zugehirigen
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Kriimmungsmittelpunktes und mit e die Richtungseosinuse der betref-
fenden Normale bezeichnen .,

aus welchen Gleichungen mit Hilfe der Fliichengleichung und den Be-
stimmungsgleichungen von g, und ey durch Elimination von zyz eine
Gleichung swischen &yC erhalten wird, welche besagt, dass die ersten
Kriimmungsmittelpunkte auf einer Fliche liegen, Diese Fliiche nennen
wir erste oder s~Schale der Kriimmungsmittelpunktsfliche oder der
Evolute, Die Gleichungen fiir die zweite oder s,-Schale erhalten wir,
wenn wir g, anstatt g, setzen. Durch zweimalige Diflerentiation er-
halten wir fir p=g=5s=0, wobei ¢« = f=dy=0 und y = 1 sind.

ds§ = dix 4 ¢,de
dy = dy + g,d3
dg = dy,
'S = d'w + g, e + 2dp,de
oy = d*y + o, &3 + 2dp,d3
S =d*z 4 o,d'y 4 p,
Wenn wir nun 1 4 p* 4 ¢* = N* setzen, =0 haben wir
Ne=—p Nf=m—gq : Ny=1
Nde fedN=_dp NdB34fdN=—dgq Ndy4ydN=0
Nd'a +2dadN + ad'N = — d'p
Nd*f 4 2dBdN 4 fd*N = — d*q
Ndy 4+ 2dydN 4 yd@N=10
oder fir p=g=s5=10, wobei N=1 dN =0 und d&’N = dp* + dg* sind
de=—¢rdx df=—tdy dy =10
Po=—udx*— 2vdedy — wdy* —rd*z
@'t = —vdas® — 2wdady— wdy —id'y

dy=—pds’ — Fdy*
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Wenn wir jetzt die Differentiation nach s, und s,, ausfiihren,
so finden wir durch Einsetzen von diesen Werthen

EIE =1

- [ .
4= — D} (Uds, 4+ Vds,,)

J’FE = ‘; (L-IJ'IRJ,E o “'[_33”2!‘

£
d*n = % (2D,Udsds, +{2D,V — DK} ds?)
r

t 1 ' A0 a
e = fAgh" _ e = 2
) L*,“(é oAl it

.

g 20V
ol L 2Oy e
1%,05,, 14 1)

{ F o g 2 I'd i
e Jl’! L I I ) Y T L st
/ D, \

Da in dem Ausdruck fiir ¢*§ die Coefficienten von d*z und &y
gleich Null sind, so dass weder ¢*s, noch d*s,, vorkommen, so kiinnen
wir die Differentialquotienten fiir die Gleichungsform § = f(%Z) einfach
durch Einsetzen der aus den Werthen oy und dZ erhaltenen Ausdriicke
D,V 2D

ds, =dng ——L ds, = — dy =

B—D- S =00 =0
in den Ausdruck fiir ¢°§ erhalten:

2 T147 £}
ﬂ',j Fa— R ____!___ dydt + ﬂ;:r;:zi

re _ 1 b
B =D T DD

Aus diesen Gleichungen gehen nun fast unmittelbar die sonst
nur auf umstindlichere Weise zu deducirenden allgemeinen Figenschal-
ten einer Evolute hervor. So sehen wir, dass d& = 0 ist, woraus folgt,
dass die Evolutenschalen von den ungleichnamigen Haupinormalebenen
tangirt werden, dass weiter fiir ds,, =0 nicht nur dy =10, sondern
auch d*n=0 ist, und dass folglich einestheils diejenige Linie auf der
s,~Schale, welche der ersten Hauptkriimmungslinie der Fliche entspricht,
von der Fliichennormale tangirt wird, mithin die Flichennormalen zwei
Systeme von abwickelbaren Flichen bilden, welche die Fliche lings

Nova Acln Reg. Soc. Se. Ups, Ser, I, Impr. 'z 1900. 3
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den zwei Systemen von Hauptkriimmungslinien schneiden, und deren
Kantlinien, Filarevoluten der betreffenden Hauptkriimmungslinien, mit
den s,-Linien der s,-Schale bezw, mit den s,-Linien der s,-Schale zu-
sammenfallen, dass aber auch andererseits diese Linien geoditische
Linien sind, Weiter sehen wir, dass fiir dC=0 auch dg,=0, und dass
fiir eine Linie dp, =0 d*C = d*z 4 ¢,d*°y = D, di? ist, dass also
D,—D,

die orthogonalen Trajectorien der geodiitischen s,-Linien auf der s.-
Schale einen geodiitischen Kriimmungshalbmesser — g,, — p, haben und
denjenigen Linien auf der Fliiche entsprechen, fiir welche dg, = 0 ist.
Das Kriimmungsmass der s~Schale ist

00,
eafE e ves (W pe U
an® Al anas o (b, — D,y (e, — @) Do,

25,

woraus die Consequenzen gezogen werden kinnen fiir Flichen, welche
durch eine Gleichung f(p,e,) =0 charakterisirt sind.

Um nun zuniichst die s-Linie zu untersuchen, bilden wir das
Linienelement

U

do, =l = it
r
und finden dann die beiden Kriimmungen durch die Flichengleichung

der betreffenden Schale, da die Linie von der Z-Achse tangirt wird
und eine geodiitische Linie ist,

1t _w:_Dp
ks T
o i D Ve S, te &,

- amt UD-—D) BEEBE E

In unserem Systeme haben wir, wie man sich leicht durch Be-
trachtung der beiden durch die Flichennormalen lings den Hauptkriim-
mungslinien gebildeten abwickelbaren Fliichen iiberzeugen kann, in
diesemn  Ausdruck fiir die s,-Schale positives, fir die s,-Schale negati-
ves Zeichen zu beniitzen.

Daraus, dass R'T" = tg 9, ist, folgt, dass die s,-Linie eine geodii-
tische Linie in einer abwickelbaren Fliche darstellt, deren Generatrice
mit der Polare der ersten Hauptkriimmungslinie identisch ist, oder mit
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anderen Worten, dass die abwickelbaren Polarflichen der Hauptkriim-
mungslinien rectificivende Flichen der gleichnamigen Linien auf den
gleichnamigen Evolutenschalen sind. Fiir die geodiitische Kriimmung
der ersten Hauptkriimmungslinie dieser rectificirenden Fliche im ersten
Fokalpunkt der Urfliche finden wir, da die negative Richtung von
da,” mit der positiven von ds, in unserem Systeme gleichsinnig ist,
+—l1'._ ."r{i’- d, h.
cosd, dao,
s _‘Iﬁf_‘f‘.’:“‘_“i*:(yf’_ Ut d)
Ucosd#, I, U =it
als Ausdruck dafiir, dass der Ort der Kriimmungsmittelpunkte der
osculirenden Sphiiren einer doppelt gekriimmten Linie die Kantlinie der
abwickelbaren Polarfliiche ist.
Indem wir ferner in Bezug auf die s-Linie nur den spiiter an-
zuwendenden Werth
pal L e B0
da,’ T i

angeben, wollen wir uns der s,-Linie zuwenden. Hier finden wir sofort:

da, | oo——— D, =D
| e U T T O 7 0 O T [t Sl
gg,,. D= et (=) D,cos &,
_EFE __D,(D, - 0 cot 9,
dc &

von welchen Ausdriicken der letzte besagt, dass die Tangente der
s,~Linie mit der Polare der ersten Hauptkriimmungslinie der Iliche
zusammenfillt. Da nun diese auch die rectificirende Linie der s-Linie
ist, so bilden die s,- und s,,~Linien der Evolute eonjugirte Liniensysteme.

Weiter erhalten wir fiir die Kriimmung des von der s,-Linie
tangirten Normalschnittes:

L _ 8 D Weos's, _g,c08°9, 1
R’ ﬂﬂ,;ﬂ “Jr = ﬂ.rr}z 0 — O it,,
und fiir die geoditische Kriimmung:
°
.1.* = _EI_F,' ______ e Q(_ma,f}; a_”_:'_'r
. =123 an©
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wobei
e ) s -
e "% ; (_{f!_“’ﬂ)

ant  08,* \ dy

i
-

=
dL if B

98, dn

zu setzen ist. Es ergiebt sich:

I  eos’d, Jou TWU—=2W) cos’dud = )
lh"n‘.ﬂ"Il Sy l}}f =] i}ffj-: [w- ij.l' - '{;ff J _ JJJ' - j).r‘.l' “‘l I:-'I-."' j?.ff & uﬁ”_g"

Dass siimmtliche fiir die erste Evolutenschale bewiesenen Eigen-
schaften und deducirten Werthe mutatis mutandis auch fiir die s, -Schale
welten, folgt von selbst, Da diese Werthe nur durch Permutation von
Buchstaben erhalten werden, brauche ich sie nicht hier wiederzugeben.
Wir wollen nur darauf aufmerksam machen, dass der Umstand, dass
aus fiinf Differentialquotienten vierter Ordnung der Fliichengleichung
sechs abgeleitete Hauptkriimmungswerthe bestimmt werden sollen, nicht
nur bedingt, dass £2° — 2% pur von den Differentialquotienten zweiter
und dritter Ordnung der Fliichengleichung bestimmt werden, und ebenso
nicht nur im Liovvitie'schen Satze zum Ausdruck kommt, sondern
auch die durch folgende Formel ausgedriickte Beziehung zwischen den
geodiitischen  Kritmmungen der s,-Linie der s-Schale und der s-Linie
der s,-Schale ergiebt:

1 | D

R, cos®§

_.r i Hr”r“ﬁj'{}ﬁ ¥} D, L D, Cor — &

In der bisherigen Darstellung haben wir stillschweigend die
rewithnliche Annahme gemacht, dass simmtliche Differentialquotienten
der Fliichengleichung sowie auch die Differenz » — ¢ endliche, von Null
verschiedene und eindeutig bestimmte Werthe haben, wodurch singu-
liire Linien und Punkte, d. h. Kanten und Spitzen so wohl auf der
Fliiche wie auf den beiden Evolutenschalen ausgeschlossen sind, Um
die fiir unseren Zweck wichtigen Eigenschaften derjenigen Fliichenele-
mente, deren Evoluten solche Linien oder Punkie aufweisen, ermitteln
zu kimnen, wollen wir jetzt die Veriinderungen untersuchen, welche
cintreten, wenn die einen oder anderen der genannten Werthe gleich
Null werden.
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Zuniichst nehmen wir hierbei an, dass sowohl D, wie D, und
; = : i r
D, — D, endliche von Null verschiedene Werthe haben,
Wenn fiir ein solches Fliichenelement im gegebenen Bunkte

V =0 ist, so finden wir sofort — = 0 tg®, =0 K" =0 und -1, = 0
I, " i
d. i. die erste Hauptkriimmungslinie ist’ im gegebenen Punkte eine
geodiitische Linie, die s,,-Linie der s-Schale der Evolute steht im ersten
Kriimmungsmittelpunkt auf der Normale senkrecht, und die s,-Schale
hat im zweiten Kriimmungsmittelpunkte eine vollstiindige Beriihrung
zweiter Ordnung mit einer abwickelbaren Fliiche, deren Generatrice
mit ihrer s,-Linie zusammenfiillt.
Ist lings der ganzen s,-Linie V =0, wiihrend ¥V von Null

ﬂ.*-:”

verschieden ist, so ist vowohl ¥ - 0 wie : = U und 7, = 0 sowie auch
r

7" =0 d. i. die erste Hauptkriimmungslinie ist eine geodiitische, einfach

gekriimmte Linie, deren Polarfliche eylindrisch ist. Wiihrend demzu-

folge die s,-Linie der s,-Schale eine ebene Curve ist, stellt die s-Linie

der s,-Schale eine Linie dar, lings welcher das Kriimmungsmass

F

* 0l T ¥ L) .}Lf T [
dieser Schale gleich Null ist. Ist andererseits '"! von Null verschie-
o0&,

den, wiihrend lings der ganzen s,-Linie V' = 0 ist, so finden wir £2° = 0
1 : : .

}g“zu d. h. auf der s,-Schale ist die entsprechende
=l
s,~Linie eine orthogonale Trajectorie der s,-Linien; die s,,-Schale dage-
een hat lings der ganzen s,-Linie das Kriilmmungsmass Null,

Besteht schliesslich fiir die ganze Fliche die Gleichung V = 0
so finden wir durch Zusammenstellung des oben Gesagten, dass auf
der s~-Schale die s~ und s,-Linien sich tiberall rechtwinkelig schneiden,
woraus, da sie conjugirte Linien sind, folgt, dass sie Hauptkriimmungs-

r
H.’ by o #,, finden, so ist die osculi-

" O
rende Ebene der s,-Linie der s.-Schale iiberall mit der osculirenden
Ebene der zweiten Hauptkriitmmungslinie im entsprechenden Punkte der
Urfliiche parallel. Die s,,-Schale hat iiberall das Kriimmnngsmass Null,
stellt also eine abwickelbare Fliiche dar, welehe demnach gemeinsame
Polarfliiche nicht nur séimmtlicher s,-Linien der Uriliiche, sondern auch
simmtlicher s,-Linien der s-Schale der Evolute ist. Da folglich in

R, =9, —e¢

linien sind. Da wir weiter
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siimmtlichen Schnittpunkten einer bestimmten s-Linie der Urfliche mit
den sie kreuzenden s,-Linien die Polaren aller dieser Linien mit einer
und derselben Generatrice der s,,-Schale zusammenfallen, so sind die
osculirenden Ebenen von zwei verschiedenen s,,-Linien in denjenigen
Punkten, wo sie eine gemeinsame s,-Linie schneiden, parellel, was auch
von der s-Schale gilt. Dies sind die Eigenschaften, welehe die einhiil-
lenden Flichen von Rotationsfliichen, die »moulures» charakterisiren.
Die Bedingung ist also ¥V =0 oder mit anderen Worten: die eine Schaar

von Kriimmungslinien sind geodiitische Linien. Im Specialfalle L
rr
ist die s,~Schale der Evolute eine cylindrische Fliche, und die zweite
Schaar von Hauptkriimmungslinien der Urfliiche stellen ebene Curven
dar, welche siimmilich in parallelen Ebenen liegen, was auch fiir die
s,~Linien der s,-Schale gilt. Ist noch dazu fiir einen gegebenen Punkt
W =0 und folglich auch &, = 0, so folgt daraus, dass auch ¥’ = ()
ist, d. h. die durch diesen Punkt gehende zweite Hauptkriimmungs-
linie ist in ihrer ganzen Ausdehnung eine geoditische Linie und liegt
in einer aufl der Achse der von der s,-Schale dargestellten Cylinder-
fliiche senkrechten Ebene. Die Bedingung V = W = 0 auf der ganzen
Fliche kann wegen des Zusammenhanges von f£2° und £2” nicht bei
Fliichen mit von Null verschiedenem Kriimmungsmass erfiillt werden.

Wenn in einer Iiiche V' = 0 diberall auch i = 0 ist, so degene-
rirt die s,-Schale in eine gerade Linie, eine Brennlinie. Da hierbei auch
3t D,
5,08,
Hauptkriimmungslinien der Fliche konstante geodiitische Kriimmung
und liegen in parallelen Ebenen. Da weiter g, lings diesen Linien
konstant ist, so bilden sie Kreise, deren Mittelpunkte auf der Brenn-
linie liegen miissen. Die Fliche ist also eine Rotationstliiche um die
Brennlinie als Achse. Dass die Bedingung V=N =0 oder U= W =10
auf der ganzen Fliche auch fiir eine Rotationsfliche nothwendig ist,
folgt schon daraus, dass in einer solchen Fliche alle Normalen durch
eine gerade Linie gehen miissen.

Hier michte ich eine kurze Bemerkung machen. Wir haben
gefunden, dass eine Rotationsfliiche der Bedingung V=W = 0 auf der
gunzen Fliiche entspricht, welche Bedingung im Flichenelemente dureh
die Gleichungen V =1 = ¥ = 2" = ¥’ = &” = ) ausgesprochen
wird, Wenn wir aber in einem gegebenen Punkte einer Fliiche diese

#" und T, gleich Null sein miissen, so haben die zweiten
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Gleichungen erfiillt finden, so konnen wir nicht den Schluss ziehen, die
Fliiche sei eine Rotationsfliiche, sondern wir wissen nur, dass die Fliiche
im gegebenen Punkte eine vollstiindige Beriihrung vierter Ordnung mit
einer Rotationsfliche hat.

Wenn wir andererseits fiir einen Punkt der Fliche 7 = () finden,
so resultirt daraus in erster Linie:

r -

e
, s, D

{rﬁ,, Lo [] ﬂ t!”; tpr
:!".@lr X a5 ’y

woraus hervorgeht, dass die s,-Linie auf der s,-Schale eine Spitze bil-
det, welche nach der Richtung wachsender bezw. abnehmender Z
schaut, je nachdem <’ positives oder negatives Zeichen hat. Fiir die
Projektion dieser Spitze auf die XZ-Ebene erhalten wir:
- » LG i "J ;
R =0 e
da, ET:
Diese Projektion bildet also eine Linie, welche in der Spitze
ihre eigene Evolute trifft, die in dem fraglichen Punkte den Kriimmungs-

r
halbmesser e hat. Da nun die Tangente der Evolvente mit der
D}

Normale der Evolute zusammenfillt und diese bestimmt ist, so folgt
daraus, dass die fragliche Spitze eine bestimmte Tangente hat. Damit
ist aber auch bewiesen, dass die Beziehung T = da,” auch fir U =0
gilt. Auch wenn @' = 0 wiire, kimnte die Richtung der Tangente der
Evolvente bestimmt sein, da niimlich die Evolute eine Spitze hiitte mit
bestimmter Normalenrichtung. Wiiren aber 7 und o' liings der gan-
zen s,-Linie gleich Null, dann freilich giibe es keine bestimmte Tan-
gente mehr. Niiheren Aufschluss iiber die Projektion der s-Linie der
s~Schale auf ihre osculirvende Ebene kinnen wir nicht erhalten, Wir
kiinnen aber das Resultat anders formuliren. Da niimlich fiir die Spitze
die Differentialquotienten bis zur dritten Ordnung mit denjenigen im
Anfangspunkte der Kreisevolvente identisch sind, so kinnen wir auch
sagen: die Gleichung der Projektion ist mit derjenigen einer Kreisevol-
vente bis auf unendlich kleine Grissen vierter Ordnung identisch. In
diesem Sinne, aber nur in diesem, gilt auch der Satz, welcher bei der
Untersuchung der sphiirischen Aberration fiir dieselbe Spitze gewihn-
lich so formulirt wird: die Linie ist in der Niihe der Spitze eine semi-
cubische Parabel. Es giebt néimlich immer eine solche, welche in ihrer
Spitze eine Berithrung dritter Ordnung hat mit einer beliebigen Spitze,
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i r ,'lr * » i * *
fiir welche R'° "', endlich ist. Zu der fraglichen semicubischen Para-
(813
£
bel gelangt man am einfachsten auf folgendem Wege. Wir ermitteln

allgemein den Werth
PE=d's 4 p,d'e + Jdp,d*a - 3dp,de
fiir die Evolute, in welchem wir
dPa=—d*p —3d* Nda=— &p + 3dp(dp* + d¢?)

zu setzen haben. Da hierbei ¢®p auch das Glied rd®x hat, so ver-
schwindet «*z. Wir erhalten auf diese Weise, nachdem wir ds,, =0
gesetzt haben:
e TR
f-'m*;——u(- i Li) !’fr"}"h
Hoae )
Da nun d*§=d§=dl=10 wenn U=0 ist, so ergiebt sich nach
Entwickelung von § und T nach Potenzen von s, fiir U=0:

s & s}’
5 C—@y=— F—
3D, 2D,

£
& =

oder nach Elimination von s,
VP& = —8DC—o)

die Gleichung der gesuchten semicubischen Parabel. Auch durch Dif-

ferentiation dieser Gleichung ist es leicht zu zeigen, dass die Spitze eine

bestimmte Tangente hat, und ebenso den oben angegebenen Werth fiir
] [=}

;{I,HF

ft. -.J'-

ia,

wieder zn bekommen,

Fiir die Projektion der Spitze auf die YZ-Ebene geniigt es zu
constatiren, das nicht nur dn =0, sondern auch «*y =10 ist, so dass
diese Projektion in der Spitze eine Beriihrung dritter Ordnung mit der
Iliichennormale hat.

Aus dem allgemeinen Ausdrucke fiir die Torsion einer doppelt
gekriimmten Linie ergiebt sich ndmlich fir dé=dy=d'5=0:

T l'!n'lf

* FEdC
in  welchem Ausdrucke fiir die s,-Linie der s-Schale das untere
Zeichen zu beniitzen ist. Hierbei ergiebt sich allgemein durch Zu-
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sammenstellung mit dem schon angegebenen Werthe fiir diese Tor-
sion:
Py = — _E{;I e T I'_I_ g8
[ -E_" Ij ) = - — P )
T I .r.r.} “r[-”r = f"'rrl
Zu demselben Resultat gelangen wir von der fiir die Evolute
geltenden Beziehung aus

d*y=d*y 4 p,d* 3 4 3do,d*3 + 3d'e,d 3

in welcher ds, =0 und d*y= ¥'ds,” zu setzen ist.

Aus den Eingangs dieses Capitels mitgetheilten Werthen fiir die
Ableitungen der Hauptkriimmungen geht unmittelbar hervor, dass, wenn
sammtliche Differentialquotienten der Flichengleichung endliche Werthe
haben oder gleich Null sind, dasselbe fiir simmtliche Ableitungen der
Hmlptl—:mmmung::*u nach s, und s, gellen muss, wofern D,Dn, und
D, — D,, von Null verschieden sind. Es folgt hieraus, dass auch

- =T r L] (3 B " ¥
dU d*U.....dD" &', ... keine unendlich grosse Werthe haben
kiinnen.

Wenn nun ein Punkt U=0 vorliegt, so kann dieser entweder
isolitt vorkommen, oder es existirt eine Linie 7= 0 aul der Fliiche.
- #* ' & g8 0 - a £l " » =
Falls nicht &' und ¥ gleichzeitie gleich Null sind, existirt immer eine
und nur eine Linie " =0, deren Richtung durch die Gleichung

dU = ®d'ds, + ¥'ds,, =0

angegeben wird, Wenn aber &' = ¥ =0 ist, so giebt die quadratische
Gleichung U =0 zwischen ds, und ds,, entweder eine oder zwei Li-
nien U=0 an, oder es liegt, wenn sie nur imaginire Wurzeln hat,
ein isolirter Punkt U=0 vor. Dies kann also nur vorkommen, wenn
der Grad der betreffenden Gleichung durch eine gerade Zahl ausge-
driickt wird, und dabei die partiellen Ableitungen von 7 sowohl nach
5, allein als nach s, allein von Null verschieden sind, da sonst ent-
weder die Bedingung ds, =0 oder ds, =0 geniigt. Nun hat aber die
s,~Linie der ersten Evolutenschale eine Spitze in den Fiillen, wo ¢, als
Funktion von s, ein Maximum oder Minimum aufweist, wobei die erste
Ableitung von U nach s, allein, welche nicht gleich Null ist, eine un-
gerade Ordnungszahl hat.

Ein isolirter Fliichenpunkt =0 kann also niemals einer Spitze
der sLinie der ersten Evolutenschale entsprechen. Wenn eine solche
vorliegt, findet sich immer eine Linie U=0 vor, welche also alige-

Kowva Aela Reg. Soc. Sc. Ups, Ser. I Tmpr. */x 1900 ¥
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mein einer Kante auf der ersten Ewvolutenschale entspricht. obwohl
: = : ‘ ('

auch eine Linie /= & =0 vorkommen kann. welcher, wenn = =0

ds

!

ist, keine Evolutenkante entspricht.

Im allgemeinen Falle, wo weder @ noch ¥ bei U=0 ver-
schwinden, schneidet die Linie U= 0 auf der Fliiche sowohl die s,- wie
die s,-Linien, und die Kante auf der ersten Evolutenschale bildet die
einhiillende Curve ihrer s,-Linien, welche unter endlicher Kriimmung
von dem einen der durch die Kante getrennten Blitter der ersten
Schale liings dieser auf das andere iibergehen. Die orthogonalen
Trajectorien der s-Linien haben dagegen Spitzen beim Uebergang der
Kante, deren Neigung zur Tangentialebene durch den Winkel &, aus-
gedriickt wird. Diese Spitzen verschwinden nur, wenn V=10 wird,
wobei die orthogonalen Trajectorien der s-Linien mit den s,-Linien
zusammenfallen.

Ist ¥ =0, so fillt die Linie U= der Fliiche im gegebenen
Punkte mit der s,-Linie zusammen, und wenn lkings dieser ganzen
Linie die Bedingung % =0 erfiillt ist, so wird die Kantlinie der ersten
Schale durch eine s,,-Linie gebildet. Ist hierbei auch W=0, so ist
die Kante eine einfach gekriimmte Linie, deren osculirende Ebene it
dem zweiten Hauptnormalschnitt der Fliiche zusammenfiillt,

Im Falle &' = (0 #'Z 0 ergiebt sich aus den Gleichungen d U =0
und o U=0, dass die Linie U=0 die s,-Linie der Fliche beriihrt, in-

2TT
dem ds,, =0 sowie E;ﬁ ds? 4 ¥ fs,, =0 erhalten wird. Wenn also
ey

"1' ‘f;:' 0 ist, so itberschreitet die Linie 7 =0 aufl der Fliiche nicht die
2s,

durch den befreffenden Punkt gehende s,-Linie, und die Kantlinie der
ersten Evolutenschale, welche die entsprechende geodiitische Linie nicht
tiberschreiten kann, und deren osculirende Ebene auf der osculirenden
Ebene dieser senkrecht stehen muss, bildet im fraglichen Kriimmungs-
mittelpunkt eine Spitze. Da nun &' beim Durchgang durch den gege-
benen Punkt auf der Flidche lings der s-Linie und folglich auch lings
der ihr beriihrenden Linie V=0 das Vorzeichen wechselt, so schauen
die beiden Zweige der Kante, welche in der Spitze zusammenlaufen,

2 rT X
nach entgegengesetzten Richtungen. Bei P=0 =0 ;_: S{_; — E:}_;_g =1}
i ’ 7
¥ U

- - & ' 2 # J
ergiebt sich auf dieselbe Weise ds,=0 d’s, =0 ¥d's, + g*“_*':“
!

(]
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wonach die Linie U=0 wie im allgemeinen Falle die entsprechende
s,~Linie iiberschreitet, und die Kante wieder als einhiillende Curve der
§,-Linien der ersten Schale ohne Spitzenbildung verliiuft.
Wenn bei @' = #' =0 von den zweiten Ableitungen von U nur
Irr
? - von Null verschieden ist, so giebt es zwei Linien 7= 0 auf der
05,08, ;
Fliche, von welchen die eine die s,-Linie, die andere die s,-Linie be-
rithrt, Die Gleichung ® 7 = 0 ergiebt dann:

U o O at 7 o U
= ds’ L3 — s, s s o, 0 i R MR, 00 OE
aat ! s TR 1+ TR e F= 28, d s, 4
R o "
+ 3 a' g (ds. s, + ds,d*s,) =0
S ey

wonach die Linie =0, welche die s-Linie beriihrt, diese nicht
iiherschreitet, die entsprechende Kantlinie also eine Spitze hat, wenn
S

g {';,";':l] ist. Da hierbei &’ liings der fraglichen Linie 7= 0 nicht das
D8,

Vorzeichen wechselt, so schauen die beiden Zweige der entsprechen-
den Kantlinie nach derselben Richtung, aber zwischen ihnen verliiuft
die der anderen Linie =0 entsprechende Kante, welche nach entge-
gengeselzer Richtung schauven muss, da s, fiir die Linie ds,, = 0 ent-

r ¥

gegengesetztes Zeichen gegeniiber dem Produlkt Sl hat. Hs

: i A0 da
verlduft also auf der ersten Evolutenschale eine Kante, welche sich
im gegebenen Punkte gleichsam in drei theilt, von denen die mittlere
nach entgegengesetzter die beiden fusseren nach derselben Richtung
wie die ungetheilte schauen. Die hierbei entstehenden Schnittlinien der
Evolute ergeben sich von selbst,

Auf diese Weise lisst sich die Diskussion fortfithren, so weit
man beliebt, Man findet, dass eine Evolutenkante unter den gemachten
Voraussetzungen, d. h, wenn die Differentialquotienten der Flichen-
gleichung keine unendlich grosse Werthe haben, niemals in einer Spitze
aunfhiren., wohl aber unter Zeichenwechsel fiir @ durch eine solche
hindurchgehen kann, Diesen Vorgang kinnen wir auch so definiren,
dass zwei Kanten. welche nach entgegengesetzter Richtung schauen,
unter Zusammenlaufen in einer Spitze endigen kinnen. Andererseits,
dass wenn liings einer Kante ohne Spitze @’ das Vorzeichen wechselt,
im Punkte des Zeichenwechsels die Spitze einer anderen Kante bele-
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gen ist, fir deren beide Zweige & dasselbe Vorzeichen hat wie fiir
denjenigen Theil der ersten kante, welche nicht zwischen diesen be-
legen ist.

Wenn bei U=0 siimmtliche Ableitungen von U nach s, allein
verschwinden, wobei die Linie U= 0 ihrer ganzen Ausdehnung nach
mit der betreffenden s-Linie zusammentfiilit, so hat die erste Evoluten=-
schale eine sanduhrférmige Verjiingung, deren engste Stelle punktfir-
mig ist, also eine Art Spitze bildet, durch welche siimmtliche s,-Linien
der Schale von dem einen Theile nach dem anderen hindurchtreten.

Wenn aber auf der ganzen Fliche die Gleichung U =0 besteht,
so muss eine soleche Verjiingung fiir alle s,-Linien bestehen, d. h. die
s,~Schale degenerirt zu einer Linie. Da nun weiter, wenn p, — D, = 0
ist, eine s,-Linie dieser Schale niemals eine unendlich grosse Kriim-
mung haben kann, so muss die Fokallinie, welche die s-Schale er-
setzt, mit siimmtlichen s,-Linien dieser Sechale zusammenfallen und
folglich iiberall die Polare der s-Linien der Fliiche beriihren. Hier=
aus geht hervor, dass eine ganze s-Linie eine gemeinsame Polare
haben muss oder m. a. W., dass die s-Linien einfach gekriimmte Li-
nien sind, was auch aus der Bedingung ¥ = ( bei U/ =0 folgt. Unter
solchen Umstiinden kinnen aber die s-Linien als Schnittlinien aufge-
fasst werden zwischen je zwei Sphiiren, deren Kriimmungsmittelpunkte
beide auf der Fokallinie liegen und einander unendlich nahe sind, und
die Fliiche als die einhiillende Fliiche einer Sphire mit veriinderlichem
Durchmesser, deren Centrum liings der Fokallinie sich bewegt. Diese
Fliichen, die sog. allgemeinen Canalfliichen sind also die einzigen,
welche eine wirkliche Fokallinie besitzen. Fiir die Fokallinie geben
die gewdihnlichen Ausdriicke &, _..l_r 1’

B, B
male an, sowie die Kriimmungen der Projektionen auf die Y Z-Ebene
bezw. auf die auf dieser senkrechien Ebene, welche die Tangente der
Linie enthélt,

Ist in einer solchen Fliiche gleichzeitig iiberall W= 0, wobei

die Neigung gegen die Nor=

die s,-Linien geodiitische Linien werden, so ist auch iiberall 1, =0
r
und fﬁ! -=0 d. h. die Fliche ist eine Umdrehungsfliche, deren Achse

die Fokallinie bildet,
Ist wiederum iiberall sowohl U=0 wie auch V=10, so haben
simmtliche s-Kreise der Fliche gleiche Durchmesser, und die Fliche



':Hj

B e

ALLGEMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHEN ABERRATIONEN ETC

kann einestheils durch Bewegung einer unveriinderlichen Sphiire er-
zeugt werden, anderentheils aber auch als »moulure» entstehen, indem
die s,-Schale bei I"=0 eine abwickelbare Fliiche bildet.

Soll in einer Fliiche U=0 gleichzeilig eine zweite Fokallinie
existiren, so muss erstens iiberall /T =0 sein. Beide Schaaren von Kriim-
mungslinien sind dann cbene Kreise. Hierbei muss aber entweder
tiberall V=0 oder W =10 sein, wie leicht einzusehen ist. Wenn niim-
lich ¥VZ 0 ist, so bilden die Flichennormalen liings einer s,-Linie einen
geraden Kegel mit cirkuliirer Basis, Sollen sich nun die verschiede-
nen Kegel, welche den verschiedenen s,-Linien entsprechen, und deren
Spitzen in die erste Fokallinie fallen, alle in einer und derselben Linie
schneiden kiinnen, so miissen sie eine und dieselbe Achse haben oder
m. a. W., die erste Fokallinie muss gerade sein, was der Bedingung
W =10 gleichkommt. Da somit neben U= =0 auf der ganzen Fliiche
entweder V=0 oder W =10 sein muss, so ist die eine Fokallinie immer
eine gerade und die Fliiche eine Umdrehungsfliche. Wenn wir die
Alternative V=0 wiihlen, so ist die zweite Fokallinie gerade, und fiir
die erste gilt B, =9, —¢,. Diese stellt also einen Kreis dar, dessen
Polare die zweite Brennlinie ist., und die Fliche wird durch die Bewe-
ung einer unverdnderlichen Sphiire erzeugt, dessen Centrum liings
einem ebenen Kreis gleitet.

Wenn in einem gegebenen Punkte U= =0, & und & aber
von Null verschieden sind, so existirt in diesem Punkte ein Kriimmungs-
maximum bezw. Minimum in Bezug auf beide Hauptkriimmungslinien,
und er ist ein Scheitel- oder Polpunkt im allgemeinen Sinne. Falls nun
weder V lings der ganzen s,-Linie noch W lings der ganzen s,-Linie
verschwindet, so geht durch den Scheitelpunki keine Symmetrieebene
der Fliiche. Ist nur die eine dieser Bedingungen erfiillt, so geht nur
eine solche Symmetrieebene durch den Punkt, wiihrend die Erfiillung
beider den Punkt als einen Scheitelpunkt im beschriinkten Sinne cha-
rakterisirt, in welchem sich zwei Symmetrieebenen der Fliiche unter
rechten Winkeln schneiden. Alle drei Arten von Scheitelpunkten kom-
men auf der menschlichen Hornhaut vor. Fiir die letzte Art, im Fli-
chenelemente durch die Bedingung U=V=W=I =¥ = ¥ =0 cha-
rakterisit, wollen wir die geometrische Bedeutung von &' 4" £2" und
0" etwas nither untersuchen. Zuniichst wollen wir die Bedingung dafiir
erforschen, dass die gegebene Fliiche im fraglichen Punkte eine voll-
stiindige Berithrung vierter Ordnung mit dem Scheitelpunkte einer Fliche
zweiten Grades hat,
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Durch Differentiation der Flichengleichung
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Es geht hieraus einerseits hervor, dass die Bedingung fiir eine
vollstiindige Beriihrung vierter Ordnung mit dem Scheitelpunkte einer
Fliiche zweiten Grades im Coordinatensystem p=g=s=1

I:-,I-II.‘-' gah’ L. ni.'l-i

T S
oder allgemein
P o)t e :-ril" Ty
i L L by ok @@’ =020
Dawah, D I
ist, so wie auch andererseits, dass, wenn @’ und D, bezw. @” und p,,
r L
verschiedene Zeichen haben. die Zahlen — 3% bezw. — %_3 allgemein
’ =

die Quadrate der Excentricitiiten jener conischen Sectionen darstellen,
welche mit den beiden durch den Scheitelpunkt der gegebenen Fliche
hindurchgehenden Kriimmungslinien eine vollstiindige Beriihrung vier-
ter Ordnung haben. Wenn @' und p, bezw. o” und p, dasselbe

r L
= . 4 & ¥ Ll s
Vorzeichen haben, geben die Werthe '-:_IE:F‘ hezw. '-1%'; gemiiss oben-
L I L] "
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stehendem Ausdrucke die Achsen derjenigen Ellipsen, welche mit ihren
Punkten kleinster Kriimmung die erwiihnte Beriibrung haben., Wiih-
rend also in diesem Falle die Kriimmung im Scheitelpunkte ein Mini-
mum darstellt, ist in jenem, vo ein Maximum der Kriimmung stattfin-
det, die osculirende conische Section eine E-‘Iiipw eine Parabel oder
eine Hyperbel, je nachdem @' 43D,/ 0 bezw, 0" 4 3D,; 20 ist. Auf
diese Weise haben wir die geometr lhi.'.’hl.', Bedeutung von u’ und @
als das Maass der positiven oder negativen Abflachung des Fliichen-
e¢lementes in der Richtung der beiden Haupikriimmungslinien veran-
schaulicht.

Um eine einigermassen iihnliche Veranschaulichung der geo-
metrischen Bedeutung von f2" und 22" zu gewinnen, wollen wir die
Fliche

a2 iyt
3+ 5
”r*"‘""‘r‘r H"’“LH

untersuchen. Auf den ersten Blick sehen wir, dass sowohl die Durch-
schnitte dieser Fliche mit der XZ- und der YZ-Ebene als auch siimmt-
liche zur XY-Ebene parallel gefithrten Schnitte conische Sectionen
darstellen. Aber wiihrend in einer Fliiche zweiten Grades letztere eine
und dieselbe Excentricitiit haben, ist diese hier von dem Werthe von
z abhiingig. Wihrend die Osculation mit einer Fliche zweiten Grades
ein gewisses Verhiiltniss zwischen @’ @ D, und D,, bedingt, so ist eine
Oseculation mit dieser Fliiche von einer solchen Bedingung unabhiin-
gig. Wir finden:

Po=—30% ot 4 Bt Enb gorgyey a 7y

.fﬂ'" II’EUHH i i
(3 e
niﬂ alili ﬁ'-}'.‘ﬂ
AT ET

woraus durch Subtraktion beiderseits mit 3(r 4 {) resultirt

'BJ + {Ii” 3'{!3 + SJPJ‘}
D" RS Ry
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Dies ist also die Bedingung dafiir, dass die in der Niihe des
Scheitelpunktes einer Fliche parallel zur Tangentialebene gefithrien
Schnitte bis auf unendlich kleinen Griissen hiherer Ordnung als der
vierten conische Sectionen darstellen. Wenn £2° 4 027 hei positiven
Werthe von p, und D,, einen grisseren Werth hat als den dieser Be-
dingung entsprechenden, so ist das Fliichenelement in den diagonalen
Richtigungen zwischen den Hauptnormalebenen relativ mehr zusam-
mengebogen als ein solches, in welchem ein in der Nihe des Schei-
telpunktes zur Tangentialebene parallel gelegter Schnitt eine Ellipse
darstellt. Im entgegengesetzten Falle ist es in den genannten Richt-
ungen relativ mehr ausgebogen,

Obwohl hierdurch die geometrische Bedeutung von £2° 4 02 fiir
den allgemeinen Fall numerisch nicht in derselben Weise festgestellt
worden ist, wie es mit @ und @” geschehen konte, so glaube ich sie
doch fiir den vorliegenden Zweck hinreichend veranschaulicht zu haben.




2. Die allgemeine Constitution des Strahlenbiindels.

Da fir den vorliegenden Zweek nur solche Strahlenbiindel in
Frage kommen, welche durch Brechung oder Spiegelung des urspriing-
lich von einem Punkte ausgehenden Lichtes in einfachbrehende Medien
begrenzenden Flichen entstehen, und welche demnach gemiiss dem
bekannten Marvs'schen Theoreme Normalenbiindel sind, so werden
wir uns bei unserer Untersuchung der allgemeinen Constitution eines
Strahlenbiindels auf solche Normalenbiindel beschriinken. Wie wir in
einem anderen Capitel sehen werden, erhalten wir, wenn wir die Figen-
schaften des einfallenden Strahlenbiindels und der brechenden Fliche
kennen, die FKigenschaften des gebrochenen in der Weise, dass wir
die geometrischen Eigenschaften der Wellenfliche nach der Brechung
erniren. Wie wir im vorigen Capitel sahen, kennen wir dadurch die
Evolute vollstiindig, so weit ihre Figenschalten von den Differential-
quotienten bis zur vierten Ordnung der Flichengleichung abhiingen.
indem niémlich die vier Grissen R'Y,8,R" der Evolute von den geo-
metrischen Grissen UVWH der Wellenfliiche bezw. von den Differen-
tialquotienten dritter Ordnung der Flichengleichung, und die sechs Griis-
rlfjgj F 1 1 Fir HH EE_H”

sen Rt = : — der Evolute von den geome-
da,’ TEFRES da,” =

trischen Griissen @' Q2°07 ¥ " zusammen mit den frither genannten

bezw. von den Differentialquotienten bis zur vierten Ordnung der Flichen-

gleichung vollstiindig und eindeutig bestimmt sind, wobei nur die be-

sprochene Relation zwischen —-!-, und }1}1 s+ zu beachten ist. Man kinnte
0 ?
nun meinen, die Eigenschaften des Strahlenbiindels wiiren hierdurch
gegeben, aber es treten bei der Untersuchung desselben einige Gesichts-
punkte in den Vordergrund, welche bei der Untersuchung der IFliche
nicht beriicksichtigt worden sind., Zuniichst haben wir bei dieser ein
von den Kriimmungslinien einer bestimmten Wellenfliche abhiingiges
Coordinatensystem s,s,, angewandt. Fiir das Strahlenbiindel als solehes

Nova Acla BReg. Soc. Se. Ups. Ser. 1L Impr. *%'x 1900, i
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ist es aber in gewisser Hinsicht vortheilhafter, ein Coordinatensystem
anzuwenden, welches allen Welleniliichen gemeinsam, also von der
Lage einer bestimmten solchen unabhiingig ist. Weiter haben wir die
Begrenzungslinie in den verschiedenen Regionen des Strahlenbiindels
zu untersuchen, wenn ecine Begrenzungslinie auf der Wellenfliiche ge-
geben ist, und ebenso unter derselben Bedingung die Begrenzungslinien
auf den beiden Evolutenschalen, Bei dieser Gelegenheit haben wir auch
das Verhalten zwischen der Wirklichheit und der allgemein als zutref-
fend erachteten Hypothese von dem Srturwm’schen Conoid mit den zwei
Brennlinien zu untersuchen. Ebenso wie wir im vorigen Capitel durch
die Untersuchung der geometrischen Figenschaften einer Fliche in
cinem bestimmten Punkte nicht nur die Geometrie des Flichenelementes
studirt haben, sondern auch daraus allgemeine Eigenschaften der Fliichen
dedueirt haben, so werden wir auch jetzt durch die Untersuchung des
Strahlenbiindels in der Niihe eines bestimmten Strahles nicht nur die
Constitution des unendlich diinnen Strahlenbiindels finden, sondern auch
allgemeine Eigenschaften der Strahlenbiindel feststellen.
Hierbei werden wir folgende Bezeichnungen einfiithren:

ol o R.;Uﬂ' s O A
i H't:l',' = H,"' H,"'
Blw it lon—0) _ ¥{D,—n,) ° TV
" cos 9, ¥l DD,
G (9, — 0,)° - ___ﬂ:___ =% ViZ V_"H"T.J_
T LR S e S T [T i
g e S SRR 1
R, cos® &, D’ D,* D/ D,,ztﬂ, — -”H]
3 = ke B (0, — @) e (D,—Db,) Wi
Faos D,b,* D, D,
g praR’ _ @ 3R

ds,”~ D, Dy’
E=p,—g =0 —

Wie wir sehen, sind siimmtliche Grissen ADCE lineare geome-
trische Grissen, welche einestheils nur von bekannten geometrischen
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Griissen der allen Wellenfliichen gemeinsamen Evolute abhiingen, an-
derentheils aber auch unmittelbar aus der Gleichung einer bekannten
Welleniliiche erhalten werden kimnen und wiederum die Differential-
quotienten bis zur vierten Ordnung einer beliebigen Wellenfliche oder,
was dasselbe ist, die Gleichung des betreffenden Fliichenelementes bis
auf unendlich kleine Griissen héherer Ordnung als der vierten augen-
blicklich geben. Zusammen mit den Werthen R° Etg &, Eted, R”,
welehe auch lineare geometrische Grissen darstellen, bestimmen sie
das Strahlenbiindel in der Niihe des gegebenen Strahles vollkommen
und eindeutiz. Da alle diese Grissen selbstindig und unabhiingig
variiren kinnen mit der Ansnahme, dass

La Ly
BE=0 =0

ist, was unmittelbar aus dem Werthe von £2° — 2" hervorgeht, so wird
also das Strahlenbiindel durch zehn unabhiingige Variabele bestimmt.
Da aber diejenigen Strahlenbiindel, fiir welche £ =0 ist, ein beson-
deres Capitel erheischen, und die Bedingung F < 0 nur einem Wechsel
der positiven Richtung lings dem Hauptstrahle bezw. einer Permuta-
tion der Indices gleichkommt, so werden wir hier £ > 0 annehmen.

Wie wir bei der Untersuchung der Evolute gesehen haben, bilden
die Flichennormalen lings den Kriimmungslinien ebene oder abwickel-
bare Fliichen, indem sie die Tangenten einer einfach oder doppelt ge-
kriimmten Linie darstellen, und ein Strahlenbiindel besteht demnach
aus einem doppelten Systeme von abwickelbaren Fliichen, welche sich
liings jedem einzelnen Strahle unter rechten Winkeln schneiden. Dass
keine anderen Systeme von abwickelbaren Flichen im Strahlenbiindel
vorkommen, wird aufl folgende Weise bewiesen.

Dureh Differentiation der Normalengleichungen

E—_x4ple—2)=10
n—Y+q(E—=2)=0

nach x und y, wobei £ unabhiingig ist, finden wir, dass das Quadrat
des Abstandes vom Hauptstrahl zu einem naheliegenden d& 4 d3® im
Coordinatensystem p =g = s =0 nur dann verschwindet, wenn entweder

gleichzeitig ’;':1 und dy =0 oder gleichzeitig '-'::1; und dxz = 0 isi. Da
=

nun in einer abwickelbaren Fliche der kleinste Abstand zwischen zwei
naheliegenden Generatricen immer von hiherer Kleinheitsordnung ist
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als der Abstand zwischen zwei beliebigen aul diesen Generatricen in
endlicher Entfernung vom Locus des kleinsten Abstandes belegenen
Punkten, so folgt hieraus, dass keine anderen Systeme von abwickel-
baren Flichen im Strahlenbiindel vorkommen kimnen, als die den Kriim-
mungslinien der Wellenfliiche entsprechenden. Die Tangentialebenen
der beiden sich lings einem bekannten Strahle schneidenden abwickel-
baren Fliichen nennen wir die Haupischnitte des Strahlenbiindels, welche
alzo mit den Hauptnormalschnitten siimmtlicher zugehiirigen Wellen-
fliichen identisch sind. Fiir die positiven Richtungen dieser Haupt-
schnitte wiihlen wir dieselbe Orientirung wie fiir die Kriimmungslinien,
so dass wir, wenn wir in der Richtung von wachsenden Z schauen
und die positive Richtung des ersten Hauptschnittes nach rechts haben,
die Richtung nach oben als die positive Richtung des zweiten Haupt-
schnittes bezeichnen.

Um ein von der fraglichen Wellentliiche unabhiingiges Coordina-
tensystem zu haben, kiinnen wir bei der Differentiation der Normalen-
sleichungen im Coordinatensystem p=g=s=0 p und g als unab-
hiingige Variabele wiihlen, d. h. die Ableitungen nach den Tangenten
der Winkel vornehmen, unter welchen ein Strahl die durch den Haupt-
strahl gehenden Hauptschnitte des Strahlenbiindels schneidet, wobei die
positiven Richtungen von p und ¢ aus dem oben Gesagten erhellen.
Filr gewisse Darstellungen ist es aber geeigneter, zwei andere unab-
hiingige Variabele & und « fiir die Flichengleichung zu wiihlen, welche
wir so definiren, dass die Coordinatenlinien tiberall mit den Hauptkriim-
mungslinien zusammenfallen, und dass liings den beiden durch den
Punkt n=0 =0 durchgehenden Coordinatenlinien 7 bezw. z gleich
den Winkeln sind, welche die Normale im Punkte a0 bezw. im Punkte
20 nach ausbreitung der beziiglichen abwickelbaren Fliche in einer
Fbene mit der Normale im Punkte 2=10 x=0 bilden, oder was das-
selbe bedeutet, dass die Bedingungen ds, =g,da und ds, =g, dx
erfiilllt sind,  Fiir die Uebergiinge vom Coordinatensystem xy er-
¥z 'z ?*y Wy
dAIZ 3X At dmax

halten wir die Werthe auf dieselbe Weise wie die

2
entsprechenden Differentialquotienten nach s,5,,. Wiihrend aber E‘—i-:
28,

'T”H gleich Null sind, finden wir durch Differentiation der Gleichung

do,= V() + @ + () a

unil

a5,
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2 A -
; " . & () .
sowie aus der analogen fiir da, die Werthe _G_T und ;1 . Es ergiebt

o il
sich also fiir den Punkt a=0 xz=10
tf.i';=-di? t!’g_.-'zﬁ
¥ {
|j -
P Vgt _ el g =W g
U i e e e o
0 2w Bt

'y = =) dn® 4 ﬁ{?‘—f} dadz — 7 d?
BOWIe

Ef#.?, —_— Iﬂ’{ﬂﬂﬂ :I‘JR”-_— o R"u’z" :

Wenn wir nun die allgemeinen Bezeichnungen
dr,= D,da, dr,, = D,do,,

einfithren, so sind Ableitungen nach d1, oder nach dr,, ebenso wie die
jenigen nach da, oder da, rein geometrische vom Coordinatensystem
unabhiingige Grissen. Da wir nun im Punkte a=%=0 dr,=da und
dr,, =dx haben, so finden wir diese geometrischen Grissen durch
Ableitung nach = und #. Von den allgemeinen Beziehungen, welche
auf diese Weise mit Hilfe der im vorigen Capitel abgeleiteten Werthen
erhalten werden kinnen wollen wir folgende anfiihren:

9 B dey _ _ p-
dz, dz,,
de, o Tl
i L A 7= i )
dr,, EE ;) dr, 2l
dRr sl f_ﬂip’ o :_@: S -E-FQH = A"
dz, dz, dz,, dz,,

1 d tg o iR 1) = o ter & H!.RH g it Ty
.E-——-.—'L:._._'} & = . —_ _a__'.:.’_..{-f=__,-,}1n fx & =R
dz, dz,, R e dz,, dr, S

iy i
E (d_fgi —tg? &’) L _E (M g '.'},,J =" .

[i -[” o LY
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siammtliche Werthe sind leicht zu erhalten. Bei der Differen-

¥ & i " 1 -
tiation von tg &, geht man am bequemsten von Werthe e 2us. Bei
r

Ermittelung des Werthes E-IR- beachte man die Bemerkung auf Seite 8.
Tor

Aus den beiden Werthen ¢ und ¢ erhellt das fiir alle Normalenbiindel
allgemeingiltige Gesetz:

4
R A T 1 +1g E'l}e + g iy,

welches eine Art Umschreibung des Liovvinie'schen Satzes darstellt.

Ebenso wie wir bei der Untersuchung der Fliche das Coordi-
natensystem s,s,, nur fiiv die Ableitungen beniitzten, ohne die Diffe-
rentialquotienten  anzugeben, welche zur Entwickelung der Flichen-
gleichung nach Potenzen von s, und s, nithig sind, sondern uns mit
der Miglichkeit einer solchen Entwickelung von z nach x und ¥ be-
eniigten, ebenso wollen wir bei der Differentiation der Normalenglei-
chungen die Ableitungen theils nach # und y, theils nach p und ¢ aus-
fithren, so dass die Gleichung einer Normale nach Potenzen von dem
einen oder anderen dieser Paare von Variabelen erhalten werden kann,
je nachdem das Strahlenbiindel in Zusammenhang mit einer bestimmten
Wellenfliiche oder fiir sich allein untersucht wird.

Wir erhalten fiir p=g=5=0

d§=dx —Zdp

PE=d'z— Edp
PE=Px — Cd'p 4 Jdpdiz
und finden, indem wir beachten, dass die Identitéiten
dp =rdx
Cp = udz®  2vdzdy 4+ wdy® 4 rdx
d*p ="dx® + 3" da*dy + 3% dxdy® + 3 dy’ + Sudad*z +
+ Bvdyd*x 4+ 3vde Py 4 JwdydPy 4 rPx

bestehen, und nach Ausfithrung der iihnlichen Operation in Bezug auf
7 einestheils fiir  und » als unabhiingige Variabele:
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di= (1 —Crjdx dn = (1 —C)dy
d'§ = — L(uda® 4+ 2vdady + wdy?) d'n = — Cvda® + 2wdzdy + wdy’)
d'& = — (63" — 3r')da® — L™ dx’dy — 3 (5™ — ri)ydzdy® — Lo dy?
I:;!I"-r;l = — to"dx’ — (Ca* — rl)dady — 3L dxdy® — (Co* — 3£)dy

anderentheils aber auch, wenn p und ¢ unabhiingig variiven, wobei wir
die Coordinaten der Fokalpunkte mit 00Z, bezw, 00%,, bezeichnen, nach
zwar umstiindlicher aber leicht ausfithrbarer Rechnung:

d = (5, —C)dp
@*§ = R'dp* — 2E tg $,dpdq + Etg &,,dg¢*
@8 =— (A"~ 3Etg?|dp’ — 3B+ 2R tg &, 4 3Etg 9, tg &, ) dp*dg —
—3|C" 4 2E(lg?9, —1g'9,) — R'tg &, — R" tg &,}dpdq® —
—|{B" 4+ 2R tg &, — 3E1ig 4,1z 4,)dg¢

nebst analogen Werthen fiir ».

Mit Hilfe dieser Werthe kiinnen wir nun die Gleichungen der
Normale unter Benutzung der Differentialquotienten der Fliichengleichung
im Coordinatensystem p = g = s =10 nach Potenzen von & und y oder
unter Benutzung der das Strahlenbiindel als solches charakterisirenden
geometrischen Grisssen nach Potenzen von p und ¢ entwickeln., Die
so erhaltenen Gleichungen repriisentiren, wenn = und y bezw. p und
g als Parameter wvariiven, einen soliden Korper, dessen Begrenzungs-
flichen von den Variationsgrenzen der Parameter abhiingen, Wenn
nur der eine Parameter variirt, so entsteht eine geradlinige Fliche,
# B. eine #-Fliiche, wenn man = einen constanten Werth zuertheilt.
Aber weder die x- und y-Flichen noch die p- und ¢-Fliichen sind im
allgemeinen Falle abwickelbar. In Gleichungen aber, welche 7 und =
als Parameter enthielten, wiirden die a- und z-Flichen abwickelbar
sein. Obwohl wir nun nicht diese Gleichungen entwickeln, was eine
unnithige Complication darstellen wiirde, machen wir doch von die-
sem Coordinatensysteme bei gewissen Ableitungen Gebrauch. Fiir den
Uebergang vom Coordinatensystem pg zu demjenigen nach @z brauchen
wir nur den schon angedeuteten Uebergang von pg nach xy mit dem
angefithrten von xy nach @iz zusammenzustellen. Wir erhalten auf
diese Weise:
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dp = da dg=dx
d'p = — 2tg $,dadx + tg 9,,d=

dig=tg dn*—21g 8 dudx .

Dem in der Lehre von den Aberrationen eines in einer Rota-
tionsfliiche gebrochenen urspriinglich homocentrischen Strahlenbiindels
vorkommenden Ausdruck slaterale Aberrations miissen offenbar im all-
gemeinen Strahlenbiindel zwei Ausdriicke entsprechen. Wenn wir als
die ideale Form eines nicht astigmatischen Sirahlenbiindels mit Recht
die des homocentrischen aufstellen, und die Aberrationen als Abweich-
ungen von der Homocentricitiit bezeichnen, so kiinnen wir fiir das
astigmatische Strahlenbiindel, in welchem £ von Null verschieden ist,
zwar kaum als ideale Form das Svurym'sche Conoid mit den zwei auf
ecinander senkrechten Brennlinien ansehen, da dieses, wie schon aus
den Untersuchungen im vorigen Capitel hervorgeht, niemals existiren
kann, aber wir kimnen, um einen einfachen, leicht verstiindlichen Aus-
gangspunkt zu gewinnen, die Abweichungen von dieser Form als Aber-
rationen bezeichnen. wobei aber ausdriicklich bemerkt werden muss,
dass ein astigmatisches Strahlenbiindel niemals aberrationsfrei ist. Wir
bezeichnen also als erste laterale Aberralion eines bestimmten Strahles
die Abscisse £ des Schnittpunktes dieses Strahles mit der durch den
ersten Fokalpunkt senkrecht zum Hauptstrahle gelegten Ebene £ = £, und
als zweite laterale Aberrafion desselben Strahles die Ordinate # des Schnitt-
punktes dieses Strahles mit der durch den zweiten Fokalpunkt gelegten
Ebene C=2<,. Da nicht alle Strahlen des Strahlenbiindels die beiden
Hauptschnitte treffen, weil schon die Bedingung & = (0 bezw. 'y = 1)
in den Normalengleichungen eine Gleichung zwischen dy dx und & x
bezw. d*y giebt, aber jeder von ihnen die beiden durch den Hauptstrahl
aehenden abwickelbaren Fliichen schneidet, so bezeichnen wir als
erste longitudinale  Aberration eines bestimmten Strahles den Abstand
seines Schnittpunktes mit der durch den Hauptstrahl gehenden z-Fliiche
von der Ebene =L, und als zweite longitudinale Aberration den Abstand
seines Schnitfpunkies mit der durch den Hauptstrahl gehenden a-Fliche
von der Ebene =L, .

Wenn in den Gleichungen der Normale {= = = §, gesetzt wird,

S -

so wird di=0, und & enthilt nicht mehr &z bezw. ®p, wonach
wir aus den oben gegebenen Werthen die Ableitungen nach s,s,,
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bezw. @z vornehmen kinnen. Wir erhalten auf diese Weise fiir die
erste laterale Abervation eines Strahles:

n’,’;’ =)
i _'J'l‘ |Uds,® + 2Vds,ds,, + Wds,'}
J.F‘

e P 3¥(D,—1,)

BPE=——ds) =2 e, da, —
Yy D,

3 igr VEAW(T_IW) 4, 500,

lFI".I" I"]J o I}IF
[ 2WN 2
Gl gl S e P et Bl Bl
+ f{;a { r £ + ‘”’_ I.iﬂE r
sowie auch:
= —R'dn' —2Etg 9 ,dndx 4 Etg 9, ds"

@E=— A'dn® — 3B da*dz — 3(C" —R"tg 9 )dads —(B"+2R"tg 9,)d=".

Die analogen Werthe fiir die zweite laterale Aberration findet
man auf #dhnliche Weise oder am einfachsten durch Permutation von
Indices, wobei aber zu beachten ist, dass F das Vorzeichen wechself.

Um die h}ngitllllinuleﬂ Aberrationen eines Strahles zu finden,
miissen wir zuerst die Bedingungen untersuchen, unter welchen sich
iiberhaupt zwei Normalen schneiden kiénnen. Wir gehen dabei von
der Flichengleichung aus und bezeichnen die Coordinaten eines auf
der Fliche liegenden Punktes mit x,y,2, diejenigen eines anderen Punktes
mit x,,¥,2,. Im ersten Punkte haben die Differentialquotienten der
Fliichengleichung die Werthe p,q,....., im zweiten p,q¢,...... Da
wir ferner, wie immer, das Coordinatensystem p = ¢ = s = () anwenden
und Origo als Limeslage beider Punkte betrachten, so ist dp, = rdz,
dp,, =rdz, u. s. w. Die Coordinaten des Schnittpunktes der durch
die beiden Punkte gehenden Normalen bezeichnen wir mit §4C, welche
also abhiingige Variabele sind. Die Normalengleichungen geben un-
mittelbar als Bedingung dafiir, dass die beiden durch die zwei Flichen-
punkte gehenden Normalen sich schneiden:

:{f:‘,! — fj'.u} =X, — Ly 4 P25, — Py E['ﬂn’r - "."r.r) =¥, — Yo+ 15 — Qs

Nova Acla Heg. Soc. Se. Ups. Ser. HL  Impr. **/x 15040, 6
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oder nach Differentiation fir z, =y, ==z, =y, = 0:

(1 = ¢cr){dzs, —dz,) =1 (1 —EO(dy, — dy,) =0

d. h. entweder

b l.
g Y= dy, = dy,,
=
oder auch
= 1
L= .? fa-.t", = l:l!r.'r"_;

woraus hervorgeht, dass in einem unendlich diinnen Strahlenbiindel
Schnittpunkte zwischen zwei Strahlen tiberhaupt nur in unendlich kleiner
Entfernung von den beiden Fokalpunkten vorkommen, und dass von
den vier Variabelen x,y,x,, nur drei unabhiingig sind. Im folgenden
werden wir uns zunichst den Schnittpunkten in der Niihe vom ersten
Fokalpunkte zuwenden, also E:.:% setzen und y,, als abhiingige Varia-
bele ansehen. Um den Uebergang auf die Ableitungen nach anderen
unabhéingigen Variabelen zu erleichtern, werden wir dabei die Werthe
d*x ete. nicht vernachlissigen. Ausser den soeben angegebenen, nach
Elimination von § und 5 aus den vier Normalengleichungen erhalte-
nen, bilden wir noch eine durch Elimination von £, nehmen eine der
Normalengleichungen mit und gehen also von folgenden vier Gleich-
ungen aus:

:',:U}.r B I’ﬂ} =Ly = Lgy A PrZp = Pryyy E[‘I; — 'f.r.f} =Yy — Yo+ 4123 — Qu&yy
E(Py — Py) =Dy%sy — Ppyy — PsPyy (2, — zﬂ} n=4—4q [t —z) .

Durch zweimalige Differentiation der beiden ersten dieser Gleich-
ungen erhalten wir:

" T, — 0 X — D~ D)
i 2(dp, — dp,)

C(d*q, — d°q,) + 2dL(dq, — dgq,) = &y, — d*y,, .
Nach Einsetsen von £ = l und dy,, = dy, finden wir zuerst den
r

Werth von dZ, dann denjenigen von @*y,. Durch nochmalige Diffe-
rentiation ergiebt sich:
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PE= 'z, dx,, —Ldp, — d’p,)—3dC(d*p, —d*p,) +3dp,d*z, — 3dp,d’z,,
3dp, — dp,)

sowie durch successive Differentiationen:

dg = apdz, —dp,ds,
ap, —dp,,

ar

{[35 ik {fj},ff.'ﬂ” e {‘fp”{f’;r:, o EFF;.’.-I;;,-;” e ”I'jj'].rr ’H.Ir
dp, — dp,

= {2(dp,Pzx,, — dp,,dz,) + 3(p,d*x,, — &p,d*x,) 4
- 2(d*p,dx,, — d'p,,dx,) — 3 LE(Dp, — d*p,,) —
— 6dp,dp,(d*z, — d*z,)} : 2(dp, — dp,)
dy=dy, —Ldq,
adn=dy — tdq,—2didyg, .

Nach Ausfilhrung der ziemlich umstiindlichen Rechnungen finden
wir unter den Bedingungen:

— |
L = — dy,, = dy
- ] D, LT !
2W 2
[fy-" — (d"tf — d: lb‘*] —— {"'r"z"r —_ ‘II;;}'I'?I: -+ fr.*f.r

fiir die Coordinaten des Schnittpunktes zweier Strahlen:

D,
- V T W
dt = — 21) - Ndx, 4 dx,,) — E_ dy, d*s = 5 Hedx,, — D, dy,’
7
! r .r
+ 2V o APy gyp 4 De= Do gy,

! *
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'] bt
ot P qed (dx,! 4 dx dx,, = dx,,") + - i (dx, + dz,) —
3D 2D

j*F (D,—D,,) + B, ‘E;;Vf’})”! i (dz, + dz,)dy, —
T l? (ﬂ” s }5%:) dy,;’ — _U (@*x, + d*z,) — B,(D,F— 3 d*n
d'f = (%: ;jj 5 dr,dx,(dx, + dx,) +
i 3?*!“‘{1;!}; Dy) Uifltﬁ,jé::,;} dz,dz,,dy, +
%,j g + }.- --{t'z,,n!*r, + dz,d*x,) — %d;&;‘,c{’n ;

In den Ausdriicken fiir ¢*C und «*& habe ich d*y statt d*y, ein-
gesetzt, weil die Ausdriicke dadurch symmeirisch und etwas einfacher
werden, und die Uebergiinge auf Ableitungen nach anderen Variabelen
ebenso leicht von «n als von J*y, aus geschehen,

Zuniichst constatiren wir durch Einsetzen von

dx, = dx, = ds, dy, = dy,, = ds,,
9 r
a'x, = 'z, = — L Lame 8,ds,, — Bl de,*
n,— Db, D, — D,
.
¥y, = det 4 e ds,ds,,
ﬂ:‘ = Fimw

dass die Formeln identisch werden mit den im vorigen Capitel fiir die
Evolute angegebenen bezw. mit der fiir d°§ nach der S, 24 angegebe-
nen Methode erhaltenen — ein Ausdruck dafiir, dass die Evolute den
Locus der Limeslage von den Schnittpunkten zweier sich infinite ni-
hernden Normalen darstellt, und dafiir, dass sich in die beschwerliche
Rechnung kein Fehler eingeschlichen hat.,
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Um dann zu untersuchen, welche Strablen den Haptstrahl schnei-

4 e
DD dzx*,,
d. h. die geradliniec Fliiche, welche von denjenigen Strahlen gebildet
wird, die den Hauptstrahl schneiden, hat lings diesem eine Berithrung
zweiter Ordnung mit der der ersten Hauptkriimmungslinie entsprechen-
den abwickelbaren Normalfliche. Daraus kinnen wir aber nicht den
Schluss ziehen, dass sich zwei Strahlen, welche einer und derselben
abwickelbaren Normalfliiche angehiiren, wirklich schneiden. Im Gegen-
theil, wenn wir die obige Rechnung noch einen Schritt weiter fiihren,
finden wir:

den, setzen wir dx, =dy, ==y, =0 und finden: d*y,, =

ot v
P . e 3 RS R | P P
oy, = {';F — E[IDJ,—IJ”}J .

d. h. die fragliche geradlinige Fliche hat im allgemeinen Falle, wo U
und ¥ von Null verschieden sind, keine Berithrung hiéherer Ordnung
als der zweiten mit der abwickelbaren Normalfliiche, und zwei Norma-
len, welche einer und derselben abwickelbaren Normalfliiche angehii-
ren, schneiden sich im allgemeinen Falle nicht, sondern ihr kleinster
Abstand wird, wenn sie sich unendlich nahe kommen, nur ein Unend-
lichkleines dritter Ordnung. Wenn die Evolute eine Spitze hat, wird
dieser Abstand ein Unendlichkleines der vierten Urdnung. Da nim-
lich eine abwickelbare Fliche die Tangentenfliiche ihrer Kantlinie dar-
stellt, und folglich die osculirenden Ebenen der Hauptkrimmungslinie
und der Kantlinie in entsprechenden Punkten immer zusammenfallen,

so muss, falls fiir jene ds, = dx ist fiir diese ":r*f = 0 sein. Da nun y

s
g ; dy  dE Y -
und £ als Funktionen von s, gegeben und —* = — = 0 sind, so ist
s, i s,
- 2 : ; : I ; :
dieser Bedingung im allgemeinen Fall, wo -‘f ._Eq von Null verschieden
ds,’
ist, durch die allgemeingiltige Beziechung 5 = 0 geniigi. Wenn aber
bei U=10 _;P"i = 0 ist, so verlangt sie ®5 = 0. Diese Thatsachen,
s,
auf die wir in einem folgenden Capitel zurtickkommen, gehen iibrigens
schon aus den Gleichungen der Evolute hervor, indem fiir die s-Linie
der s~-Schale dn = 0 ist, d’s aber gemiiss den angegebenen Werthen
fiir Kriilmmung und Torsion dieser Linie von Null verschieden sein
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muss, wofern nicht U oder V7 gleich Null sind, Die Evolute ist also
im allgemeinen Falle nicht ein Locus fiir Schnittpunkte zwischen zwei
consecutiven Strahlen, sondern ein Locus fiir die Limeslagen dieser
Schnittpunkte: sie begrenzt nach der einen Seite hin den Raum, in
welchem Schnittpunkte vorkommen.

Um nun den Schnittpunkt zwischen einem gegebenen Strahle
und der durch den Hauptstrahl gehenden »<Fliche zu finden, setzen
wir in den allgemeinen Gleichungen fiir die Schnittpunkte zweier Strahlen
einestheils:

dz, = 0 dz,, = ds, dy, = dy,, = ds,,
Pz, = — 1) j o ) F &, = — ) ‘_]}H ds,ds,, — T)_}—Eﬂﬁ ds,*
d*y,, = — i b ds? 4 - B, ‘}_”r;j ds,ds,,
anderentheils auch
dwx, =) dx,, = l-;:
dy, = dy,, = gf 'z, = — D {ﬂ&ﬂ;} dxt
) o e thi;i dn® — DD, [i‘:-—_ H_:l dande — IJ,,“_{-I{ F_— ﬂ_,,} ol
Py, = - B U}T_ " ARt ﬂ!ﬂ”{ijjj; D) dndx — J‘;"]:f o #*

wobei also der Punkt x,y, auf der zweiten Hauptkriimmungslinie liegt,
und der Punkt z,%, unabbiingig variirt, und erhalten fiir die ersfe lon-
gitudinale Aberrafion eines Strahles:

s g
dE=—gpili=me iy
o e 1 UV(D,—2D,)
o il O, [ (57 JO e L
) (=3 D,] v/ i),'{ (B =Pol= s T Jassis,
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20Wie:

=—3 dan — Etgd,dzx

e =— ':l]- dn® — (B' 4+ R'tg?)dadxz — (C" — R"tg9, + 2Etg?3,)dx*

aus welchen Werthen wir durch Permutation die analogen Werthe fiir
die zweile longitudinale Aberration eines Strahles erhalten,

In der Lehre von der sogenannten sphiirischen Aberration bei
Brechung eines axialen Strahlenbiindels in centrirten Rotationsfliichen
pllegt man ausser den lateralen und longitudinalen Aberrationen eines
Strahles auch die Lage und Grisse des kleinsten Zerstreuungskreises
zu untersuchen. Diesem entsprechen im allgemeinen Strahlenbiindel
zwei diinnste Querschnitte, von denen je einer in der Niihe von jedem
Fokalpunkte belegen ist, und welche, falls R® bezw. R” von Null ver-
schieden sind, nach der einen Seite hin von der beziiglichen Schale
der Evolute, nach der anderen von einer Furche begrenzt werden.
Wenn aber die Evolute bei Verschwinden von R’ bezw. R” im beziig-
lichen Fokalpunkte eine Kante hat. so wird der zugehirige diinnste
Querschnitt nach beiden Seiten hin von Furchen begrenat,

Um nun die Lage und Form dieser Furchen kennen zu lernen,
miissen wir zuerst den wverschiedenen Arten der Begrenzung eines
Strahlenbiindels unsere Aufmerksamkeit zuwenden. Bei der Brechung
von homocentrischem Lichte in centrirten Rotationsfliichen liegt die
Sache sehr einfach da immer eine kreisfirmige Begrenzungslinie eni-
weder auf der Welleniliiche oder in einer das Strahlenbiindel schnei-
denden Ebene erhalten wird, das Diaphragma mag vor oder hinter der
brechenden Fliche applicirt sein, oder die Begrenzung mag durch die
Fassung dieser zu Stande kommen. Anders aber im allgemeinen Fall,
wo die brechenden Fliichen keine Rotationsfliichen sind.  Hier kann
zwar eine kreisfirmige Begrenzungslinie in einer das Strahlenbiindel
schneidenden Ebene vorkommen, wenn das Diaphragma hinter der
letzten brechenden Fliche sich befindet, aber schon wenn die Fassung
der brechenden Fliche als Diaphragma fungirt, ist diese eine doppelt
gekriimmte Linie, niimlich die Schnittlinie zwischen der brechenden
Fliiche und einer ecylindrischen, und wenn das Diaphragma vor der
brechenden Fliiche sitzt, ist sie die Schnittlinie zwischen dieser und einer
conischen. Wenn noch dazu das einfallende Licht nicht homocentrisch
ist, so kann die Begrenzungslinie des gebrochenen Strahlenbiindels die
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verschiedensten  Formen  aufweisen.  Unter allen Umstiinden erhalten
wir aber, da wir in der Flichengleichung die Dilferentinlquotienten bis
zur vierten Ordnung mitnehmen, Kenntniss von der Form der Begren-
zungslinie  auf der Wellenfliche durch eine Gleichung vierten Grades
hezw. durch die entsprechenden  Differntialgleichungen, wie wir des
Nitheren in einem folgenden Capitel sehen werden,

Wenn wir nun zu den allgemeinen Gleichungen ciner Normale
diejenigen hinzufiigen, welche zusammen mit der Flichengleichung die
Begrenzungslinie  charakterisivt, so erhalten wir nach Elimination von
: drei Gleichungen zwischen &y und @y, welche also der von den
die Begrenzungslinie schneidenden Strahlen gebildeten Fliiche entspre-
chen, Nun ist aber in diesen Gleichungen fiir € = : d& =0 und fiir "'=!‘t
dy=10. Die Fliche hat also in der Nihe von den beiden Fokalpunk-
fen je eine Doppellinie,  Eine solche Fliiche, welche als durch eine
cerade  Linie erzeugt gedacht werden kann, die lings einer geschlos-
senen  Linie der Begrenzungslinie — herumgefithrt wird und dabei
immer  durch zwei bestimmte Linien die Doppellinien — geht, be-
zeichnen wir allgemein als ein Conoid.

Bei der ersten Evolutenschale schneiden sich alle z-Fliichen,
bei der zweiten alle a-Flichen; andere Schnittpunkte kommen nicht
vor.,  Es muss also ein Strahl, welcher durch die Begrenzungslinie geht,
iiberall der Begrenzungsiliiche des Strahlenbiindels angehiéiren, ausser
in der Niihe der Folalpunkte, Wenn wir nun die Begrenzungslinie
mehe und mehr einengen, so entsprechen den verschiedenen Begren-
zungslinien verschiedene Conoide, welche alle die beiden Evolutenscha-
len  beriihren miissen,  Die diussere Begrenzungsfliiche des Strahlen-
bitndels  besteht also aus dem  der Begrenzungslinie entsprechenden
Conoide und den beiden Evolutenschalen, und siimmtliche Schnittpunkte
von Strahlen  befinden sich im Roaume zwischen der beziglichen Evo-
lutenschale und  demjenigen Theile des Conoides, welcher durch die
Berithrungslinie  dieses mit der Evolutenschale abgegrenzt und durch
die  beziigliche  Doppellinie in zwei Hillten  getheilt wird,  Wenn die
Fvolute keine Kante hat, bilden also die Strahlenschnitipunkte einen
soliden Kirper mit drei Oberfliichen und zwei Kanten.,  Die eine der
Kanten ist die Doppellinie  des Grenzeonoides, die andere ist die Be-
riihrungslinie von diesem mit der Evolute. In diesem Falle entspricht
die Doppellinie einer Farche aufl der Oberfliiche des Steahlenbiindels,
der erste diinnste  Querschnitt liegt  zwischen dieser Furche und der
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gegenitberliegenden Evolute, und die Schnittpunkte der Strahlen liegen
ausserhalb des Grenzeonoides. Hat aber die Evolute eine Kante, so
wird der von den Strahlenschnittpunkten gebildete solide Kirper von
vier Oberfliichen, die in drei Kanten zusammenstossen, begrenzt, und
gwar ist die Evolutenkante eine vorspringende, die ihr gegeniiberste-
hende, von der Doppellinie des Grenzconoides gebildete, eine einge-
senlite, Wihrend im allzemeinen Falle das Grenzeonoid nur eine Be-
rithrungslinie gemeinsam mit der Evolute hat, so existirt in diesem aus-
serdem  eine Schaittlinie, welche beiderseits die dem ersten diinnsten
Querschnitt entsprechende Furche des Strahlenbiindels bildet, Ein
Theil der Strahlenschnittpunkte befindet sich hierbei innerhalb  des
Grenzconoides,

Nach diesen einleitenden Bemerkungen, welche die Rolle der
Doppellinien des Conoides erliutern, gehen wir zur Untersuchung die-
ser iiber. In dem Ausdrucke fiir die Schnittpunkte zweier Normalen
haben wir die beiden Bedingungen dafiir einzusetzen, dass die Punkte
3, x4, aul der Linie liegen, die das Grenzeonoid aus der Wellen-
fliiche abschneidet, und deren Gleichungen durch die Gleichungen der
Wellenfliiche und einer sie schneidenden eylindrischen ersetzt werden
kiimnen. Diese letztere, welche also nicht z enthiilt, ist im allgemeinen
Falle von der Form R®=a®4 by Glieder mit &* o'y =y y* z*. ...
ete., wobei b positives Vorzeichen hat. Wenn wir in dieser Gleichung
i als Parameter betrachten und von Null aus variiren lassen, so er-
halten wir nach zweimaliger Differentiation und nachheriger Finset-
zung von s=y=HR=0

da® 4 bdy* = d R*

sowie durch successive Dillerentiationen die Differentialgleichungen hii-
herer Ordnungen. Um die Doppellinie zu studiren, brauchen wir aber
nur die Differentialgleichungen bis zur zweiten Ordnung, da weder d'»
noch o'y in den Ausdriicken fiir die Schnittpunkte der Normalen vor-
kommen. Diese Gleichung zwischen & y und £ und die beiden Nor-
malengleichungen, auf die beiden Werthpaare a,y, «,u, angewendet,
geben zusammen sechs Gleichungen zwischen den acht Varinbelen o,
Y, T, EnC R, von welchen also nur zwei unabhiingig variiren kiin-
nen. Hierzu wiihlen wir 4 und E. Allgemein folgt aus der Gleichung

ﬁ":l:f + bdy, =dx,* + bdy,

Nova Acla Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. 1L Impr. 2/ 15900, i
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da dy,=dy, ist, und die Bedingung dx,=dz, . wie oben gezeigt
wurde, auf die Evolute fithrt:
de, + dx,, =0
sowie aus @*5=0 und aus der Gleichung zwischen d*y, und d*y,

¥V g _Wﬂ D[’VI} —H D)
— e L = dxdn L/ B e Yol S, |
D=0 i (D,— D, (D, - D,) i
+ IVD

(D, — D)’

[IfH fj", =

2y, = iy, — da,dy

wonach aus den Gleichungen zwischen ¢*x, und #y, bezw. zwischen
d*x,, und d*y,,, welche aus den Gleichungen der Begrenzungslinie her-
weleitet werden, auch &%, und *x,, bekannt sind.

Wenn wir die beziigliche Differentialgleichung allgemein

dedz 4 bdy Py 4 k,da® + k,ddy 4 &, dedif 4 &, dypf =0

schreiben, so finden wir fiir dx, +dz,, = 0 und dy, = dy,,:

&z, 4 B, = — b ‘;i!& (Py, — dPy,) — 2k, dz? — 2k, dy} =
{ .‘i’,

D7 gt 2D/}
= — .ffLr{f!.L‘, - [j'j'} = -” "}ﬂ (_. fj"?..{- .Irlmr {f_} — ﬂﬁ) }{! F.i
A, &z, 4 d, P, = by, (&Y, + Py,) + 2k, dx} dy, + 2k, dY,'=
2D,
V 4+ k, (D, — D) }dz, dr
“J', = I}H} OV 4k, ) dn 4+
2D}
+ -..}' bl D, — 20V D,, 4k, D,(D, — D)} d7’
-"'.’
wonach wir fiir die erste Doppellinie eines Conoides erhalten.
dE—'0)
- V
ftrh B e o c—— [,E;j'
D,(D, — D)
U W
:'F‘_E  m— —— [T e e ft e R ,i??
R T
v S o L T r
BPtom— T=0KU 501 L o _2WRU—W)

el B s 2 d
3D} D= R "m”ﬁ v
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E et o (D e (=) B,) k, U ; g
@s=—-3)7F B e B Ll ___! {o2dn U gyt
i t & D,(D, — DI,) D, — I\ Rt or a i

Das nicht ausgefithrte Ghed %a,i brauchen wir nicht. Es enthiilt
i

ausser ¥ und £k,,, verschiedene Producte aus & und den ersten Ablei-
tungen der Hauptkriimmungen. In diesen allgemeinen Werthen haben
wir nun den Coefficienten & und k ihre jewellige Werthe zu geben und
dz,! durch dR* zu ersetzen, wonach uns die partiellen Differentialquo-
tienten nach R das Mittel geben, durch Entwickeln von § und ¢ nach
Potenzen von [ die Coordinaten des Schnittpunktes von der Doppel-
linie mit der .XZ-Ebene zu finden und die partiellen Differentialquotien-
ten nach # die Limeswerthe angeben, welche die Neigung und Kriim-
mung der Projektionen der Doppellinien auf die XV- und YZ-Ebene

: : . P& g
annehmen, wenn ' gegen Null hin abnimmt.  Aus ‘II‘“:!-- endlich er-
s (LI Lt i |

halten wir die Aenderung der Neigung gegen die YZ-Ebene bei von
Null aus wachsendem Werthe von fi.

Fiir eine kreisformige Abblendung auf der Wellenfliiche ist z. B
b=1, und es verschwinden simmiliche Coefficienten £, wonach wir
fir den Schnittpunkt der Doppellinie mit der XY-Ebene

& R*U S nAn Bl Tyl

9D, ==L gy

und fiir die Projektion auf die beiden anderen Coordinatenebenen

dé_ B UVD, dt W
d y 2 ( :ﬂ,[f), == L’,J,.r}:) "'“} 5P L’;[H; —_— .T_}”]
2 T F T » TAT T FFa
A RS R S S Y, P Ll L)
dy* (D, — D) dy* — 3(D,— D) 1 D,—D, |
erhalten.

Wir sehen aus diesen Ausdriicken und aus den analogen fiir
die zweite Doppellinie, dass die Kenntniss von der Fiihrungslinie und
den Doppellinien eines Conoides ausreichf, um zusammen mit den Oer-
tern der Fokalpunkte das Strahlenbiindel zu bestimmen. Um auf diese
Weise das Strahlenbiindel an sich ohne Bezug auf irgend eine be-
stimmte Wellenfliiche zu charakterisiren, kann man die Doppellinien
des Grenzeconoides bei kreisfirmiger Blende an bestimmtem Platze, z.
B. auf halbem Abstande zwischen den beiden Fokalpunkten, bestim-
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men. [Die einfachsten Ausdriicke bekommt man aber fir das Conoid
a4 =
wobei wir nach Einsetzen von Djfd R* = do® sowie
bl pal gL YD D) WADASEE
I 3 D, g D7 (D, — hﬂ} e D} (P, — 'I]H)
welche Werthe unmittelbar hervorgehen aus den fiir den Uebergang
vom Coordinatensystem zz nach dem System xy angegebenen, auf die

Gleichung dad®*s + dzd*z =0 angewendeten Formeln, folgende Werthe
finden:

= or ’ - - EHI'I ;
= = — l . Iﬁ b= 2y h— . J‘I-
& w’ 3 e
-~ — — el | ﬁ; -r I-E — —'I-_’jr l'}r
dy L d
= e R’ te e 2 Al 3G
rfrf K " H'.-‘." 2] 3B

In einfachster Weise kommen hier die das Strahlenbiindel cha-
rakterisirenden geometrischen Eigenschaften durch die beiden Doppel-
linien des Conoides zum Ausdruck.

Wie schon erwiihnt, reprisentiren die Doppellinien des Grenzco-
noides nur dann die Furchen des Strahlenbiindels, wenn die beziig-
lichen Ewvoluten ohne Kanten sind. Wenn aber z. B. U =0 ist, so
schneidet die erste Doppellinie der Conoide, bis auf unendlich kleine
Girissen hiherer Ordnung als der dritten, den Hauptstrahl, und die Fur-
chen werden von den Schnittlinien des Conoides mit der Evolute
gebildet. Diese Schnittlinien finden wir auf folgende Weise. Wir fas-
sen zweli Normalen ins Auge, deren Schnittpunkt auf der Evolute liegt,
und von denen die eine dem Grenzeonoid angehirt und die Wellen-
fliche im Punkte x,y, trifft, die andere, Tangente der Evolute, die Wel-
lenfliiche im Punkte x,y, schneidet. Bei 5 = 0 gilt fiir diese:

'l = — ;i dz,* d*E = 3; el
r r

Fiir den Schnittpunkt zweier Normalen haben wir aber allgemein

bei =0 und U = 0

-
, ,

L= — "'Il?f (dz}? +dz,dzx,, 4 dzx,7) A& = % di,dx,,(dz, 4 dz,,)
R #
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wonach wir durch Zusammensetzung dieser Ausdriicke bei @ = 0 die
Bedingungsgleichung

dx + dx,dx,, — 2dz, =0

iz, = — 2ds,

finden und dann nach FEinsetzen in die allgemeinen Gleichungen fiir
die Schnittpunkte folgende Werthe fiir die Furchen erhalten:

2 Vv E Wi
GEm S g s N g R A
“l{'”) -'“.u'j ! ID: = ‘”r.r}z o)
3 ':.:}' i.f";‘l l ri 2 TI"?:

i el | e ) EE S = et A
‘ ey e s ) Lr,,;*( 32 e ﬂ,,] o
5 reran N g
i iD, . — 5 datdny 4 'n},-'“ cdn®

Bei der Entwickelung nach Potenzen von @ bei 5 = 0 beachte
man, dass &, = 4+ R ist, wobei das obere Zeichen diejenige der beiden
Furchen bezeichnet, welche dem nach der Richtung von positiver = auf
der Wellenfliiche belegenen Theil der Begrenzungslinie entspricht. Fiir
eine kreisformige Abblendung auf der Wellenfliiche finden wir:

e o g
SRR BT TR dy 1
e S == B e . WD, . RBEL,
T T S R W T N IS DT T
{F': I. i i H-[I‘”
Dbt o el S R ML SR
dn~ H(D,—D,) ( = Ir,,)
und fiir das Conoid =* 4 #* = o®:
e —=mtd e Al
e L
g w' B’ s g9 — wb’
- e e——— i . — t :I“‘j"
dn 4 E d Ll 1E
TE_tg9,  wd . EL_A_aC
d E 12 ¢ dnt 4E
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Um die Querschnitte des Conoides mit den verschiedenen zur Tan-
gentialebene  der Wellenfliche parallelen Ebenen zu finden, haben wir nur
die beziiglichen Differentialgleichungen der Begrenzungslinie oder, falls
das Conoid durch eine Gleichung zwischen p und ¢ bestimmt ist, die
durch successive Differentiationen von dieser erhaltenen mit den durch
Differentiation der Normalengleichungen nach z und y bezw. nach p
und ¢ gefundenen zu combiniren. Ist die erste Differentialgleichung
der Begrenzungslinie

da* + bdy* = d R*

so ist die erste der fraglichen Schnittlinie

(&= dy* o
R P S L i
(1 —Ir) M=IH
die niichste enthilt d&d*g dyd*y d5° u. s, w, Aus diesen erhalten wir
leicht die Gleichung
R &= b=

in welcher wir die unendlich kleinen Grissen bis zur vierten Ordnung
mitzunehmen haben, Nur wenn 1 — & bezw. 1 — &f unendlich kleine
Werthe haben, d. h. fiir die Querschnitte in der Niihe von den Folal-
punkten, ist diese Methode unanwendbar. Fiir diesen Fall erhalten wir
aus den beiden Normalengleichungen, indem wir Ryf als unabhiingige
Variabele behandeln und € = -?11 setzen. die nothigen Mittel. um bei

= 5

RE : :
=0 & = und -I.F-.?}nau.-h Potenzen von £ oder @ zu entwickeln, wobei

il da*
¢ als Parameter fungirt. Fir den allgemeinen Fall diirfte es hinrei-
chend sein, den Vorgang angedeutet zu haben. Fiir diejenigen Strah-
lenbiindel, fiir welche siimmtliche Differentialquotienten dritter Ordnung
in der Flichengleichung gleich Null sind, gestaltet sich die Rechnung
sehr einfach [olgendermassen:

: ' e 3D, : TR :
PEs ———dr—3 F dxtdn — . i S e S e e L
D, e o

Da nun &*p = rd*x und, wenn 5 unabhiingige Variabele d@*y = 0
ist, so verschwindet dT, wenn die Coefficienten % in der Gleichung
der Begrenzungslinie siimmtlich gleich Null sind. Nach Einsetzen von
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da? 4+ bdy® = dR* finden wir also fiir die Schnittpunkte mit der .¥.Z-
Ebene:

o R dé ok w* B’
Ry b T Tl ek 2B
&5 _ 4 RD,(b#' -32") | w(®dD A" 3D, C")
gl (D.— D) = D, E*
in welchen Ausdriicken fiir eine kreisférmige Abblendung auf der Wel-
2
lenfliiche b = 1, fiir das Conoid a* 4 #* = w* b = frff.’_z. zu setzen ist.

Eben dieselben Methoden geben uns die Gleichung der Beriih-
rungslinie eines Conoides mit einer Evolutenschale. Im allgemeinen
Falle erhalten wir fiir die Berithrungslinie auf der ersten Evolute

(%5 -+ tg0,d0) |y
DR D
oder wenn die Tangenten der s~ und s,-Linien Coordinatenachsen sind
da,* da,*cos® 9,

HERE + T p tpd
wonach diejenige Figur, welcher sich die Projektion der Beriithrungs-
linie des Conoides mit der Evolute auf die YZ-Ebene bei abnehmen-
dem Werthe von R niihert, ecine Ellipse ist, in der die Tangenten der
5~ und s,-Linien der Evolute conjugirte Diameter sind,  Aus der auf
iihnliche Weise zu ermittelnden Beziehung zwischen d*{ und %5 kin-
nen dann noch die Glieder dritter Ordnung der Gleichung der Beriih-
rungslinie erhalten werden. Fiir B = 0 sind diese Ausdriicke nicht
anwendbar, sondern wir finden aus den Gleichungen der Evolute, wie
sie aus den Coordinaten fiir die Schnittpunkie der Normalen S. 43 her-

vorgehen, wenn wir dx, = dz,, und d*n = 0 setzen:

= ¢ R*

L WD g
g"; =—--t l'} l.rl Ii:_l_:_ —"— f!r
j D)
gt o 2y 1 i 2W?
b — = der 22 dedn— - 0 __\dn®
: -Dfﬂf ; ”f i l".-}r_ﬂ'ﬁ.l!( + ﬂf_ﬂﬂ) :
2 b’ 5
P = __}—TT dad L 3 ¥dx dn f_:_ﬁi’l i’

wonach wir fiir die Schnittpunkte der beiden Linien mit der XZ-Ebene
g 98 db a% a¥
dq dn dn® dy*
bezw. @ entwickeln kimnen,

aul gewihnliche Weise nach Potenzen von R

e — —
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Nach dieser allgemeinen Untersuchung des astigmatischen Strah-
lenbiindels diirfte es am Platze sein, einige Vorschlige betreffs der No-
menclatur zu machen. Bei der Untersuchung der monochromatischen
Aberration hat man sich bisher mit den Verhiiltnissen in centrirten
optischen Systemen begniigt, wo die Aberration des gebrochenen Strah-
lenbiindels durch eine einzige Quantitiit ausgedriickt werden konnte,
Die Qualitit des Strahlenbiindels, welche durch diese gemessen wird,
nennt man einfach »sphiivische Aberration», und als Mass wird ge-
withnlich die laterale oder longitudinale Aberration eines extremen
Strahles angewendet. Dass diese einzige Benennung nicht mehr ge-
niigen kann, seitdem wir die verschiedenen Faktoren kennen, welche
die allgemeine Form des Strahlenbiindels bestimmen, leuchtet ohne wei-
teres ein. Andererseits ist offenbar eine einheitliche Nomenclatur wiin-
schenswerth, In dieser Hinsicht scheint es mir vortheilhaft. fiir die
nicht symmetrischen Abweichungen einfach das Wort Asymmetrie, fiir
die svmmetrischen im Strahlenbiindel das Wort Aberration zu gebrau-
chen, betreffs der Fliche aber von Abflachung zu sprechen, wobei po-
sitives  Vorzeichen eine Abflachung des Fliichenelementes nach dem
Centrum, negatives aber eine Abflachung nach der Peripherie hin be-
deutet. Das Wort direlt beziehe ich auf die der beziiglichen Haupt-
kriitmmungslinie entsprechende Hauptkriimmung, fir die andere schlage
ich das Wort transversal vor. Nach diesem Schema brauchen wir
also  fitr ein astigmatisclhes Flichenelement folgende Bezeichnungen: Die
Differenz D, —- D,, driickt den Grad des Astigmatismus aus; von den
Ableitungen der Hauptkriimmungen messen die Werthe U7 beaw. W
die direkte bezw. transcersale  Krimmungsasymmelric, die Werthe o
bezw, 127 die direkte bezw. ransversale Abflachung lings der ersten
Kritmmungslinie, wiihrend die Werthe ¥ 7V 0" 22" die entsprechende
Bedeutung fiir die zweite Hauptkrimmungslinie haben; die Werthe
P und ¥ bezeichnen wir als erste bezw. zweile Diagonalasymmetiie
mit Hinsicht auf die Correlation dieser Werthe und der Griissen

F‘!D.r hezw D, v ichen Werthen  i= . :
—+  bezw. —— ., Von siimmtlichen Werthen ist our D,— D, der
45,05, 05,08,
reciproke Werth eines Linearmasses. Die Asymmetrienwerthe sind re-
ciproke Werthe von Flichenmassen, die Werthe der Abflachung sind
reciprok zu Kubikmassen.

Fiir das Strahlenbiindel haben wir lauter lineare Masse: E ist die
Brennstrecke, und es messen R bezw. — Etg &, die direkte bezw.
transversale Asypmmelrie, A" bezw, O die direkte bezw. transversale Aber-
rafion in der ersten Hauptrichtung, withrend R” Etg &, A" € die ent-

ik
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sprechende Bedeutung fiir die zweite Hauptrichtung haben, und B’
bezw. B die erstec bezw. ziceite Diagonalasymmetric des Strallenbimdels
messen,

Wenn wir also von A".... als Massen der Aberrationen eines
Strahlenbiindels sprechen und anderseits die longitudinale bezw, late-
rale Aberration eines gewissen Strahles erirtert haben, so folgen wir
nur der gebriiuchlichen Terminologie der ssphiirischen Aberrations.,
Man spricht ja von homocentrischen Strahlenbiindeln mit grosser oder
geringer, positiver oder negativer, Aberration, ebenso wie man die
longitudinale Aberration eines bestimmten Strahles misst, Was das
Zeichen betrifft, so bemerke man, dass positive Werthe von A"’ ete.
dem Begriffe der positiven »sphiirischen Aberration» entsprechen!

Bei der Diskussion der einzelnen Formen von Strahlenbiindeln
empfiehlt es sich, dieselben in drei Gruppen zu theilen, je nachdem
zwel, eine oder gar keine Symmetrieebene vorhanden ist.

fu der ersten Form, welche durch zwei Symmetrieebenen cha-
rakterisirt ist, gehoren die Strahlenbiindel, fiir welche simmtliche Asym-
metrienwerthe gleich Null sind, und welche also als symmetrische Strah-
lenbiindel bezeichnet werden kiinnen, Sie werden ausser durch die
Brennstrecke £ durch die Aberrationswerthe A4 0" 0" A" bestimmt, von
welchen jedoch wegen der allgemeinen Relation ¢° — €" = E nur drei
unabhiingig variren kinnen. Die Evolutenschalen haben je eine Kante,
die eine in der betrelfenden Symmetrieebene belegene. einfach ge-
kritmmte Linie darstellt, deren Tangente im betreffenden Fokalpunkte
senkrecht auf dem Hauptstrahl steht. 4’4" sind die Kriimmungshalb-
messer der Evoluten von den Kantlinien der durch den Hauptstrahl

S v e
5

gehenden a- bezw. #-Fliichen, — - bezw. —

P i

sind die Kriimmungen

der Kantlinien der Evoluten.
Die lateralen und longitudinalen Aberrationen eines Strahles sind

st gt plal _¢A”
S STV, =R {
Do 0 e ISR R X P gt
b=y — —ii" - "—2'— 'I':'-_'-' By — 9 = -ﬂ

Kova Acla Reg. Soe. Sc. Ups. Ser. 1L Lnpr. */xr 1900 8
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Die Doppellinien der Conoide von der allgemeinen Form

2

_!rf"-i- ng =

sind einfach gekriimmt und liegen in den betreffenden Symmetrieebe-
nen. Sie schneiden den Hauptstrahl in den Punkten

e w'd = - w' A"
= — —— bezw. {= [, — — =
; i ¢
und haben die Krilmmungen
I —a a'p. A7 — sl
el *.‘-.1-,- = hesw. —= = ‘-"-'C
dit BE & ek

Die beiderseits von Furchen markirten diinnsten Querschnitte
des durch ein solches Conoid begrenzten Strahlenbiindels bilden cylin-
drische Fliichen, welche den Hauptstrahl in den Punkten

2 [} 2 Ly
A b w* A
QZW,. [ = [, == ceman
S e Se

;=’:r_

senkrecht schneiden und dort die Kritmmungen

At A 4" dc 4 —4arh

e . hATO T s
dn* 4 K & e E?
sowie die Breiten
3 4 8 g
2E = W‘A bezw. 24 = wfl,
12 126ys

haben,
Aus den Normalengleichungen finden wir die Gleichung eines
Conoides in der Form:

- - w’ .{IF q’ ] 5
s =0 3 b — L — =75 -I—F {FA — ]l

A e
1= ftr—t— 5= + L 30— 2

woraus ersichtlich ist, dass die Querschnitte des Conoides nur in dem
el
7 aa T
linien des Conoides gerade sind. Diese Bedingung ist mit der Beding-
ung &’ b7 = 020" identisch, welche wiederum besagt, dass das

Falle Ellipsen bilden, dass & = ist, wobei auch die Doppel-



ALLGEMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHEN ABERBATIONEN ETC, 59

Strahlenbiindel unter seinen Wellenflachen eine besitzt, die eine voll-
stindige Berithrung vierter Ordnung mit dem Scheitelsegment einer
Fliche zweiten Grades hat. Die Bedingung 4’4" = 90°C” bedeutet
also, dass das Strahlenbiindel aus einer Schaar von Conoiden mit ge-
raden, senkrecht auf einander stehenden Doppellinien besteht. Da
R
AT BT
auch ' = " = 0 sein miisste, was unmiglich ist, so kiinnen sich solche
Conoide bei vorhandensein von zwei reellen Brennlinien nicht vorfin-
den. Es giebt also kein Strahlenbimdel, dessen Begrenzungsfliche cin sol-
ches Conoid, ein SturM'sches, bildef, Nur so viel bleibt in der Wirklich-
keit von dem geliiufigen Typus des Sturm’schen Conoides, dass die
Normalen einer Fliiche zweiten Grades, u. zw. eines Ellipsoides oder
eines elliptischen Paraboloides bezw. Hyperboloides eine Schaar von
Conoiden mit zwei geraden, auf einander senkrechten Doppellinien
bilden. Wenn man nimlich in einer solchen Fliache

aber, wenn 4’ = 4" = 0 ist, zur Erfiillung der Bedingung ¢ =

i h* i

welche ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid bezw. ein elliptisches

Hyperboloid darstellt, je nachdem # = 4+ 1 & =0 bezw. k = — 1 ist, ein
Conoid durch die Gleichung z = € bestimmt, so repriisentiren die Gleich-

ungen der Normale

i

e e A
n— Y i—[;‘;— ) =10

I;J‘Tlf — JFt' U}

zusammen mit der Ellipsengleichung zwischen & und y eine Ellipsen-
gleichung zwischen & und #, welche € und { als Parameter enthiilt;
und das durch die Linie z = € abgegrenzte Strahlenbiindel wird zwar
von dem entsprechenden Sturam’schen Conoide abgegrenzt, die Theile
in der Niihe der Fokalpunkte ausgenommen, welche die beziiglichen
Evoluten abgrenzen, aber die dem Sturm'schen Typus angehirenden
Brennlinien existiren nicht.
Da fiir eine Fliiche zweiten Grades im Scheitelpunkt

o 30"

iy T iy
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ist, so finden wir zur Bestimmung derjenigen Wellenfliiche eines durch
die Bedingung 4’4" = 90'C" charakterisirten Strahlenbiindels, welche
eine vollstiindige Beriihrung vierter Ordnung mit dem Secheitelsegment
einer Fliiche zweiten Grades hat,

Dy 8 (r
D, A

und die Schnittlinien der Conoide mit der Fliche bilden Ellipsen mit
der Excentricitiit der Dupix’schen Indicatrice,

In einem Strahlenbiindel, fiir welches diese Bedingung nicht er-
filllt ist, existiven, falls A’ und 3C" bezw. A" und 3¢ dasselbe Vor-
zeichen haben, zwei Schaaren von Conoiden, deren eine Doppellinie
werade ist, withrend die zweite die Krimmung

i L R T i el S i LN |
2 e harw, e e
dy® Do E & D B2

hat.

Die Aufgabe, eine Schaar von Conoiden zu finden, deren Dop-
pellinien gleich grosse Kriimmung mit entgegengesetzten Vorzeichen
haben, fiithrt zu der Gleichung

L ‘_l:ll 5 W ol Py
J'.'i + ﬂ:l{f- + i.-' J = ﬂ
F
Il " i S
welche, wenn ¢ = ¢ gesetzt wird, die Form
e
o '’ 3(82° 4+ 13”}
z 1 TPk T
D, “;.r D, ﬂn‘

annimmt, Falls die quadratische Gleichung einen reellen positiven Werth
fiir ¢ giebt, existirt also eine Wellenfliche des Strahlenbiindels, welche
eine vollstiindige Berithrung vierter Ordnung hat mit dem Scheitel-
punkte einer Fliche, deren Querschnitte Ellipsen darstellen, und die
Normalen bilden eine Schaar von Conoiden mit Doppellinien von gleich
grosser Kriimmung mit verschiedenem Vorzeichen.

Ist in einem Strahlenbiindel 4’ bezw. A" iiberall gleich Null,
so sind die Wellenfliichen, wie schon aus den Errterungen des vo-
rigen Capitels hervorgeht, Canalflichen. Wenn man hierbei ¢ verschie-
dene Werthe giebt, so erhilt man eine beliebige Kriimmung der einen
Doppellinie der Conocide, wiihrend die andere mit der Brennlinie des
Strahlenbiindels zusammenfiillt.
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Dass, wenn gleichseitig 4 und 4" im ganzen Strahlenbiindel
gleich Null sind, auch " oder €” verschwindet, so dass, wenn zwei
reelle  Brennlinien existiren, die eine immer gerade ist, die andere die

5 1 : 7
Kriitmmung ij—, haben muss, ist schon erwiihnt,

0

Die Strahlenbiindel dieser Form entstehen u, A. durch Brechung
von homocentrischem Lichte in eentrirten sphiirocylindrischen bezw.
torischen Brillengliisern.

Die Strahlenbiindel der zweiten Forme mit einer Symmetrieebene
oder Strahlenbiindel mil einfacher Asymmelrie entstehen am hiiufigsten
durch Brechung unter schiefer Incidenz in sphiivischen, cylindrischen
oder combinirten Gliisern, wenn die Brechungsebene einen Hauptnor-
malschnitt siimmtlicher brechenden Flichen darstellt. Bedingung ist
B = B” = 0 sowie entweder R’ = Etg &,= 0 lings der ganzen durch
den Hauptstrahl gehenden #z-Kliche oder R” = Etg 9, = 0 liings der
ganzen beziiglichen a-Fliiche. Wenn wir die letzte Alternative ins Auge
fassen und fiir die Eigenschaften der Evolute aufl das vorige Capitel
hinweisen, so haben wir nur hinzuzufiigen, dass der erste diinnste Quer-
schnitt bis auf unendlich kleine Grissen hiherer Ordnung als der drit-
ten durch einen Cylinder erhalten wird, dessen Achse parallel zur
X-Achse steht, und welcher die erste Conoiddoppellinie enthilt, die
zugleich die Furche des Strahlenbiindels bildet, Dieser Querschnitt
schneidet, wenn die Begrenzungsfliiche ein Conoid 2* L #* = o hildet,
den Hauptstrahl rechtwinkelig im Punkte

> w4’
GRS
hat die Dicke
w* R’
2
und die Kriimmung
e g
T

withrend die Projektion der Furche auf die XY-Ebene die Kriimmung
R '+ Eig 9,
=

hat, Der zweite diinnste Querschnitt, durch zwei Furchen reprisen-
tirt. entsteht durch Abschneiden des Strahlenbiindels mittels eines auf
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der XZ-Ebene senkrecht stehenden Cylinders, dessen Tangentialebene
im Schnittpunkte mit dem Hauptstrahl mit der X'Y-Ebene den Winkel
#,, bildet. Dieser Schnittpunkt ist

e
]
et
T
sy

die Dicke des Duerschnities
12
und die Krimmung
l‘u:-i*-.'_r',.,l_f‘l” —4 f:"}
e

Wenn im ganzen Strahlenbiudel 4” = €' = 0 ist, so existirt
eine gerade Brennlinie, und die Wellenfliichen sind Umdrehungsfliichen.
Solche Strahlenbiindel entstchen bei excentrischer Blende durch Bre-
chung in centricten, aus Umdrehungsflaichen bestehenden optischen
Systemen. wenn der leuchtende Punkt sich auf der optischen Achse
befindet.

Die Strahlenbiindel der dritten Form, welche keine Symmetrie-
ebene besitzen, und die wir als Strallenbiindel mit doppelter Asymmetrie
bezeichnen, entstehen im Auge bei Verwenden von sphirisch-eylindri-
schen Glisern, sobald die Blicklinie nicht in einem Hauptnormalschnitt
der brechenden Fliche liegt. Sie sind oben ausfiihrlich als allgemeine
Form der Strahlenbiindel beschrieben, Hier wollen wir nur betreffs
der diinnsten Querschnitte eines von einem Conoide n* 4 #* = o* be-
grenzten Strahlenbiindels folgendes recapituliren. Die Tangentialebe-
nen der die dinnsten Querschnitte bildenden Cylinderflichen sechneiden
den Hauptstrahl in den Punkten

ci o A w' A"
L e WY 1T Ty, L e e
< 6 Lt G
Die Dicken sind
w' B w* B
i M T T el
5— beaw. —

- -

die Kriimmungen

cos’y, (4" —3C7) ,  cos’y, (4" —3C
: N0 bezw, Hﬂ_jﬁ )
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Endlich finden wir fiir die Tangenten der Furchen in ihren Schnittpunkten
mit der XZ- bezw. Y Z-Ebene, dass ihre Projektionen auf die X'Y-
Ebene mit der Y- bezw. [X-Achse die Winkel

L wg F’g”’

w' B
bezw, arc tg ——
2E 2B

— BTGt

bilden. Der Specialfall, dass simmtliche Asymmetrienwerthe ausser
den Diagonalasymmetrien gleich Null sind, diirfte wohl in optischen
Systemen ebenso selten vorkommen, wie z. B. eine Parabel als Come-
tenbahn, muss aber hier beriicksichtigt werden, da solehe Strahlen-
biindel durch Brechung in bicylindrischen Glisern entstehen, sobald
die Achsen der Cylinderfliichen nicht senkrecht auf cinander stehen,
und da schon seit mehreren Jahren vorgeschlagen worden ist, gewisse
Fillle von Astigmatismus durch solche schief-bicylindrische Combina-
tionen zu corrigiven. Da sich diese Strahlenbiindel von den symme-
trischen nur durch die Werthe B und B” unterscheiden, so gilt be-
treffs der Aberrationswerthe das iiber diese gesagte. Es ist nur zu
bemerken, dass die Evolutenkanten zwar in den Fokalpunkten durch
die betreffenden Coordinatenebenen hindurchtreten. indem ihre oscu-
lirenden Ebenen mit diesen zusammenfallen, aber nicht ohne Torsion
sind, Die beiden Furchen, welehe einen diinnsten Querschnltt bilden,
liegen nicht in einer und derselben cylindrischen Fliche, da ihre Nei-

- i S |1 8 dr aB" .
¥ die XY-Ebene 25 — = %2 pezw. Y5 — 4+ 2= gind,und
cungen gegen die ene o 5 CZW T + i sind, unc

der diinnste Querschnitt folglich eine windschiefe Fliche darstellt, Aus-
serdem sind die Neigungen der Furchen gegen die Y Z- bezw X Z-Ebene

d& w'B’ il w' B
el L B et T W T F el e e S
dny 1K Sl dé 1K

Ausdriicke, welche die Benennung diagonale Asymmetrie gewisser-
massen zu rechtfertigen scheinen.




3. Die Kreispunkte der Flachen.

Die Kreispunkte, aligemein durch die Beziehung D, — D, =0
und im Coordinatensystem p = ¢ =% =10 durch die Gleichung =1
charakterisirt, gehiren mit in das dunkelste Gebiet der Fliichentheorie.
In den gewihnlichen Handbiichern z B. Kxosraven', Braxenr® wird
ihmen sorgfiiltig aus dem Wege gegangen, und die neueren Arbeiten
iiher die durch eine Differentinlgleichung bestimmten Curven wenden
sich anderen Curvensystemen als den Kriimmungslinien zu®. Nur bei
Darsovx* findet man fiir den Fall, wo siimmtliche Differentialquotienten
dritter Ordnung der Fliichengleichung von Null verschieden sind, die
Aufgabe gelist, die Zahl und Richtung der wirklich in sie eintretenden
Kriimmungslinien zu finden, Andererseits findet sich bei Pricarp® eine
Angabe, nach welcher die Flichennormale im Kreispunkt einer Schaar
von abwickelbaren Fliichen angehiven sollte, die nach jeder Richtung
die Fliiche senkrecht schnitten, nach welcher mithin Kriimmungslinien
auf der Fliche von allen Seiten hin in den Kreispunkt eintreten miissten.

Die Ursache, dass diese Ansicht, ungeachtet der citirten Aus-
fithrung von Damrpoux, wohl noch als allgemein herrschend angesehen
werden muss, mag einestheils darin liegen, dass man die Kriilmmungs-
linien als die Linien, deren Tangenten mit den Haupttangenten der
Fliiche zusammenfallen, definirt und, da diese im Kreispunkt unbestimmt
sind, daraus gefolgert hat, dass Kriitmmungslinien von allen Richtungen
her in den Kreispunkt eintreten miissten. Andererseits mag man auch,
an der FEigenschaft der Kriimmungslinien, von geoditischer Torsion

1 Jomaxxes Kwopiavcn, Einleitung in die allgemeine Theorie der krommen Flichen,
Leipzig 1858,

® Liewer Biascar, Leziont di Geomelria differenziale, Pisa 1304,

® Vergl. z. B. die sochen erschienene Abbandlung von 1. Bexpixsox, Sur les courbes
difinies par des équalions dill érentielles, Acta Math. T. 24.

i Théorie des Surlfaces, T. I 8. 357 —359.

® Traité danalyse, T. II1 5. 225.
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frei zu sein., festhaltend, aus dem Umstande, dass alle durch einen
Kreispunkt hindurchtretenden Linien in diesem ohne geodiitische Tor-
sion sind — wie e¢s aus dem S, 1) gegebenen Ausdruck fiir die Torsion
einer geoditischen Linie hervorgeht — den Schluss gezogen haben,
dass alle durch einen Kreispunkt gehenden Linien auf einer Fliiche in
diesem mit Kriimmungslinien zusammenfallen. ohne zu untersuchen, ob
diese Abwesenheit von geodiitischer Torsion eine constante Figenschalft
einer in beliebiger Richtung durch den Kreispunkt gehenden Linie ist,
oder ob sie nur einen Uebergang von negativer zu positiver Torsion
oder vice versa bedeutet.

Um diese Fehlerquellen zu umgehen miissen wir die Kriim-
mungslinien entweder als Linien, welche diberall frei von geoddtischer
Torsion sind, oder als Linten, lings welchen die Fldchennormalen abwickel-
bare Flichen darstellen, definirven. Beide Definitionen fithren identisch
zum gleichen Ziel. Erstere besagt, dass in einem gegebenen Punkte
sowohl der Ausdruck fiir die geoditische Torsion der Linie wie dessen
Ableitungen gleich Null sein miissen, letztere, dass der kleinste Abstand
zwischen den Fliichennormalen in zwei einander unendlich nahe liegen-
den Punkten ein unendlich kleines dritter Ordnung oder, falls die Evo-
lute im Beziiglichen Punkte eine Spitze hat, ein unendlich kleines der
vierten Ordnung sein muss.

Wenn wir in den allgemeinen Ausdruck fiir die Torsion einer
doppelt gekriimmten Linie — # als unabhiingige Variabele betrachtet

dx[ri""sd“y — dtzdy) Rl
(el = — dzd'y)* & [Py da® 4 (dz)da

den aus der allgemeinen Gleichung einer geodiitischen Linie
Mdydiz — dz@y) — qdxd’z — dediy = 0

ermittelten Werth fiir ¢*y sowie den durch Differentiation dieser Glei-
chung gefundenen Werth fiir @y einsetzen, so ergiebt sich als allge-
meiner Ausdruck fiir die geodiitische Torsion einer Linie auf einer Fliche:

f..j.'l'= h

o
b =dqg(dx 4 pdz) —dp(dy 4+ qdz)
a=(14+p+q)((1 + p)dat 4 2pgdazdy + (1 + ¢) dy’) .

Nova Actla BReg. Soc. Sc. Ups. Ser. [IL Impr. *xi 1K,
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Die Identitiit «T'=b ergiebt auf den ersten Blick, da a niemals gleich
Null werden kann, dass die Bedingung 7= d7 = T = ... = 0 mit der
Bedingung b = db = #b =..... =0 identisch ist. Nun ist zwar die mit
der bekannten Differentialgleichung der Hauptkriimmungslinien identi-
sche Bedingung b = 0 im Kreispunkte fiir jeden beliebigen Werth von
dy

- erfiillt, aber schon die erste Ableitung ergiebt fiir p = g =s=10
f

Fgde 4 dqdx— Ppdy— dpdiy =10

oder fiir » —f=1, wenn x unabbiingige Variabele ist, wobei das in
«*q enthaltene Glied td"y nicht zu vergessen ist:

pda® — (4 — 2w)da*dy 4 (i — 20)dedy’ —wdy® =0 .

Die Wurzeln dieser cubischen Gleichung, von denen wenigstens
eine reell sein muss, geben also die Tangenten der in den Kreispunkt
cintretenden Kriimmungslinien an. Da sie, [iir dy =0, auch » =0
wiebt, so ist sie identisch mit der Gleichung fiir die Transformation des
Coordinatensystems, welche » verschwinden lisst.

Die zweite Ableitung ergiebt auf dieselbe Weise,

dqdx + 28 qd?x 4 dgd®x — Ppdy —2Epdy — dpdPy =0
oder fiir r —t =0, x als unabhiingige Variabele betrachtet:
et — (@ — 33")dr dy + 8 (3" — ") da*dy’ + (3™ — S%)dzdy® —
— 3%y — Py l2u — Bw)d® + (Tv — Jw)dedy 4+ bwdy) =0

wodurch wir fiir den allgemeinen Fall, wo nicht simmtliche Differen-
tialquotienten dritter Ordnung in der Flichengleichung verschwinden,
die geodiitische Krimmung der Kriimmungslinien erhalten, im entge-
gengesetzten Falle aber eine Gleichung vierten Grades fiir die Orien-
tirung der in den Kreispunkt eintretenden Kriimmungslinien bekommen,
eine Gleichung, die mit derjenigen fiir Transformation des Coordinaten-
systemes in der Weise, dass 3" =0 wird, identisch ist, und welche als
solche, wie sogleich gezeigt werden soll, immer wenigstens zwei ver-
schiedene reelle Wurzeln hat. Um die geodiitische Kriimmung fiir
diesen Fall zu finden, miissen wir noch eine Ableitung machen, wobei
sich fir 3" = 0 nach Einsetzen von dy = 0 aus der Gleichung

dgdx + 3Pzdpd®q —3dlpdy — dpd'y = 0
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in welcher

VE et 3(0% — 202 — ) daP diy = 0 .

Da der Fall #*f= 0 ausgeschlossen ist, so erhellt hieraus weiter,
dass, wenn simmtliche Differentialquotienten auch der vierten Ordnung
in der Flichengleichung verschwinden, liings jeder Tangente des Kreis-
punktes eine Hauptkritmmungslinie ohne unendlich grosse geodiitische
Kriimmung in den Kreispunkt eintritt.

Wir formuliren die Resultate auf folgende Weise, indem wir die
Tangenten der in einen Kreispunkt eintretenden Kriimmungslinien als
Haupttangenten des Kreispunkis bezeichnen:

In dem Kreispunkte sind dicjenigen Fldchenlangenten, welche in den
Coordinatensystemen p =g =v =0 mit der X-Achse zusammenfullen, Haupt-
tangenten, wnd die geoditische Kriammung einer Krimvnungslinie wivd durel
den Werth des Ausdinckes 5z “—ﬂ = im beziiglichen Coordinatensystem p =

el — ) L
g =v =10 angegeben. Wenn sdnunitliche Differentialquoticnten dritfer Ord-
nung in der Flichengleichung gleich Null sind, so sind digjenigen Flichen-
tangenten, welche in den Coordinatensystemen p=q=23" =0 mit der X-
Achse zusaminenfallen, Haupttangenten, wund die geoddtische Krinanung einer

0%z

Doy
30" — 2% — 1)
i jeweiligen' Coordinatensystem p = q ="' =0 angegeben.  Wenn sdmint-
liche Differentialguotienten nicht nur diitter, sondern auch vierler Ordnungy
in der Flichengleichung verschicinden, so trefen Krinunungslinien von allen
Richtungen her ohne unendlich grosse geoditische Krivnung in den Kreis-
punkl ein .

Wenn wir in der Flichengleichung z nach Potenzen von x und
i entwickeln, dann

Kritmmungslinic wird durch den Werth des Ausdruckes

! Die Fille, in welchen der Ausdruck fiir die geoditische Kriimmung einer Haupt-

et HEIE i} . i R e
kriimmungslinie die Form zo oder 5 anniml, werden wir spiler besonders beriicksichtigen,
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— __5 s ' J J'J: ."-iiI'l n‘.}‘
y=E§sin & 4y cos &

setzen, was einer Drehung des Coordinatensystemes um einen jWinkel
¢ von der Richtung positiver = nach der Richtung positiver y um die
Z=Achse herum entspricht, so erhalten wir:

nH-?: 5 5 4 i 9 21 wh i L] . » e '34 L a3

B = W COS "3 4 30 ¢05 “Y sin $ 4 3w oS  Sin 2 4w sin G
LLE-]

""j,;— = v ¢os 9 — (1 — 2w) cos *y sin & + (w — 2¢) cos & sin 2y — w sin *y
d="dun

"!:jl- " o " '3 + ] "
L = w c08 %% 4 (e — 20) cos 29 sin & 4 (# — 2uw) cos & sin *9 4 v sin 2y

asan”

st a . 6 : o :
= = = weos®y — 3weos*ysin g 4+ v cos ¢sin *9 — usindy
LI h-‘

e

: 5 = " cos 'y 1 4% cos 32 sin 9 4 6% cos * sin %y 4
&

+ 43" cos & sin *9 4 3™ sin 'y

-]" : ' A A 5 . i @ 5 . f
:3:'53";;_ = 3" cos *9 — (3% — 39%) cos "y sin ¥ 4 33" — 0% cos 29 sin 29 4+
LU |
+ (" — 38%%) cos ¥ sin "9 — 319 sin *y
il R . ol , :
h!tr >y - 0% cos *o 4+ 2(0'7 —2¥') cos "9 siny 4 (017 — 40% 4 2™) cos *9 sin®y 4
ds

+ 2(3% — 2'9) cos 9 sin %9 4 3% sin *o

o
13;.5 5 = 07 cos *9 4 (3" — 32%) cos *9 sin ¢ 4 3(2”" — ") cos *9 sin 2y —
Th= F," .

— (% — 32®) cos & sin ®% — 3! sin *9

iy

I'}-i

= = % cos Y9 — 42" cos %9 sin 9 4 632 cos 29 sin 29 —
i

=]

—49% cos 9 s5in %9 4 ¥ sinty .

Da aus diesen, weiter unten ausgiebiger zu verwendenden Aus-
dritcken unmittelbar die ldentititen
i e 4L _,y o
T Aoy dy aE &%y
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hervorgehen, so kiinnen wir, indem wir mit ¢ und ds Kiiimmungshalb=
messer und  Bogenelement eines  Normalenschniftes bezeichnen, und die
Identitiiten

iﬁ__'_n! 1 o G 1+3
aF dsop ' def p " @°

beachten, folgenden Satz aussprechen:
Walrend im allgemeinen Flichenpunkie die Orientivung der Haupi-

tangenten durch dic Bedingung ;Tj 0 bestimmt wird, so gill im Kreis-

punkte, wo fiir alle Werthe von & dg = 0 ist, die Bedingunyg @ de
d e A e

= 0

4
oder, wenn fiir alle Werthe von & {.I:_f, = U ist, die Bedinguig T"r_ %9 =0,
( P

. o : g
iVenn dabei J:: fiir alle Werthe von & ecinen conslanten endlichen Werth
.

hat, so sind alle Tangenten des Kreispunkies Haupllangonten, wilwend, wenn
d il T e
fitr wlle Werthe von & “@ _ 0 und _:’"(: =0 ist — wobei eine vollstindige
Ls s }

Berithrung vierter Ordnung it einer Sphire bestelt, die Orientirung der
Hauptlangenten von einer (Heichung  fiinflen oder hiheren Grades ange-
geben wird.

Es hat néimlich, bei ii'i =0, pr fir alle Werthe von & einen
£ L
endlichen constanten Werth, nur wenn 3 = 3 = 0 und a* = a" = 3=,
dabei aber 3® Z 37* ist, wobei der eben angefithrte Beweis fiir den Fall,
dass stimmtliche Differentialquotienten vierter Ordnung in der Fliichen-
gleichung verschwinden, unveriindert giiltig ist. Ist aber dabei 3 = 35,
s0 ergiebt die Gleichung

d'gdx 4 3PzdpdPg — 3L ply — dpd'y =0

dass die Haupttangenten mit der JX-Achse in denjenigen Coordinaten-
]
2
systemen zusammenfallen, in welchen _"ﬁtl'_ﬂ}' =0 ist.
LHEY PR |

Daraus, dass _gg_" bei & = a den urspriinglichen Werth wieder
bekommt, erhellt es unmittelbar, dass wenigstens ein Maximum und

L

ein Minimum wvon :_; als Funktion von & existiren muss — den eben
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besprochenen Fall 3" =3" =0 bei 3" =" = 30" ausgenommen — d. h,

dass die Gleichung vierten Grades 1; =0 immer wenigstens zwei
. 280y

reelle Wurzeln besitzt.

Wenn wir die Kriimmungslinien einer Fliiche als ihre Schnitt-
linien mit den abwickelbaren Normalfliichen betrachten, so ist die Be-
dingung dafiir, dass eine Haupttangente im Coordinatensystem p=g=s=0
mit der X-Achse zusammenfalle, die, dass in den Nermalengleichungen

§=x —p(t—2 =y —q(E—=

fiir irgend einen bestimmten Werth von € bei dy =0 gleichzeitig d§=0
und dy=dy=0 bezw.., wenn #=0 ist, ausserdem *y =0 gefunden
wird. Wir haben allgemein:

di=dz{l —Lr) dy=10

d*q

i =d*y (1 — 5Y) —Lvda?
d'y=dy(l - L) — L™ da’ 4 Swdzd'y)

Fiir die die X-Achse berithrende Hauptkriimmungslinie ist

by = ) n-lt_ o r-””?.?'rf” T — _ﬂ o Eﬂ_—:‘hf_ d;t.‘ff!!j
i = g r—f '

und folglich bei = L _ Const.

=

5
9 2 P
2u g Zh

il 1 S tiny o s
P o, I,

welche Beziehung, da sie in keiner Weise von der Grisse der Diffe-
renz » — ¢ abhiingt, fiir eine abwickelbare Normalfliche allgemeingiltig
sein muss und folglich auch in einem Kreispunkte fiir jede abwickel-
bare Normalfliiche gilt. welehe die Kreispunktsnormale enthilt,

1
t
Werthe von o'y, dass in den Coordinatensystem p = ¢ = v = 0 eine
Haupttangente mit der JX-Achse zusammenfillt, und aus dem Werthe
von «*7, dass, wenn siimmtliche Dilferentialquotienten dritter Ordnung
in der Flichengleichung verschwinden, und mithin die Orientirung der
Haupttangenten durch die Gleichung *y = 0 nicht gegeben wird, in

: ¥y, : g 1 :
Fiir einen Kreispunkt ergiebt sich, da == = = ist, aus dem
T
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den Coordinatensystemen p — g = 3" = (0 die X-Achse eine Haupttan-
gente darstellt. Ist aber die Ovientirung der Haupttangenten durch die
Gleichung &y = 0 bestimmt, so geben die zwei Werthe von o'y, zu-
sammengestellt, die geoditische Kriimmung der Hauptkriimmungslinie
iibereinstimmend mit dem schon gefundenen Werthe,

Eine abwickelbare Normaliliche besitzt zwei Berithrungslinien
mit der Kriimmungsmittelpunktsfliche, wovon die eine, die Kantlinie
jener, eine geoditische Linie dieser darstellt, wiihrend sich die beiden
Flichen lings der anderen einfach berithren. Im allgemeinen Falle
sind diese Linien villig getrennt und gehiren ganz je einer Schale der
Kriimmungsmittelpunktstliiche an. Wenn aber eine abwickelbare Nor-
malfliiche durch einen Kreispunkt hindurchgeht, wobei sich die beiden
Beriihrungslinien mit der Kriimmungsmittelpunktsfliiche im betreffenden
Kriimmungsmittelpunkt treffen miissen, so ist es nicht von vornherein
bestimmi, ob die Kantlinie nach beiden Seiten von diesem Krilmmungs-
mittelpunkte einer und derselben Evolutenschale angehirt. Wenn wir
demnach, da im Kreispunkie das im allgemeinen Falle gebrauchte
Coordinatensystem s,8,, unanwendbar ist, die Kantlinie der abwickel-
baren Normalfliche als ihre s-Linie und ihre zweite Beriihrungslinie
mit der Evolute als ihre {-Linie bezeichnen, so haben wir damit nichts
iiber die Bezichungen der beiden Evolutenschalen zu einander ausge-
sprochen. Die Kreispunktsnormale ausgenommen, geht jede Normale
der abwickelbaren Fliiche durch zwei Kriimmungsmittelpunkte, ent-
sprechend den zwei Hauptkriimmungen der Fliche im betreffenden
Punkte. Locus dieser Kriimmungsmittelpunkte ist die s-Linie bezw,
f-Linie der abwickelbaren Normalfliiche, und die entsprechenden Kriim-
mungen bezeichnen wir mit D, bezw. [).

In einwandsfreier Weise finden wir die geometrischen Eigenschal-
ten der erwiithnten Linien durch Untersuchung der Bedingungen, unter
welchen sich zwei Normalen im Kreispunkisfliichenelement schneiden.

Durch Elimination von £ aus den beiden S. 41 angefiihrten Be-
dingungsgleichungen dafiir, dass sich die Normalen in den Punkten
«,y, und ,y, schneiden, ergiebt sich:

(@ — @)@, — 20+ 2,2, — Ppn) = Py — Pl ¥y — Yo + U2 — G )

und nach dreimaliger Differentiation filr p=g=x=y=10



i2 A. GULLSTRAND,
(dq, — &’ q,)(dx, — dz,) + (dq, — dg) (@ =z, — &' &) =
= (*p, — @p, ) (dy, — dy,) + (dp, — dp,)(d"y, — Iy,
di b, hir #=1¢
(dx, — dx,)|v(dz, — dz,}) + 2w(dx,dy, — dz,dy,,) +w(dy, — dy,’)] =
= (dy, — dy, ) uldx} — dz,’) + 2v(dx,dy, — dx,,dy,,) + widy,® = dy, )} .
Unter Beriicksichtigung der Identitiit
2(dz,dy, — dx,dy,,) = (dy, + dy, ) (dz, — dz,) + (dy, — dy,)(dz, + dz,)
kann diese Gleichung durch Einsetzen wvon

Ay, —ay,, _ . Ay, + Ay, _
"-FJ':; iE rf,r." r'r’.r, - ﬂr.‘ir.'”

leicht in die Form

v+ wfa 4 b) 4 wab=ua + vala & b) + watb
gebracht werden und giebt, sowohl unter der Bedingung a=05b=1tg &
wie unter der Bedingung — e tg &, die Gleichung fir die Orien-

1]
tirung der Haupttangenten:

w iz %? — (w—2v) tg ' 4 (u 2wtz I —u=0.

Von diesen beiden Bedingungen entspricht, bei Zusammenfallen
der Punkte x,, und wx,y,,. erstere den s-Linien, letztere den ¢-Linien
der die Kreispunkisnormale enthaltenden abwickelbaren Normalfliichen.

Hierdurch ist der stricte Beweis geliefert worden, dass im allge-
meinen Falle nicht nur die s-Linie. sondern auch die {-Linie durch den
Kriimmungsmittelpunkt des Kreispunktes geht. Fiir den Fall, dass die
Differentialquotienten dritter Ordnung in der Flichengleichung gleich
Null sind, folgt letzteres von selhst. da im Kreispunkte bei £ = ; =.If
aus den Normalengleichungen d*& =*5 =0 erhalten wird, der kiirzeste
Abstand zwischen den Normalen in zwei Punkten auf unendlich kleine
Entfernung also allgemein ein Unendlichkleines dritter Ordnung darstellt.

Fir tg & =0, d, h. fir ein Coordinatensystem p=g=v=0 bezw.
p=q=23"=0, finden wir die s-Linie der von der XZ-Ebene beriihrten
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abwickelbaren Normalfliche durch Einsetzen von dy, =dy,, =0 und die
{-Linie durch Einsetzen von dy, + dy,, =dx, — dxz,, =0 in die beziigli-
chen Normalengleichungen.

Um mit der s-Linie anzufangen, haben wir die (:rll.*lchunfr

Py —Pn) =T, — Tyt P2, — P2y,
dreimal zu differentiiven, dann dy, = dy,, =0 zu setzen, wodurch sich

: 7
e =—3 7 (d, + da,,)

-

e —dr -ar" A
= — o T (da) + dx,dxy, 4 d7°,,) + — (dz, + dx,,)f
31 2"
ergiebt, welche Ausdriicke, nachdem di, = dx, = dx gesetzt worden ist,

in die aus den beiden Normalengleichungen

=z —p(E—2) =y —qls—=z)

abgeleiteten Werthe fiir § und % eingefiihrt werden. Die auf diese
Weise gefundenen Werthe

i r
s = ¥ da
p

L e e e R T T
ol 3=£('}'~'h*h = )r."a.
und die oben angegebenen fiir df und *C sind identisch mit den fiir
das allgemeine Fliichenelement geltenden. Sie kinnen auch aus der
Gleichung ¢,y =¢ wie bei der Herleitung der Kigenschaften der allge-
meinen Evolute deducirt werden und geben durch Zusammenstellung
der beiden Werthe:
d ), ; d*l, 40

s ff-.ﬁ!z T =
Andererseits finden wir, da
dq =0 d*q = td®y P q = ¥'dx® + Bwded*y + td®y
sind:
@y = Py — Ld®q — 3did*g = — — d’t, e ot S y — ) dxdty
welcher Ausdruck wieder unter Benutzung des mehrmals angefiihrten

Werthes der geodiitischen Kriimmung der Hauptkriimmungslinie die aus
Nova Acla Reg. Soc. Se. Ups. Ser. I Impr. % 1900 10
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den im ersten Capitel angegebenen Werthen fiir Torsion und Kriim-
mung der Kantlinie einer abwickelbaren Normalfliiche leicht herzulei-
tende allgemeingiltige Beziehung

d*n = ® dxd®y
-
zu Tage treten lisst.

Fiir die #-Linie haben wir Jd¢ und 4*C unter den Bedingungen
dy, 4 dy,, =0 und dx,=dz, = dz aus der Gleichung

':{ft'.r = El"w‘]’ =l —Yp 4 %5 — ducy

zu ermitteln, dann dy, = dy,, = 0 zu setzen, und finden:

! SE e
dt=Baz et (C=NEg G — B @y
r y* 3,
41
rf”q:{'l tf:*;i:__n _da?

o 40 ' oo b ) i
e P T s L ) ffxi+?dmd’y

r i
aus welchen Werthen wir ebenfalls die Identitiiten

.{_I!r.ii = fiﬂ)r = ¥ _ y3 s
ds ds? 2u— 3w
constatiren kinnen,
Wenn wir nun allgemein fiir ein Coordinatensystem p = g =v=10
hezw. p = ¢ = 3*' = 0 die Bezeichnungen gebrauchen:

2 2
rlﬂ,. L d D, W _ri'. P & d j’)

- - — 2
s s ds? ds?

in welchen ds das Bogenelement der die X-Achse tangirenden Kriim-
mungslinie ist, so gelten also fiir diese Linie die Ausdriicke

aﬂ-l.

U=u W=1w & = 30— 3sF £ =3%— 3+2u—3w

Bei Vergleich mit den entsprechenden Ausdriicken fiir einen allgemei-
nen Fliichenpunkt findet man unter Beriicksichtigung, dass das in £2"
"™ in der Form w @'y in der Rechnung erscheint,
r— LF

enthaltene Glied -
eine vollkommene Uebereinstimmung,




-
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Die Kriimmungslinien, welche schon in unendlicher Niihe eines
Kreispunkts eine bekannte s-Linie orthogonal schneiden, nennen wir
die ¢-Linien und bezeichnen ihren geodiitischen Kriimmungshalbmesser
mit K,. Im Kreispunkt selbst ist £,, wie aus dem fiir den allgemei-

" : 1 w
nen Flichenpunkt geltenden Werthe . i hervorgeht, gleich

" L=
Null.  Aus der allgemeinen Gleichung

'{_{Rﬁ— _,["‘ 2 d 1 “) '--”;r} Q" ”’,(U"' Hr-
ds, dE R we e

finden wir, nachdem die geometrische Bedeutung der fraglichen Gris-
sen auch fiir den Kreispunkt sichergestellt worden ist,

dR, W-=-U w—u

da o BT ap

wobei der letzte Ausdruck fiir das entsprechende Coordinatensystem
p=qg=v=0 gilt. Fiir den Fall w =0 gilt dieser Ausdruck nicht, son-
dern wir finden aus der ldentitii

Bde W

TR =T

welche entlang einer s-Linie bis in den Kreispunkt hinein gelten muss,

durch Differentiation von Ziihler und Nenner nach ds den Limeswerth
| o, 0
R

Im Falle w=wZ 0 ergiebt sich .‘ififf — 0, und durch Differentia-
-
dR, .
s,

AR, L . b
dss -~ W

tion des allgemeinen Ausdruckes fiir

Fir den Fall, dass gleichzeitig # und w verschwinden, £2 aber
von Null verschieden und mithin Lim. £, =0 ist, nimmt der allgemeine

Ausdruck fir @{f, bei D, — D, =0, die Form E an und giebt durch
Differentiation von Ziihler und Nenner nach ds

s,
B (U-WQ_(D.—D)dR _W(&_9) _(U_W2_0_o
ds W02 20
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Wenn wir das Bogenelement einer {-Linie auf der Fliche mit
df bezeichnen, so finden wir auf dieselbe Weise aus dem allgemeinen
Ausdrucke

dR,,

.-.F.-;H

R 5

fiir den Kreispunkt:
dli, ‘2w
dé = w
Obschon also im Kreispunkte selber weder £, noch df existirt,
finden wir durch diesen Limeswerth die geometrische Bedeutung von
we fiir die Asymmetrie der in unendlich kleiner Entfernung verlaufen-
den f-Linien in Bezug auf die s-Linie.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wol-
len wir die verschiedenen Typen der s- und f/-Li-
nien einer die Kreispunktsnormale enthaltenden
abwickelbaren Normalfliiche mit Hilfe einiger geo-
metrischen Figuren kurz skizziren. In der Fig.
I ist der Fall u > 2w > O dargestellt. 0O ist der
Kreispunkt, F sein Kriimmungsmittelpunkt, 4C .
und B die Normalen in den Punkten 4 und B,
welehe in € und P die s-Linie O FD tangiren und
in E bezw, & die {-Linie EFG schneiden. Die
Kriimmungen dieser Linien sind nach den schon
angegebenen Formeln
| g | r*(u — 2w)

=03
— = — DREW, — =
R i i Wk

die Kriimmungsdifferenz mithin
1 L (I ts)*
By A "
Wiihrend nun die Tangente der s-Linie mit der Flichennormale

identisch ist, so ist die Tangente der f-Linie Polare der entsprechen-
den {-Linie auf der Fliche. Die im Punkte E errichtete Tangente der
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Linie EFG schneidet also die im Punkte 4 gelegte Tangentialebene
der Fliiche im geodiitischen Kriimmungsmittelpunkte der die Kriim-
mungslinie A0B im Punkte A orthogonal schneidenden Kriimmungs-
linie. Da die entsprechende Polare, die wir kurz -Polare des Punk-
tes .4 nennen, bei diesem Typus in der Richtung OB die Fliiche schnei-
det, so ist i = =1,
; s

Fiir den Fall u=2w hat die Linie EF& im Punkte ¥ einen In-

flexionspunkt, indem fiir die (-Linie

dFFE=1

B E= hf-.'ch!;.l 3.02) o

gefunden wird, Je nachdem & — 312Z0 ist, schneiden also die {~Po-

laren sowohl des Punktes 4 wie des Punktes 5 das Stiick OB bezw.

il i . =

I_a_,_+ I geht im Kreispunkie unter
(s

Wechsel des Vorzeichens durch Null hindurch. In Uebereinstimmung

hiermit finden wir fiir den Kreispunkt durch Differentiation des Aus-

das Stiick 04, und die Grisse

druckes fiir E'r.f” allgemein

{ ﬂ',.
#R_QU-W) -0 QU_W)_ QQ2U_ W)_ W)

T e e W

d. h. fiir den Fall = 2w
@R, 32—

dst W

Ist 20 > u>w>0, so verliuft die Linie EFG zwischen der
Linie CFD und der Normale OF, wobei fortwithrend ¢ zwischen A
und E belegen ist. Die /~Polare des Punktes A trifft dann das Stiick
d R, S
ds

Fiir den Fall «—w besteht eine Berithrung dritter Ordnung zwi-
schen den Linien CFD und EF(, indem fiir beide Linien durch Fin-
setzen der oben gefundenen Werthe

¢*§_D° By _ 1 a
gty — 7 dé® ud

(A, und es ist mithin 0 >




T8

"

A
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d1§= }“ﬁg 9 d't d'f dzx) ([LL)'; =2

dt® ~ da® ™~ " da® dxt di) \dt
ﬂd r a T
e t-':-s lﬂq’_ 30 '

erhalten wird.

Wenn wir weiter « > u > 0 haben, so
ist wieder die Krimmung der {-Linie kleiner
als die der s-Linie, aber stets positiv, und £
liegt, wie es die Fig, 2 zeigt, zwischen 4
und . so dass die -Polare des Punltes 4
jenseits A liegen muss, und 5;‘!-:‘}-' > 0 gefun-
den wird,

Letzteres ist, wie Fig. 8 zeigit, auch
bei # > 0 = w der Fall, wobei die {-Linie
entgegengesetzte Kriilmmung gegen die s-Li-
nie aufweist.

Der Fall w = 0, welcher den Uebergang
zwischen den durch die Figg. 1 und 3 ver-
anschaulichten Typen darstellt, unterscheidet
sich von den iibrigen dadurch, dass die Li-
meslage der [-Polare im Kreispunkte nicht dureh
die Normale repriisentirt wird. Im Gegentheil
ergiebt sich fiir die Limespolare Fig. 4

gt _0_di &£
dE_ 0 dé DU

in Uebereinstimmung mit dem schon gefun-

denen Werth von Lim % Dies ist in der
]

That die geometrische Bedeutung dieses Li-
meswerthes in den Filllen, wo die Linie A0B
in O von einer Kriimmungslinie orthogonal ge-
schnitten wird, welche nicht demselben System
angehirt, wie die dieselbe Linie in anderen
Punkten schneidenden Kriimmungslinien, und
welche demnach eine nach den gewdihnlichen
Regeln zu ermittelnde, vom {raglichen Li-
meswerthe abweichende geoditische Kriim-
mung haben kann.
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Ist u=0, wie es die Fig. 5 darstellt, 3
L)

0 P + T ? &
s0 hat die (-Linie die Kriimmung = und die
Hr

s-Linie eine Spitze, fiir welche dieselben Wer-
the gelten, wie fiir das allgemeine Flichene-
lement. Wenn dabei auch = ist, mithin
fiir beide Linien sowohl d{ wie &*§ gleich
Null werden, so hat auch die {-Linie eine
fihnliche Spitze. Fiir die beiden Spitzen fin-
den wir nun folgende Werthe:

s=Linie {-Linie
|.:| L1
PE = 24 ds® dPE = - P30 d s
1 ¥
r
o A P o L P
)* 7

Die entsprechenden semicubischen Pa-
rabeln sind:

DbE— _8DE — gf?
0308 = _ 2DA(P— 30)'E — o)’

Die Kriimmungshalbmesser der Evoluten
dieser Spitzen ergeben sich am bequemsten
durch Differentiation dieser Gleichungen. Bei
Beachtung der Richtung, in weleher wir cine
Kritmmung positiv rechnen, finden wir:

&b 4 028
i * pie—30p

Der Unterschied dieser Kriitmmungs

halbmesser
(b — 2)(d —412)
DHP — 302)°

besagt, dass die Spitzen bei & =42 bis auf
unendlich kleinen Grisssen hiherer Ordnung
als der dritten tibereinstimmen, und dass die
f-Linie innerhalb der s-Linie liegt, wenn
402z 420 ist.
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2 Von den verschiedenen Typen des
,_.:,/"__ 4 Verlaufs der beiden Linien zeigt die Fig. 6 den
\ Fall 302 = & =12 = 0, wobei die /-Polare
i des Punkts 4 das Stiick OA trifft, mithin

N )
\ 0>%%~ _1ist. In der Fig. 7, welche den

il %
Fall 4 = 4£2 = 0 reprisentirt, trifft die frag-
liche Polare die Verlingerung des Stiickes
{-hr_{’ - 1. Wenn
s
& 4 L2 isi, fallen die entgegengesetzten Schen-
kel der beiden Linien zusammen, und wenn
402 = b = 312 ist, verliuft das Stiick EF zwi-
schen DF und 0F. Erst wenn &= 312 ist,
fallen EF und F& bis auf unendlich kleine
e g Grissen vierter Ordnung mit der Kreispunkts-

OF. und es ist mithin

Z
f normale OF zusammen, und es ist = t=—1,
i Bei & = 12 fallen die Stiicke £F und CF bezw.
\ FG und FD zusammen, wobei Ei..ffz{} o=
funden wird, Im Falle 25 &= 0, der in
der Fig. 8 dargestellt ist, liegt immer das
b & Stiick EF zwischen CF und OF, wobei die
t-Polare des Punkfes 4 ausserhalb 4 die
\ Linie A OB ftrifft, so dass !.d-fg.’}ﬂ ist, wie es
(s
E G

7

auch bei dem in der Fig. 9 repriisentirten

Fig. 9. Typus @ = 0= £2 der Fall ist. Im Falle £2=10
bildet wieder die {~Polare des Kreispunkts einen endlichen Winkel mit
der Kreispunktsnormale, aber die Dilferentialquotienten vierter Ordnung
der Fliichengleichung reichen nicht aus, um diesen Winkel zu bestimmen,

Zur Unterschung der Krimmungslinienfigur eines Kireispunktes ha-
ben wir zuerst nachzusehen, was aus dem fiir den allgemeinen Flichen-
punkt giiltigen LiovviLieE'schen Satze
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d il d 1 1 1
ay B, " a5, F, &, 00

beim FEintritt einer Kriimmungslinie in den Kreispunkt resultirt, wenn
R,, nmach Null hin abnimmt. Es ergiebt sich nach Multiplication mit
R, fiir den Kreispunkt:
= f l ff,.fa’.
=
‘@R ds T

unter der Voraussetzung, dass die geodiitische Kriimmung ‘;). der in
4

den Kreispunkt eintretenden Kriitmmungslinie einen endlichen Werth

hat und Lim. R, =0 ist. Wenn f-'-!t;f-‘+ 1 > 0 ist, kehren also die niichst-
s

liegenden Kritmmungslinien derselben Schaar ihre convexe Seite, wenn
d R,

aber e 4+ 1 = 0 ist, ihre concave Seite der in den Kreispunkt einfre-
s
= T = R A .
tenden Kriimmungslinie zu, wiihrend [tr =iar I =1 das eine oder das
s

andere der Fall sein kann, oder die niichstliegenden Kriimmungslinien
derselben Schaar auf der einen Seite der fraglichen s-Linie ihre convexe
Seite auf der anderen ihr die concave Seite zuwenden kinnen. Hier-
nach ergeben sich fiir die niichstliegenden Kriimmungslinien bei Eintritt
einer s-Linie in einen Kreis- 4 7 -

punkt die in den Figg. 10 o
A—F dargestellten migli- "% “9‘-{_ ::
chen Verlaufstypen. Bei 4

d ki,

ist = 0, und die nichst-

e
liegenden Kriitmmungslinien ___%:
miissen einen beim Kreis- \HT'
punkt ausbiegenden Ver-
lauf nehmen, wobei sie von Fig. 10,
einer oder mehreren in den Kreispunkt eintretenden Kriimmungslinien
orthogonal geschnitten werden miissen, um dann liings einer anderen
vom Kreispunkte wegzuziehen. In Kreispunkten mit nur zwei Haupt-
tangenten kinnen daher als Grenzform dieser ausbiegenden Kriimmungs-
linien die in F' dargestellten horizontalen vorbeigehenden Krimmungs-

linien vorkommen. Endlich ist es auch moglich, dass sie sich einer
anderen Kritmmungslinie anschmiegen und so in den Kreispunkt ein-

Nova Acla Reg. Soe. Se. Ups. Ser. L. Tmpr. Fxi 15900, 11
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dR,
ds
linien miissen sich der gegebenen anschmiegen, wobei eine Beriihrung
zweiter Ordnung zwischen ihnen im Kreispunkte stattfinden muss, weil
nur in der gegebenen Richtung und mit der gegebenen geodiitischen
iR
ds o
und die nichstliegenden Kriimmungslinien miissen sich entweder einer
anderen in den Kreispunkt eintretenden Kriimmungslinie anschmiegen,
oder aber um den Kreispunkt herumbiegen. Bei Vorhandensein von
nur zwel rechtwinkelig sich kreuzenden Haupttangenten kommi, wie
wir sehen werden, beides vor, und als Grenzform der umbiegenden
Kriimmungslinien finden wir die in ¥ dargestellten verticalen vorbeige-
henden. Endlich haben wir bei '—{;1;'
' wie D mit einstrahlenden Kriimmungslinien auf der einen Seite und
umbiegenden aul der anderen, dann aber auch bei unbestimmter Orien-
tirung der Haupttangenten die in F reprisentirten geradlinig einstrah-
lenden Kriilmmungslinien.

Wir driicken diese Resultate des LiouviLne'schen Satzes so aus:

Wenit @R,

treten. Bei B ist 0~ > — 1, und die niichstliegenden Kriimmungs-

Kriitmmung Kriimmungslinien eintreten kinnen. Bei € ist

4 1 =0 sowohl die Typen B und

> 0 ist, so sind die ndchstliegenden Kritmmungslinien deir-
(s

selben Schaar ausbiegend; bei 0 > L > — 1 schmiegen sie sich der frag-

s
a & & ' # f{ RI i = § .
lichen Krimmungstinie an; bei === «— — 1 sind sie wnbiegend. Die aus-
L
hiegenden und  die wmbicgenden  collateralen  Krimmungslinten Einnen im
Grenzfulle vorbeigehend sein, oder aber sie kinnen sich ciner anderen in

oo 52 : = ik : . dR
den Kreispunkt eintretenden Krimunungslinie anschmiegen. Bei _&_‘=m1

Einnen geradlinig einstraldende Kritmnumgslinien, sowie Combinationen von
anschimiegenden und wnbiegenden vorkommen,

Der Beweis, dass simmtliche dieser Formen wirklich existiren,
ist zwar nicht durch den LiovviLie’schen Satz gegeben, wird aber
weiter unten geliefert werden,

Die Kenntniss der anschmiegenden Kriimmungslinien ist fir die
Construction der Kriimmungslinienfigur unumgiinglich nothwendig, um
zit bestimmen, ob zwei consecutive Haupttangenten Kriimmungslinien
einer und derselben Schaar angehiren oder nicht. Im ersten Falle,
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wo also die in den beiden Richtungen eintretenden Kriimmungslinien
in der Niihe des Kreispunktes von einer und derselben Kriilmmungs-
linie der anderen Schaar orthogonal geschnitten werden, miissen niim-
lich die orthogonalen Trajectorien dieser auf irgend eine Weise in den
Kreispunkt hineinkommen, und da dieses nur in den gegebenen Rich-
tungen miglich ist, miissen sie sich der einen oder anderen Linie an-
schmiegen. Wir schliessen hieraus, dass, wenn consecutive Haupttan-
genten eintretenden Kriimmungslinien einer und derselben Schaar an-
gehiren, fiir die eine 0 > 'r-i I:’ > — 1 bezw. {i:.f' = — 1 sein muss.

In geometrischer Hinsicht interessant ist es, wenn wir bei einer
fortwiithrender Drehung des Coordinatensystemes # als Funktion von &

A ; fut
auffassen, wobei die Haupttangenten den Richtungen .'.} - = 0 entspre-
' ) LS

chen, da _‘_‘?.i'.".. = d¢ und ae = 2w —u bei 4 =0 ist, dass anschmie-
(ol 3 (o &

gende Kriimmungslinien nicht vorkommen kinnen, wenn die fragliche
Linie einem w = Max. bei w > 0 entspricht. Bei einer solchen Drehung
um einen Winkel 7 miissen siimmtliche Grissen wwviww wenigstens ein-
mal durch Null hindurchgehen. Die beziiglichen Richtungen nennen
wir eine Linie # = 0, eine Linie v =0 u. s. w. Eine Linie u =0 wird
also durch diejenige Tangente im Kreispunkt repriisentirt, welche in
einem Coordinatensysteme p=¢g=u=0 mit der .X-Achse zusammen-
dllt. Die Linien v =10 haben wir schon als Haupttangenten definirt.
Senkrecht auf ihnen stehen die Linien w=0. Eben so verhalten sich
die Richtungen # =0 zu den Linien w=0. Letstere haben, wie wir
sehen werden, ihre Bedeutung sowohl fiir die Kriitmmungslinienfigur
wie fiir die Evolute.

In einem Coordinatensystem p = ¢ = v = 0 haben wir fiir die Orien-
tirung der iibrigen Haupttangenten die quadratische Gleichung

wigy —wtgy 4 u—2w=10

Wenn wir nun die drei moglichen in den
Kreispunkt eintretenden Kritmmungslinien
und die zwischen ihnen gebildeten, im-
mer positiv gerechneten Winkel nach dem
Schema der Fig. 11 mit s, s, s, bezw,
w, w,, w,, bezeichnen, so hahen wir fiir die
s,~Linie d. h. fiir dasjenige Cordinatensy-
stem p=qg=v=0, in welchem die s,-Linie
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mit der JX-Achse zusammenfillt, und wenn &, #, die beiden Wurzeln
der quadratischen Gleichung sind:
#— 2w (t”ft

% +J)"""_tgmﬂtgm1ﬂ

. e —

tg 9, tg &, =

o

w1 dR
'4‘-’-3*";+*H#H=;= 5 tl,”‘

= tg w,, — tg w,,

Vi — 4w — ‘_IHJ}_ o bl
= o Frr

i'g 2 iy tg#u=i—

(L

Aus den Indentitiiten

j fg w,, fg W, = _El}._q_{_(f{,_-}-_mf”]_ —_— cos w’.’._.
' COS W, COS w,, COs w,, COS w,,
finden wir nun:
1 Pa ;| dit;. . X M IS d K,
COS w, COS w,, cOS w,,, cos'w, ds,  costw, ds, cos'w,, ds,,

4 “ . {E RI ¥ . - ':'E' IE! H 3
indem wir mit T den Werth bezeichnen, welchen = in dem beziig-
ds, s

lichen Coordinatensystem p=g¢=v=0 annimmt. Da nun weiter
1 wd —— 4w (u —2w)
—— Lty TR T (O et ot basiml el
cos’ o, + 8" (@ + @) r (1 — )’
ist, so haben wir
1 . wrr(u=3wf 1 dR dR, dR, dR,
COS W, 008 W, Cosw,,, w(w—w)  cos'w, ds, ds, ds, ds,,

Aus diesem Ausdrucke sehen wir, dass, wenn in einem Coordi-
natensystem p=¢=v=0 wx — w)< 0 gefunden wird, wobei immer
drei Haupttangenten existiren, siimmtliche Winkel w spitz sind, und fiir
d R,
(s
drei Haupttangenten vorhanden sein, einer der Winkel w ist griisser

alle s-Linien

=0 ist, Ist w(u — w) > 0, so kinnen eine, zwei oder

L . , . ;
als ., so dass siimmiliche Haupttangenten innerhalb eines Quadrantes

IR . . : .
verlaufen, und * F ‘ hat einen negativen Werth. Den Uebergang zwi-

ds
schen diesen beiden Typen finden wir, wenn w(x — w) =10 ist, wobei
immer zwei orthogonale Kriimmungslinien und eine Linie v —u —w=0
existiren, letztere aber mit einer der ersteren zusammenfallen kann,
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Aus den S. 68 gegebenen Transformationsgleichungen fiir das
Coordinatensystem finden wir fiir die Existens von etwaigen Linien we = ()
in einem Coordinatensystem p =g =v=0 die cubische Gleichung

ut e dwtges — =0
welche nur eine reelle Wurzel hat, sobald
W 4 dtu > 0
ak

s

ist. Es existirt also in den Kreispunkten, fiir welche nicht > 0 ist
immer nur eine Linie w = 0, wilhrend in den tbrigen eine, zwei oder
drei solche Linien vorkommen kinnen.

Von den verschiedenen Kriimmungslinienfiguren wollen wir zu-
erst die einfachste, die in der Fig. 12 dargestellte,
diskutiren. Sie entspricht dem Falle wZ 2w Z 0 bei

4R, _

u* < 4w(u — 2 w) wobei - — 1 ist und nur um-

L8
biegende collaterale Kriimmungslinien vorkommen.
Der Grad der Asymmetrie im Verlaufe der Kriim- Fig.12.

mungslinien hiingt ab von w, und zwar ist bei w = 0 der Verlauf sym-
i in . 5 (L1 . .
metrisch, wiihrend der dargestellte Verlaul den Fall — > 0 zeigt, indem
i
wir die Richtung nach rechts in der Figur als positive s, die nach
oben als positive ¢ rechnen. Da niimlich bis in den Kreispunkt hinein
dR Zw . 3 . - - : 2
—ﬂi‘- = — Ist und folglich einen positiven Werth hat, muss in der Figur
(L {1
ein negativer geodiitischer Kriimmungshalbmesser der /~Linien in der
Richtung nach oben numerisch abnehmen, ein positiver zunehmen, Ist
wt =0 und # = 3w, so hat die Fliiche im Kreispunkte eine vollstéindige
Beriihrung dritter Ordnung mit einer Fliche zweiten Grades, fiir wel-
chen Fall LiovviLLe', was das Ellipsoid betrifft, eine schine Zeichnung
gegeben hat.
Wenn zwei Haupttangenten existiren, entsteht
die in der Fig. 13 dargestellte Kriimmungslinienfigur. ——
Da némlich nur eine Linie u = 0 existirt, und die
. i
Haupttangenten den Linien S T entsprechen, so Fig. 13.

kann bei Vorhandensein von nur zwei Haupitangenten nur die eine

! In seiner Ausgabe von Moxce, Application de I'analyse a la géomelrie, Paris 1850.



S6 A. GULLSTRAND,

einem Maximum oder Minimum von u» als Funktion von & entsprechen;
fiir die andere muss im beziiglichen Coordinatensysteme p=g=v=10

a- LA 3(2w —u) =0 sein. Es ist also in dem einen dieser Coordina-
d9*
tensysteme u= 2w, wihrend in dem anderen w* =4w(u — 2w) sein
; = i dRi
muss, und die entsprechenden Kriimmungslinien haben - > t =_1 beaw.
' ds,
d R,

o < — 1. Wir bezeichnen die Werthe, welche ww i in den ver-
LLE PR

schiedenen Coordinatensysiemen p=¢=v=0 annehmen, mit wu,w,w,
Uyp1e,,1,, W, 8. W, und haben also in dem dargestellten Falle u, = 2, .
Fiir den Winkel w,,, finden wir aus der quadratischen Gleichung fiir tg &

Tt e
L £

Lo T, = — = —

ur

"

i)
! = gy

da in dem einen Coordinatensysteme tgw,,=tg & in dem anderen
tzw,,=—tg % zu setzen ist. Da nun keine Linie w= 0 im spitzen
Winkel @,,, vorhanden sein kann, so muss die Linie w = 0 hier bele-
gen sein, was auch damit stimmt. dass dff‘

o

tg & in den beiden Coordinatensystemen hat. Fiir die s,-Linie ist, da
) -
= Weil
it

dasselbe Vorzeichen wie

wir in der Figur tg & positiv gewiihlt haben, aucl

nun %5 + 1 =0 ist, so finden wir auf der beziiglichen nach dem

s,
spitzen Winkel gewendeten Seite der s,-Linie die Bedingung 0 > "'UE’

wiithrend auf der anderen Seite der Linie -dff*

=

< — 1 sein muss, d. h,

die innerhalb des spitzen Winkels zwischen den Haupttangenten ver-
laufenden Kriimmungslinien derselben Schaar schmiegen sich der s,-
Linie bei ihrem Eintritt in den Kreispunkt an.
Finden wir bei w(u—w) > 0 die Bedingung w*® > 4w(u — 2w)
7

4

erfiilllt, so existiren drei innerhalb eines Winkels von - verlaufende

\..-

Haupttangenten, wie sie die Fig. 14 zeigt. Da
siimmiliche Linien w =0 im grissten Winkel w,
verlaufen, und das Produkt ww fir alle Coordina-
tensysteme p = q = v =0 positiv ist, die Linie u =0
mithin auch im Winkel @, zu finden ist, so muss
Fig. 11, w fiir die Linien s, und s,, bei positiveln Werthe
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ein Maximum haben, wiihrend fiir die Linie s, das entgegengesetzte

stattfindet. FEs ist also u, EE*"HE 0 und "mi'::'z?f'mﬁlh aher 2"_.;“:_.:—:”’
e dR = IR
Zw,20 mithin auch 0 > -~ > — 1, wihrend 5™ < _ 1 und
< L {.'.‘a‘, s,
d R . ; % )t : :
= t =~ — 1 ist. Die mittlere der drei Linien ist also beiderseits von
L

anschmiegenden Kriimmungslinien derselben Schaar begleitet, Bei

2u, = 3w, hat die s,-Linie, wofern nicht %', = 0 ist, eine unendlich

grosse geodiitische Kriimmung, indem aus der beziiglichen Ableitung
dyd*y _ %!

der Differentialgleichung der Hauptkriimmungslinien = T =
dx 3

2 .72, h |
ader het w = 1) :‘_.L‘j'_ @ Y = . ;-j—— ge[umien wird, st auch ﬂ"“ = (. so
dat dw :

2
. 4 - - . = - 5
muss wieder _(_i‘_‘_,r_ einen endlichen Werth haben oder gleich Null sein.

n

iy ety
Es ist auch miglich, dass verschiedene endliche Werthe vorkommen.
Fir die s,,-Linie sind beide Wurzeln der Gleichung von 9 negativ, fiir

. . a "jn e 14 T . . .
die s,,-Linie positiv. Da mithin —# =0, aber — ~ 0 ist, die Linie
w,, W ey

wt =10 also in dem spitzen Winkel zwischen der s, und s,,-Linie be-

. : e, . o o
legen ist, und da weiter tgw,, — tgw, = ist, so verliuft die Linie

H"r

we = () innerhalb des der Grisse nach mittleren der drei Winkel o,
wenn sie nicht mit der s-Linie zusammenfiillt. Als Uebergang zwi-
schen einem solchen Typus und dem mit einer einzigen Haupttangente

; . g : &R
haben wir den Fall #=2w w=0, wo je nach dem Werthe von E_j‘;i
C

anschmiegende Kriimmungslinien lings der s,-Linie auf der einen oder
Lo b . (R, ‘ -
anderen Seite vom Kreispunkte bezw. bei == 0 beiderseits oder

s
gar nicht vorkommen kinnen.
Die Kreispunkte, fiir welche w(u — w) << 0 ist,

haben immer drei Haupitangenten ; f’?"f ist tiberall
ds

/

positiv, und séimmtliche Winkel o sind spitz, wo-
nach immer eine linie w =0 zwischen je zwel
Haupttangenten verliuft. Die Fig. 15 zeigt die
Anordnung der Kriimmungslinien. Aus der fiir
w, +w,, + w,, ==a allgemein giiltigen Beziehung Fig. 15,
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tg @, 4 tg W, + g w,, =1z w, il'-'f w,, tg oy,
IR,

ds,

finden wir, da + 1=tgw,tzgw,, ist,

di, igw,-4 tg w,,

ds, te w,

woraus hervorgeht, dass die Bedingung tg w, > tg w,, 4 tg w,, mit der
il - : : . L .

EH‘ <1 d hw, 2% =0 identisch ist, so wie dass diese Be-
s, &2
dingung nur fiir eine Haupttangente erfiilll sein kann, wihrend fiir die
beiden anderen w und # werschiedenes Vorzeichen haben miissen.

Diese Bedingung ist auch mit der Bedingung

Bedingung

w4 dwtu =10

fir die Existenz nur einer Linie w =0 identisch, da w,w, >0 aber

u,w, <0 und wu,,w,, <0 ist, und in jedem Winkel @ eine Linie w =0

vorkommt, mithin nur eine Linie # = 0 existiren kann, nédmlich im Win-
i

. . - I - .
kel w,'. Da in diesen Falle —# und =22 entgegengesetzte Vorzeichen
r/h

K
” et
haben miisssen, w,, und w,, aber éhnliche, so liegt wie im vorigen
Falle die Lini¢ w2 = () innerhalb des der Grisse nach mittleren winkels w .

s,

Wenn wir lgw, =tgw,, 4+ tg w,, finden, so ist , mithin

u, =0, und fiir simmtliche Haupttangenten

e 4 duwtn = 0

Aus derselben Ursache wie im vorigen Falle verliuft die andere Linie
# = 0 innerhalb des Winkels w,. Von den beiden Linien w = 0 steht
die eine senkrecht aul der s.-Linie, die andere liegt wie sonst inner-
halb des Winkels mittlerer Grisse, wenn sie nicht mit der s,-Linie zu-
sammenfillt,

Wenn fiir keinen der Winkel @ die Tangente so gross ist wie
die Summe der Tangenten der beiden anderen, so ist fiir alle Haupt-

tangenten r'r;:' > 1 und ww < 0. Zwischen je zwei der Haupttangen-
L

! Mehr als eine Linie # = 0 kann nicht zwischen zwei Haupllangenten vorkommen, da die

o U ;
Linien = =0 Hauptiangenten sind.
L}



ALLGEMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHEN ARERBATIONEN ETC. R0

ten verliiuft sowohl eine Linie # = 0} wie eine Linie »w = 0. Unter Be-
achtung des Werthes von ‘r:’*i: sowie der Bedeutung von ' fiir den Un-
L i

terschied der naheliegenden Winkel @ und des Umstandes, dass zwi-
schen je zwei Linien w =0 eine Linie w = 0 verliuft, finden wir,
dass, wenn alle Winkel w verschiedener Griisse sind, eine Linie w = ()
wie gewdihnlich innerhalb des Winkels @ mittlerer Grisse liegl, wiih-
rend die beiden anderen innerhalb des grissten Winkels w belegen
sind, Sind zwei Winkel gleich gross, wobei die zwischenliegende s -
Linie w = 0 hat, so verlaufen die tibrigen beiden Linien w = 0 entwe-
der, wenn der dritte Winkel der grisste ist, innerhalb dieses oder im
entgegengesetzten Falle je eine innerhalb eines der beiden grisssten,
Fiir den Fall @, = w,, = w,,,, wobei die Linien w = 0 mit den Haupt-
tangenten zusammenfallen, ist fiir alle diese w = — w und {_’iﬁ’. =2,

Die Kreispunkte, deren Kriimmungslinienfiguren wir bis jetzt un-
tersucht haben, nennen wir einfacke Kreispunkie, weil zwar D, — D, = )
ist, aber liings siimmtlichen in den Kreispunkt eintretenden Kritmmungs-
linien o D, — d P, einen endlichen Werth hat. Ein kurzer Blick auf die
Kriimmungslinienfiguren zeigt uns unmittelbar, dass in einem einfachen
Kreispunkte keine Kriimmungslinie durch den Kreispunkt hindurchgeht
sondern lings einer Haupttangente je eine Kriimmungslinie der beiden
Schaaren sich im Kreispunkte begegnen.

Die Kreispunkte, fir deren Coordinatensysteme p =g = v = 0 die
Bedingung w(u — w) = 0 erfilllt ist, haben drei Haupttangenten, von
denen zwei w = 0 haben und aul einander senkrecht stehen, wiihrend
die dritte eine Linie v = u — w = 0 darstellt, die jedoch bei v =w =0
mit einer der beiden erstgenannten zusammentfillt, so dass nur zwei
orthogonale Haupttangenten existiren. Da liings dieser Linie u = w
dD, =dD, ist, so kann der Kreispunkt als aus zwei einfachen Kreis-
punkten zusammengesetzt betrachiet werden oder auch als eine un-
endlich kleine Linie spiirischer Kriimmung angesehen werden, wobei
jedoch der Kriimmungsradius der osculirenden Sphiire nicht constant

ist. Wir wiihlen @, = f;.. , also u,=w, und erinnern uns, dass fir die

s,~ und s,,-Linien Lim. £, einen endlichen Werth hat. Das Aussehen

der Kriimmungslinienfigur hiingt also nur davon ab, ob lings der s,-

Linie anschmiegende Kriimmungslinien vorkommen oder nicht. Wie
Nova Acla Reg. Soe. Se. Ups. Ser. L Impr. " 1900. 12
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S e 20 . dR @R, o—b
schon S, 75 angefiithrt, haben wir =~ =0 und ~ gt __‘f._, vonach
. ils, e i
also, wenn w =0, was eventuell durch Drehung des Coordinatensy-
stemes um einen Winkel n erreicht wird, und @ — @ grisser alls Null

R,

ist, beim Durchgehen der s-Linie durch den Kreispunkt in der
ds,
Rial - : : dR, : :
ichtung wachsender X von einem Werthe T = 0 zu einem Werthe
(L2

0> ff;-’:’ > — 1 iibergeht, In diesem Falle hat also die s,-Linie nach
der im Coordinatensysteme w > 0 positiven Richtung von X anschmie-
gende collaterale Kriimmungslinien, wie die Fig. 16
zeigt.  Der Uebergang zwischen den in den Figg.
14 und 15 dargestellten Typen ist hierdurch gege-
ben. Ist @ =0, so hingt es von dem Werthe
di —d g
==
Fig. 16. deren dieser Typen aufweist, indem der Winkel w,

ab, ob der Kreispunkt den einen oder an-

von der einen oder anderen Seite den Grenzwerth . erreicht. Bei dem

in der Fig. 16 dargestellten Typus begegnen wir zum ersten Mal einer
durch den Kreispunkt wirklich hindurchgehenden Kriimmungslinie.

Bei der Untersuchung von  Fliichenelementen mit zwei oder
mehreren unendlich nahe belegenen Kreispunkten werden wir sehen,
dass der eben beschriebene Typus in der Wirklichkeit durch Zusam-
menriicken von zwel einfachen Kreispunkten entsteht. Fiir den Fall,
dass die Linie # = w mit einer der beiden anderen zusammenfillt, wobei
also u, =w, =0 wm, =w, =0 ist, kann die Diskussion erst in Anschluss
an dieser Untersuchung gegeben werden.

e

Diejenigen Kreispunkte, fiir welche siammtliche Differentialquo-
tienten dritter Ordnung in der Flichengleichung gleich Null sind,
und welche immer als aus zwei oder mehreren einfachen Kreispunk-
ten zusammengesetzt angesehen werden konnen, sollen hier nur be-
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treffs der praktisch wichtigsten Formen, derjenigen, welche zwei or-
thogonale Symmetrieebenen, entsprechend zwei Coordinatensystemen
p=g=00"=3"=0 aufweisen, eingehender untersucht werden. Was
die iibrigen betrifft, geniigt es zu zeigen, dass der Typus mit umbie-

Fou = . . s m
genden offenen Kriimmungslinien, welcher einen Winkel o = 3 ver-

langt, niemals vorkommen kann. In solchem Falle miissten niimlich

s - a L F J.'
simmiliche Haupttangenten innerhalb eines Winkels ; verlaufen, und

es wiire moglich, dass in einem Coordinatensysteme p=qg=2a"'=10
simmtliche drei Wurzeln tg 9, tg &, tgs,,, der cubischen Gleichung

0 e — (ot — dof) kgt & — Baldte s et — St =10

fiir die Orientirung der iibrigen Haupttangenten das gleiche Vorzeichen
hiitten, was aber unmdéglich ist, da aus den beziiglichen Coefficienten
die Relation

®

tiga. gy, +txo,tgy,, +igsigy,,=—3
sich ergiebt.
Wie aus den S. 68 gegebenen Transformationsgleichungen des
Coordinatensystems erhellt, ist

do®® _ a9 =0 Ao’ _ goe e ¥ _ g dd¥ g

o i ol & il 9* o o
in einem Coordinatensysteme p=¢=2""=0 und fir 4=0. Es folgt
hieraus, dass. wenn fiir ein solches Coordinatensystem 3% =323 und
2= 0 ist, nur drei Haupttangenten existiren, indem diese Linie weder
einem Maximum noch einem Minimum wvon 2* als Funktion von &
entspricht. Ist aber in einem Coordinatensystem p=g¢g= =3 =0
die Bedingung 9**=3" erfillt, dann ist diese Linie im Allgemeinen
wieder eine Linie 3*° = Max. oder 3"’ = Min.

Fiir diese Coordinatensysteme giebt uns die Gleichung

a-i-l} i 33!3
o

Aufschluss iiber die Existenz von anderen Haupitangenten als den bei-
den mit der X- bezw. V-Achse zusammenfallenden. Die Gleichung
besagt, dass, wenn die beiden orthogonalen Haupitangenten gleichzei-
tig Linien 3% =Max. oder Linien 3% =Min. sind, ausser ihnen noch
zwei existiren, deren Verlauf symmetrisch in Bezug auf die erstgenann-

izt 5=
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ten ist. Wir bezeichnen die von der JX-Achse tangirte Kriimmungs-
linie mit s,, die von der Y-Achse tangirte mit s, und die beiden iibri-
gen mit s,,,, und haben also:

[D!_.__ niﬂ_g*.:i ¢f}=ﬁﬂi""'3i‘;{ 9,=ﬂ”= aﬂi__?_";:'ﬂ
Aus den Transformationsgleichungen des Coordinatensystems fin-
den wir nach Subtraction der Gleichung
r® = r®cos' 9 4 2r® cos® 9 sin® o 4 ° sin'
(bezw. nach Multiplication mit 3), die zwei Gleichungen

ﬂ'l; 3.9 e R TR 2o d
SEé — 3r' = @, cos* 3 4 62 cos® 9 sin” ¥ + @, sin* g

0=

ot

B0 ¥ = 0cos*y + (0, + @, — 40)cos’y sin® & 4+ @ sin* §

Da nun fiir die s,,-Linie

: e
o, — 382

ist. und also auch die ldentitiiten

(0, — 3 2)cos*y = (v, — 32)sin* & = Ae,—d9)(a, {__'ii] =
@, + Py — o

= (», + @, — 62) cos® ¥ sin* y
bestehen, so finden wir:

s,
o, 4+, — 60

o=
@, — 2) cos’ ¥ 4 (0, — 2) sin* 9
= e

-':ﬂr — wﬂ.l" — 3 2

woraus zuniichst erhellt, dass, wenn ®, —2 und @, — 2 dasselbe

Vaorzeichen haben, L, itberall dasselbe Vorzeichen hat. Im Falle
LS

o,z QZ @, ist aber f_’tﬁfﬁ 02 G, , und es kann aR, positives oder ne-
ds, &8y, 3

gatives Vorzeichen haben.
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: i al, o - -
Als Bedingung dafiir, dass ;.'. tiberall negativ ist, ergiebt sich
L8 ;

also Q(w, — 2) > 0 gleichzeitig mit 2(@,, — 2) =0 d. h. es miissen
simmtliche drei Grissen dasselbe Vorzeichen haben, und £ die nume-
risch kleinste sein. Wenn hierbei 30 der Griisse nach zwischen o,
und @, liegt, so existiren nur die zwei orthogonalen Haupttangenten,
d R,
ds
so dass erstere beiderseits von anschmiegenden collateralen Kriimmungs-
linien umgeben ist, und die Kritmmungslinienfigur den in

der Fig. 17 dargestellten Typus zeigt. In den Fiillen aber,

wo 32 numerisch grisser oder kleiner als beide Griissen @ _

ist, sind auch die zwei s, -Linien vorhanden. Im ersten

Falle entsprechen die beiden orthogonalen Haupttangenten

je einem numerischen Minimum, im zweiten einem nume-  Fie 17.
rischen Maximum von @ als Funktion von @, in beiden spielen die
zwel symmetrischen die entgegengesetzte Rolle.  Es wechselt also
iR,

iR 1 das Vorzeichen von Haupttangente zu Haupttangente, und jede
oF .

wohei + 1 fitr die eine grisser, fiir die andere kleiner als Null ist,

zweite von ihnen ist von anschmiegenden collateralen Kriimmungslinien
begleitet. Der Fall 30 > @, >, > 2 0 ist in der
Fig. 18 dargestellt. Ist fiir eine Linie @ = 32, so kann
diese entweder dem Maximum oder dem Minimum von
@ als Funktion von & entsprechen. Da hierbei keine
5,,-Linien existiren, so wird dies von der Differenz
@ — 30 fir die andere Linie entschieden, wonach die
Kriimmungslinienfigur das Aussehen der Fig. 17 zeigt. Fig. 18.

Fir @, =@, =32 20 hat die Fliiche im Kreispunkte eine vollstiindige
Berithrung vierter Ordnung mit dem Scheitelpunkte einer Umdrehungs-
fliiche, und jede Tangente im Kreispunkie ist eine Haupttangente, In
diesem Falle strahlen also nach allen Richtungen Kriitmmungslinien
radiir aus, und es ist fiir alle ‘i"?‘ =—1. Im Falle @ = 22 nimmt
der Ausdruck fiir die geodiitische Kriimmung der Hauptkriimmungslinien

die Form oo oder [E] an, und es gilt das vom Fall 2u = 3w im allgemei-

nen Kreispunkte Gesagte. Wie ersichtlich treten diese Formen nur
dann auf, wenn die fragliche Kriimmungslinie beiderseits von anschmie-
genden Krimmungslinien begleitet ist.
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Die gleichzeitig erfiillten Bedingungen 2(w, — 2) <0, 2(w,,— 92) < 0

geben den in der Fig, 19 dargestellten Kriimmungslinien-

I dR,

b

~_ Hierher gehiren auch die Fiille, wo @, oder ®,, oder

beide gleich Null sind, sowie der Fall @, =®,, = — 38
welcher @,,, = 0 giebt.

typus mit vier Haupttangenten und iiberal =10,

d i,

5

denes Vorzeichen fiir die beiden orthogonalen Haupttangenten hat, kiin-

nen wieder nur zwei oder auch vier Haupitangenten aufweisen. Im

ersten Falle liegt nicht nur 2, sondern auch 3 2 numerisch zwischen
dR,

- d K, .
¢, und @,,, und es hat nicht nur ——*, sondern auch —— 1 1 verschie-
3 o s ds

Fig. 19. Die Fille @, Z 2 Z @,,, in welchen verschie-

denes Vorzeichen fir beide Linien. Da mithin keine von ihnen an-
schmiegende collaterale Kriitmmungslinien hat, kimnen sie nicht einer
und derselben Schaar angehiren, sondern die Kriimmungslinienfigur
muss den schon in der Fig. 10 F. 5. 81 dargestellten Typus aufweisen,
welcher auch bei @, =32 oder @, =30 git. Bei 2 =0 hat Lim.
R, lings beiden Linien einen endlichen Werth, und die Kriimmungs-
linienfigur unterscheidet sich nicht von der eines allgemeinen Flichen-
CHe o 1 fiir die
ds
beiden orthogonalen positiv ist, hat eine wvon ihnen anschmiegende
collaterale Kriimmungslinien und zwar diejenige, welche innerhalb des
spitzen von den beiden symmetrischen Haupttangenten gebildeten Win-

kels verlduft. Wenn niimlich z. B. 3¢ 7 @, 2 2 Z 0 und dabei 2 = @,

ist, so finden wir 0> r_gTR,} — 1 und E@ >0 bei tg°3 <1, Da nun
o 5, d T

weiter 32,, — o, entgegengesetztes Vorzeichen gegen 32 — @, und

9, —a,, gegen 9, diese aber wieder unter einander dasselbe Vor-

zeichen haben miissen, so folgt hieraus, dass AR, g _d-ifl+l das-

L A8y,
selbe Vorzeichen haben, mithin die s,,-Linien nicht von anschmiegen-
den Kriimmungslinien begleitet sein kinnen. Es gehoren demnach die
beiden symmetrischen Kriimmungslinien derselben Schaar an wie die
innerhalb des spitzen von ihnen gebildeten Winkels verlaufende, die
vierte aber gehirt der anderen Schaar an, und die Kriimmungslinien

punktes. Im Falle vier Haupttangentien existiren, wobei
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zeigen den in der Fig. 20 dargestellten Typus, wobei
dR,
s
oder < — 1 sein, aber auch Lim, R, einen endlichen
Werth entsprechend dem Fall 2,, = (* haben kann. 5

Es kann der Fall vorkommen, dass @ gleich i
einer der Grissen @ ist, wobei ein Uebergangstypus Fig. 20,
zu Kreispunktsformen hiherer Ordnung oder zu Linien sphiirischer
Kriimmung vorliegt, dem wir bei der Untersuchung von Flichenelemen-
ten mit zwei oder mehreren Kreispunkten wieder begegnen werden.
Zu derselben Categorie gehirt der Fall 2 = 0, wenn @, und @,, das-
selbe Vorzeichen haben, indem dann o, — 2,,, =0 ist. Bei @, = @ =0
@, =0 kann die s-Linie eine Linie sphiirischer Kriimmung auf einer
Umdrehungsfliiche sein.

Fiir Kreispunkte mit zwei Symmetricebenen finden wir also drei
Typen der Kriimmungslinienfigur, einen mit einlaufenden Kriimmungs-
linien der einen Schaar und umkreisenden der anderen, einen zweiten
mit ausbiegenden Kriimmungslinien und einen dritten mit hindurchge-
henden Kriimmungslinien beider Schaaren.

nur zu bemerken ist, dass lings der s,,-Linie =0

Fiir die nithige Kenntniss der Evolule reichen die angefiihrten
Untersuchungen iiber die beziiglichen s- und /~Linien nicht villig aus.
Ohne mich hier aul eine eingehende Untersuchung, welche auch die
Coordinatenlinien dieser Fliichen bericksichtigen miisste, einzulassen,
will ich nur an den Werth des Kriimmungsmasses der ersten Evolu-
tenschale im allgemeinen Fliichenelemente

K- (TD%?

e .F-'"J
erinnern, welcher zwar im Fokalpunkt eines Kreispunktes unendlich
gross ist, aber, da er nur durch geometrischen Griissen bestimmt wird,
die im Kreispunkte ihre Giltigkeit beibehalten, und da der Kriimmungs-
unterschied D, — D, in der zweiten Potenz im Ausdrucke vorkommt,
doch sowohl im Fokalpunkte selbst wie in dessen unmittelbarer Niihe
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dem Vorzeichen nach das Kriimmungsmass der Evolute lings der be-
ziiglichen s-Linie angiebt.

~ Im Fokalpunkte des Kreispunktes miissen sich die beiden Scha-
len der Evolute treffen, Das kann so geschehen, dass beide im Fo-
kalpunkte eine Spitze haben und sich gegenseitig in diesen Spifzen
herithren, ohne dass eine Schale der Evolute die parallel zur Tangen-
tinlebene durch den Kriimmungsmittelpunkt gelegte Ebene, die Fokal-
ebene, schneidet. In anderen Pillen mogen aber solche Schnittlinien
vorkommen. Um diese zu untersuchen, verfahren wir folgendermas-

sen,  Wir seizen in den Gleichungzen der Normale :21 x = B cosd
=

- ! v Foow s =
i = Rsind ¥ _ o =1 und erhalten auf diese Weise fiir £ = 00 im

(¥

allgemeinen Falle

P

Joordinatensystem p =g =v = 0 —

p Dapar by’ 2
y o 200wy’
"+ iy

und finden durch Differentiation

Ay’ 2(ww 4 wwy — wiy")
dy’ (1 4= wy*)*

Dieser Ausdruck bezieht sich also auf die Curve, lings welcher
die Flichennormalen in den Punkten x* 4 y* = R* der Fliiche die Fo-
kalebene schneiden. Wenn solehe, verschiedenen Werthen von i ent-
sprechende Curven eine einhiillende Curve haben, so miissen die Zwei-
ge dieser einhilllenden Curve, da bei R = 0 die Curve sich auf einen
Punkt, den Kriimmungsmittelpunkt, redueirt, durch diesen gehen. In
jedem Punkte dieser einhiillenden Curve treffen sich aber zwei Norma-
len in einander unendlich nahe belegenen Punkten der Fliche. Es
resultirt hieraus, dass diese einhiillenden Curven eben die Schnittlinien

der Evolute mit der Fokalebene darstellen., Die Bedingung gizﬂ
y

entspricht nun einer vom Fokalpunkt gezogenen Tangente zur beziig-
lichen Curve und fEllt also fir £ =0 mit der Tangente der einhiil-

£

lenden Curve im Fokalpunkt zusammen. Die der Bedingung gﬁ, =0
Y

bei R=0 entsprechenden Werthe von 7 stellen also die Tangenten
der Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene im Fokalpunkte dar.



ALLGEMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHEN ABERRATIONEN ETC. 07

Die Bedingung dafiir, dass die Evolute die Fokalebene schnei-
det, ist mithin
ww = wwmy — wiy' =0
d. h.

w e 4 dwdu = 0

Wir bezeichnen die Wurzeln dieser Gleichung fiir " mit a,4,,
und die entsprechenden Werthe von »° mit ¢,¢,,, Indem wir dann die
Werthe

T " wrw® | 2u wtw® L 2wty

= a,a, =— - A T S el s
r+ = it (TH f % wt TH '

in den Ausdruck

G 2wa, +wa | 2wa,, + wa,’
o] S s F -
ML u'rr;: ! w4 -”_:,:Jrh‘

und den entsprechenden fiir ¢,c,, einsetzen, finden wir:

c,+ ¢ =fr (i =_H.-:
Hy FRR u
d. h. fiir " die Gleichung
wien® — wwen’ —w® =0
und die Identitiiten
Cp=— ';I_ by = — :
a,, i,

Wir nennen den Winkel, den die in der Fokalebene dureh den
Fokalpunkt gezogenen Tangenten der Evolute bilden, den Evoluten-
winkel und bezeichnen ihn mit ¢, Wir haben dann

oG 0, Vi u® + duc'u

1 e, w( — w)

Aus diesem Ausdrucke ersehen wir zuniichst, dass die Kreis-
punkte mit zwei orthogonalen Haupttangenten einen rechten Evoluten-
winkel haben, wobei die Evolutentangenten in der Fokalebene auch in
den Ebenen der orthogonalen Haupttangenten liegen, indem fiir w = 0

r
und y" =0 auch Eh'_r, = 0 ist, Weiter finden wir, indem wir uns an die
dy
Bedeutung der unter dem Wurzelzeichen stehenden Grisse erinnern,
Nova Acla Reg. Soc. Sc. Ups, Ser. I Impr. " 1900, 13
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dass, wenn drei Linien w = 0 vorkommen, die Evolute nicht die Fo-
kalebene schneidet, und dass, wenn zwei Linien w = 0 existiren, nur
cine Schnittlinie zwischen Eveolute und Fokalebene existirt, withrend fiir
Kreispunkte mit nur einer Linie w = 0 immer zwei solche Linien exi-
stiren, deren Tangenten im Fokalpunkte den Evolutenwinkel bilden.
Bei solchen Kreispunkten giebt es aber immer ein Coordinatensystem
p=gq=uv=_0, fiir welches sowohl # als w positive Werthe haben, und
folglich § in der Fokalebene immer negativ ist. Es folgt hieraus, dass
simmtliche Normalen die Fokalebene innerhalb eines der vier Winkel
¢ treffen, wonach die Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene nicht
den Fokalpunkt iiberschreiten, sondern in ihm endigen. Der so be-
stimmte Winkel muss also wenigstens ebenso gross sein als die Summe
der zwei kleinsten Winkel w. Da nun bei w > # > 0 diese Summe
grisser als —; ist, so folgt daraus, dass der angegebene Werth fiir tge auch

dem Vorzeichen nach die Grisse des Evolutenwinkels angiebt, withrend
seine Orientirung dadurch bestimmt ist, dass in einem Coordinatensy-
steme p=¢ =v =10 beiu > 0 undw > 0 der negaiive Theil der .Y-Achse
innerhalb desselben verliduft. Niiher wird die Orientirung durch die Bis-
sectrice bestimmt, welche mit der X-Achse in einem solechen Coordi-
natensystem den Winkel

.l arctg S il — éaret s R

2 (U 4 )

= == LI."' tr."'.l"

bildet. Bei w, = U ist also die s,-Linie Bissectrice des Evolutenwinkels.
Dass bei w, = 0 die {-Linie der von der X.Z-Ebene tangirten abwickel-
baren Normalfiiiche eine Evolutenkante darstellt, geht daraus hervor,
dass in einem Coordinatensysteme p=qg=1v=wm = 0 die XZ-Ebene
cine Symmetrieebene bildet,

Bei der Beschreibung der Evolute gehen wir daher der Einfach-
leit wegen von einem solechen Coordinatensystem aus, wobei wir ¢, > 0
wiihlen und die Kritmmungslinienschaar, welcher der positive Theil der
s,;~Linie angehirt, als die erste bezeichnen. Die erste Evolutenschale
ist also diejenige, deren geodiitische Linien von den Normalen léngs
den Kriimmungslinien der ersten Schaar tangirt werden.

Wenn nur eine Kriitmmungslinie in den Kreispunkt eintritt, haben
wir # = 2w > 0, und der Durchschnitt der ersten Evolutenschale mit
der XZ-Ebene CFG Fig. 1 8. 76 zeigt zwischen Fliche und Fokal-
punkt eine positiv gekriimmte, ganz auf der Seite positiver X der Kreis-
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punktsnormale belegene Linie, die beziigliche Hiilite der s-Linie der
abwickelbaren Normalfliche, jenseits des Fokalpunktes eine negativ
gekriilmmte, auf der Seite negativer X der Kreispunktsnormale belegene
Linie — die entsprechende Hilfte der f-Linie der abwickelbaren Nor-
malfliiche. Da das Kriimmungsmass liings der s-Linie negativ ist, so
zeigen parallel zur Tangentialebene gelegte Schnitte zwischen Fliiche
und Fokalpunkt eine Linie, welche die XZ-Ebene auf der Seite positi-
ver X der Kreispunktsnormale schneidet, wobei ihre Tangente auf die-
ser Ebene senkrecht steht, und ihre Kriimmung negativ ist. Je niiher
dem Fokalpunkte, desto grisser wird die Kritmmung, bis im Fokalpunkte
selbst eine Spitze entsteht mit zwei Tangenten, welche den Ewvoluten-
winkel einschliessen, der nicht die Grisse aretg2y2 erreicht. Jenseits
des Fokalpunkts bilden die Schnittlinien Spitzen, welche nach der Rich-
tung positiver X’ schauen, und deren Tangenten in der X Z-Ebene lie-
gen. Die geodiitische Linie, welche einer durch einen Punkt z > 0
4y > 0 verlaufenden Kriimmungslinie der ersten Schaar entspricht, gehi
mit positivem Werthe von # durch die Fokalebene und erreicht die
Kante in dem Augenblicke, wo ihre osculirende Ebene zur Y Z-Ebenc
parallel ist. Die zweite Evolutenschale verhiilt sich ganz ihnlich, nur
liegt die Kante zwischen Fliiche und Fokalebene, und der jenseits die-
ser belegene Theil hat ein negatives Kriimmungsmass. Es schneiden
sich also beide Evolutenschalen beim Durchgang durch die Fokalebene,
und ihre Schnittlinien werden im Fokalpunkte von den beiden Schen-
keln des Evolutenwinkels tangirt.

Im Falle 2w = u > 0 existiren drei Haupttangenten, und der Evo-
lutenwinkel ist bei w = 0 grisser als arctg2y2, aber kleiner als ;;

Die Kantlinie hat hierbei eine positive Kriimmung, und das Kriimmungs-
mass der Evolute auf beiden Seiten der Kantlinie ist positiv. Die den
anschmiegenden Kriimmungslinien der ersten Schaar entsprechenden
geodiitischen Linien der ersten Evolutenschale laufen in den Fokalpunki
hinein, Die #-Linien der abwickelbaren s,- und s,,-Flichen haben ne-
gative Kriimmung, weil fiir diese Linien # > 2w > 0 ist; zwischen ihnen
und der Kantlinie strahlen vom Fokalpunkt die f-Linien aus, welche
den beziiglichen anschmiegenden Kriimmungslinien entsprechen. In
diesem Falle, wie im vorigen, liegt der Berithrungspunkt einer beliebi-
gen Normale mit der ersten Schale der Fliiche niiher als der Beriih-
rungspunkt mit der zweiten Schale,
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Wenn w = u> 0 ist, so zeigen die Krimmungslinien den aus-
biegenden Typus, die Normalen berithren zuerst die zweite Schale,
. . 5§ T . .
und der Evolutenwinkel ist grisser als 5. Die beiden Evolutenscha-

len werden, wie im vorigen Falle, durch die Kantlinien und die beiden
Tangenten ihrer Schnittlinien mit der Fokalebene in je drei Felder ge-
theilt, von denen das eine negatives, die beiden iibrigen positives Kriim-
mungsmass haben, Von der ersten Schale liegt das Feld mit negativem
Krimmungsmass zwischen Fliche und Fokalebene. Auf jedem Felde
geht eine geodiitische Linie in den Fokalpunkt hinein, entsprechend
den drei Kriimmungslinien der beziiglichen Schaar, welche im Kreis-
punkt endigen. Eine Kriimmungslinie der ersten Schaar, welche durch
einen Punkt x > 0 4y = 0 geht, biegt bekanntlich nach der Richtung
i < 0y >0 aus, ohne die XZ-Ebene zu schneiden. Die entsprechende
geodiitische Linie der ersten Schale beginnt in einem Punkte § > 0
Aan <0 £ <p, geht durch einen Punkt 4§ <0 4y <0 {=p und
biegt nach der Richtnng §>0 5 <0 T ¢ aus. Wenn man sich
erinnert, dass die Normalen, wie es die Fig. 2, S. 78 darstellt, die
Kante der ersten Evolutenschale von der scharfen Seite her treffen, so
ist auch der Verlauf der geodiitischen Linien, welche den der ersten
Schaar angehirigen Kriimmungslinien entsprechen, die den negativen
Theil der s-Linie rechtwinkelig schneiden, leicht zu verstehen. In
Uebereinstimmung mit dem positiven Werthe des Kriimmungsmasses
der Evolutenfelder, auf welchen die den s,,- und s,,,-Linien entsprechen-
den geodiitischen Linien verlaufen, ist, wie schon oben bewiesen wor-
den w0, < 0 w,,w, < 0. Die (-Linien der abwickelbaren s, und
s,,~Fliichen verlaufen auf den convex-convexen Feldern der beziiglichen
Evolutenschale, so dass z. B. eine Normale, welche eine in den Fokal-
punkt eintretende geoditische Linie der zweiten Evolutenschale zwi-
schen Fliiche und Fokalebene beriihrt, jenseits der Fokalebene nach
dem Schema der Fig. 3 S. 78 das entsprechende convex-convexe Feld
der ersten Schale tangirt.

Im Falle #, = w, hiingt es, wie wir gesehen haben, sobald auch
®, = £, ist, von dem Werthe EE’EE—‘—IE*! ab, ob die Kriimmungslinien-

F

figur den umbiegenden oder den ausbiegenden Typus aufweist. Hier-
bei zeigen die Evoluten dieselbe Anordnung wie die zwei zuletzt unter-
suchten Fille. Nur ist der Evolutenwinkel ein rechter, und es haben
in Uebereinstimmung hiermit die {-Linien der abwickelbaren s,- und
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8,,~Fliichen den in der Fig. 4 S. 78 dargestellten Verlauf. Ist aber bei
w, >0 auch @, > £, so ist die Kriimmungslinienfigur vom Typus der
Fig. 16 S. 90, und es geht die s-Linie durch den Kreispunkt hindurch,
In Uebereinstimmung hiermit ist die erste Evolutenschale ohne Kante
und hat iiberall ein negatives Kriimmungsmass, welches im Fokalpunkte
unendlich gross ist, so dass hier der Evolutenwinkel wie gewihnlich
gebildet wird. Dagegen zeigt die zweite Schale sowohl zwischen Fliiche
und Fokalebene wie jenseits dieser eine Kante, deren scharfe Seite
von den Normalen getroffen wird, da diese immer zuerst die erste
Evolutenschale treffen. Die geodiitischen Linien beider Blatter sind
leicht zu construiren; man erinnere sich nur, dass die Kantlinie jen-
seits der Fokalebene den Typus der Fig, 2 S, 78 zeigt.

Die Kreispunkte, fiir deren Coordinatensysteme p=g=v=0 die
Bedingung «*u* 4+ 4u’u=0 erfillt ist, haben, wie wir wissen, u#,=0.
Hier ist der Evolutenwinkel gleich #. Im fibrigen unterscheidet sich
die Anordnung der Evolute von dem Falle w, > u, > 0 nur dadurch,
dass die eine Evolutenschale eine in der Fokalebene liegende, mit der
Y-Achse parallele Kante hat und lings dieser umgebogen ist, so dass
bei @, > 0 die zweite Schale ganz zwischen Fliche und Fokalebene zu
finden ist, wohingegen bei @, < 0 die erste Schale umgebogen ist und
ganz jenseits der Fokalebene liegt, Der erste IYall ist in der Fig. 5
S. 79 dargestellt, wo CF( die Schnittlinie der ersten Schale mit der
XZ-Ebene, EFD die der zweiten repriisentirt.

Nachdem wir nun mit Ausnahme des spiiter zu berlicksichtigen-
den Falles w, =w,=0 die Fiille untersucht haben, in welchen die Evo-
lute eine Schnitiliniec mit der Fokalebene besitzt, bleibt nur der Fall
Wi 4 4w’n > 0 zuriick, Wie wir wissen, ist hier fiir alle drei Haupt-
tangenten ww < 0, das Kriimmungsmass der Evolute mithin iiberall
positiv. und es existiren drei Linien w =0, welche eventuell mit den
Haupttangenten zusammenfallen kimnen, mithin ebenso viele Kanten
repriisentiren miissen. Die Evolute besteht demnach aus zwei dreiecki-
gen Trichtern, welche sich mit ihren Spitzen im Fokalpunkte berithren,
und von denen der eine ganz zwischen Fliiche und Fokalebene, der
andere jenseits dieser sich befindet. Im Falle we=0 u>10>w ist in
der Fig. 3 S. T8 COF G Durchschnitt der ersten Schale, EFD der zwei-
ten: F& und FE sind Kanten. Die Kriimmungslinienfigur zeigt den
ausbiegenden Typus, und die geodiitischen Linien auf der Evolute er-
geben sich von selbst,
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Bei dieser Untersuchung haben wir in allen Féllen w, =0 sup-
ponirt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so bringt das nur insofern
eine Aenderung mit sich, als die osculirenden Ebenen der Kantlinien
nicht mit den beziiglichen Haupttangentenebenen zusammenfallen. Im
ithrigen bleibt die Anordnung der Evoluten unveréndert.

Wir gehen nun zur Untersuchung der Evoluten derjenigen Fléi-
chenelemente iiber, welche Kreispunkte enthalten, fiir die siimmtliche
Differentialquotienten  dritter Ordnung der Flichengleichung im Coordi-
natensystem p=g=0 verschwinden. und beschrinken uns dabei, wie
bei der Untersuchung der Kriimmungslinienfigur auf solche, die zwei
Syvmmetrieebenen haben, und fiir welche mithin ein Coordinatensystem
p=g=03"=3"=0 existirt. In einem solchen Coordinatensystem finden
wir nach derselben Methode wie oben:

r_ B0Y b,y "
b a3 0y’
dy’ _ 3lw,ey" + (w,a, — 324" 4 @, 8]

diy’ (w, _|_”3 n _lf"}:' ]

r

: : of
Die Bedingung -!" = U fordert also erstens:

#

dy
(@@, — 327 —do,0,8° =20

d. h.
(D, b, — J‘JE_' ld"f @b, — !}ﬂuj :f? L

wobei sich ergiebt:

gt B =0, £V (00, — )@@, 9F)
' 2w,0
Dieser Ausdruck lehrt, dass, wenn @, und @, verschiedenes
Vorzeichen haben, fiir 4* immer ein positiver und ein negativer Werth
erhalten wird, so dass immer zwei symmetrische Schnittlinien der Evo-
lute mit der Fokalebene existiren. Wenn alle drei Griissen dasselbe
Vorzeichen haben, muss 9° = @,@,, sein, wobei vier bezw. zwei durch-
schnittslinien vorhanden sind, Haben endlich @, und @, dasselbe, 2
aber entgegengesetztes Vorzeichen, so muss die Bedingung @,@,, > 99
erfiillt sein, wenn Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene vor-
handen sein sollen, und wir finden dabei wieder vier bezw. zwei
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dieser Linien, welche immer paarweise symmetrisch zu den orthogo-
nalen Haupttangenten verlaufen.

Aus dem allgemeinen Ausdruck fiir das Kriimmungsmass der
ersten Evolutenschale

g D,

S

welcher fiir UV = W = 0 die Form E annimmt. erhalten wir durch Dif-
U

ferentiation von Ziihler und Nenner nach s, allgemein

r '
' 7] )
K =2, e
o (D,=D,)
woraus sich fiir einen Kreispunkt u = w = 0 ergiebt. dass das Kriim-
mungsmass der Evolute lings der beziiglichen s-Linie entgegengesetztes

Vorzeichen gegeniiber 2 hat.
W

Wenn wir nun zu der speciellen Untersuchung der Evolu-
ten iibergehen, so finden wir zuniichst in den Fiillen o(@, — 2) > 0
o(@, — 8) >0, in welchen die Kriimmungslinien der ersten Schaar in
den Kreispunkt eintreten und die der zweiten Schaar den Kreispunlt
umkreisen, dass keine Schnittlinie der Evolute mit der Fokalebene exi-
stirt. Beide Schalen bestehen demnach aus geschlossenen Trichtern,
der erste ohne Kanten, der zweite mit so vielen, als es Haupttangenten
giebt. Beide Trichter liegen auf derselben Seite der Fokalebene und
zwar bei positivem Werthe der Grissen @ und £ zwischen dieser und
der Fliche. Die entsprechend den Kriimmungslinienfiguren Figg, 17 u.
IS S. 93 resultirende Anordnung der Kanten der zweiten Evoluten-
schale ist schematisch in der Fig. 21 durch

einen parallel zur Tangentialebene gelegten
Sehnitt der beiden Trichter dargestelll. Da
fiir jede zweite Haupttangente @ — 30 das

Vorzeichen wechselt, und bei @ — 3 2 > 0 auch

® — 40> 0 sein kann, wobei die betreffenden
s= und f-Linien der abwickelbaren fliiche den
in der Fig. 7 5. 79 dargestellten Verlaufsty-
Fig. 21.

pus zeigen, so entstehen auf diese Weise die
angedeuteten Schnittlinien zwischen den bei-
den Evolutenschalen. Die osculirenden Ebenen der Kanten fallen nur
beziiglich der orthogonalen Kriimmungslinien mit den Haupttangenten-
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ebenen zusammen, indem fiir die ,,-Linien 3" nur dann verschwindet,
ﬂ - L.

wenn @, = @, und & = 1 ist, Im Falle w,= @, =30 wird der Durch-
schnitt der ersten Schale bis aul Ableitungen héherer Ordnung kreis-
firmig, und die zweite degenerirt zu einer Linie, welche mit der Kreis-
punktsnormale zusammenfillt, oder aber weist eine von den Ableitungen
hitherer Ordnung abhiingige Anzahl Kanten auf, welche abwechselnd
nach entgegengesetzten Richtungen schauen.

Wenn niimlich eine Beriihrung sm-ter Ordnung mit dem Scheitel-
segmente einer Umdrehungsfliiche besteht, so muss der Differential-

F 0 e
(uotiont il bei # < m keine Aenderung durch eine Drehung des Coor-
i L

dinatensystemes um die Z-Achse herum erfahren. Fiir eine solche
Drehung erhalten wir mittels des Binomialtheoremes allgemein:

n

"L "z
‘ = = COS ng? + ioeost "t sin 9 - _1_ —
05" aa" dr 'y
n(n — i) b ¥z
Uik sommaticns My |7 il ) 4 ey O g | BT o
+ _] al.-;_.n.—-xay': +
und fiir & = 0:
“f ﬁl_’ _,_,ulilr._[n_,]}_..ﬁ" ':I
d9, & : 2z oyt )
wonach fiir die fragliche Bertihrung
...h i oy
= (n — l]l =
1 o :‘"!f.:f
bei n < ist. Wenn aber n=m 4 1 ist, so ist ;}:- der erste Diffe-
= o
rentialquotient von z, welcher von der Drehung des Coordinatensy-
!.ih o | LB .
stemes abhiingig ist, und es sind mithin T —-+ bezw. {_iETL}. die er-
R -

sten Differentialquotienten der Hauptkriimmungen, welche fiir verschie-
dene s-Linien verschiedene Werthe haben. Diese enthalten némlich,
wie durch Differentiation der allgemeinen Werthe fiir die Hauptkriim-
mungen bewiesen wird, ausser den genannten Differentialquotienten
von z nur solche niederer Ordnung. Wenn also in einem beliebigen
Coordinatensysteme p=g=0 % = n—1) M’j ;f' ist, so fiillt nicht

der einem in der X Z-Ebene liegenden Flichenpunkte entsprechende
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=y
zweite Fokalpunkt auf die Z-Achse, sondern muss, da Fir—-“_i:_‘ den Werth
s
3"z . e A e e
— ——— enthilt, bei —— —= > 0 aul derselben Seite dieser Achse
ax"* Ay i pE

wie der entsprechende Flichenpunkt liegen und vice versa. In einem
Kreispunkte kann s nicht kleiner als 2 sein, und es fillt, wie wir ge-
sehen haben, immer eine Haupttangente mit der X Z-Ebene zusammen,
wenn in einem Coordinatensysteme p=g=10 i;{‘i g =0 bei n =m+4 1
ist. Wenn wir also mit ¢ und ds Kriimmungshalbmesser und Bogen-
element eines Normalschnittes bezeichnen, kiinnen wir den allgemeinen
Satz aussprechen: In einem Kreispunkte, in welchem die Fliche eine
vollstindige Berithrung n-ter Ordnung mit einer Umdrehungsiliiche hat,
liegt die f{-Linie der abwickelbaren Normalfliche, welche in einer Rich-
T
dy ds' g

der Kreispunktsnormale wie der entsprechende Theil der s-Linie auf

tung = 0 durch den Kreispunkt geht, auf derselben Seite

-]

- d | 3 2 - S
der Fliiche, wenn Ve als Funktion von & ein Minimum hat, auf
(s p

der entgegengesetzten, wenn ein Maximum vorliegt.

Wenn »n > 4 ist, so treten Kriimmungslinien von allen Richtungen
her in den Kreispunkt ein, und die Lage der #-Linie der abwickelba-
ren Normalfliiche wird einfach durch das Vorzeichen der Differenz
e N T T entsprechende Coordinatensystem p=g=10
axt da oyt
bestimmt, wonach ebenso viele Kanten vorhanden sind wie Coordina-
tensysteme p—¢=0, in welchen diese Dilferenz gleich Null ist und
bei fortwiihrender Drehung das Vorzeichen wechselt.

Von den Fillen mit ausbiegenden Kritmmungslinien, in welchen
gleichzeitig (e, — 2) < 0 2(¢, — £) <O ist, wenden wir uns zuerst
denjenigen zu, in welchen @, und @, dasselbe, 0 aber entgegenge-
setztes Vorzeichen hat. Wie wir gesehen haben, giebt es bei 92> a,0,,
keine Schnittlinie der Evolute mit der Fokalebene. Diese Bedingung
ist aber damit gleichbedeutend, dass @, dasselbe Vorzeichen wie @
hat. Da nun immer @, bei diesem Typus entgegengesetzies Vor-
zeichen gegeniiber @ hat, so finden wir, dass bei 2 Z 0 Zwo, 0 E_i‘rm,,
90° > @,0, zwischen jeder Haupttangente sowohl @ als @ das Vor-
zeichen wechseln, und das Kriimmungsmass iiberall positiv ist. Ent-_
sprechend dem eben beschriehenen Fall, wo die Evolute aus zwel

Kova Acla Reg. Soc. Sc. Ups, Ser. 1L Impr. 2/x1 1900, 1
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dreieckigen Trichtern besteht, finden wir hier zwei geschlossene vier-
eckige Trichter, den einen zwischen Fliiche und Fokalebene, den an-
deren jenseits dieser, Wiihrend aber im ersten Falle die Kanten beider
Schalen dhnlich orientirt waren, so liegt hier ein anderes Verhiiliniss
vor. Wenn wir z. B. 2 = 0 wiihlen, wobei die zweite Schale zwischen
Fliche und Fokalebene belegen ist, so fallen ihre Kanten in die X.Z-
und Y Z-Ebenen, wiihrend die Kanten der ersten, jenseits der Fokal-
chene belegenen Schale, zwischen diesen Ebenen belegen sind, ohne
mit den s,,-Ebenen zusammenfallen, sofern nicht @, = @,, ist, wobei sie

diagonal zwischen den XZ- und Y .Z-Ebenen orientirt sind.
Siimmiliche Evolutenformen bei dem ausbiegenden Kriimmmungs-
linientypus zeigen einen dieser viereckigen Trichter unverdndert, wih-
rend von dem anderen ein grisserer oder kleinerer Theil umgebogen
ist. So finden wir, dass bei 2207w, 02 @, @0, > 024, sowie
wenn siammiliche Griissen dasselbe Vorzeichen haben, fir siimmiliche
Haupttangenten @ dasselbe Vorzeichen hat, wihrend 2 zwischen je
zwei von ihnen das Vorzeichen wechselt, und gleichzeitig die Bedingung
fir vier Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene gegeben ist.
Hierbei sind von dem einen Trichier alle vier Seiten durch die Fokal-
ebene hindurch umgebogen, wobei sie negatives Krimmungsmass er-
halten, wiithrend die vier Kanten stehen geblieben sind, aber nach der
Kreispunktsnormale zu schauen. Ist z B, e>@,>0 o>w,>0,
finden wir @,, >0 und 2, <0, und die zweite Evolutenschale bildet
cinen viereckigen Trichter zwischen Fliiche und Fokalebene, wiihrend
die erste aus vier Blittern mit negativem Kriimmungsmass besteht,
welche zwischen Fliche und Fokalebene getrennt sind, und letztere
unter Bildung von vier in dem Fokalpunkte zusammenfallenden Spitzen,
die zusammen vier Tangenten haben, schneidet, um jen-
~ seits der Fokalebene in vier Kanten zusammenzulaufen.
( . Die Fig., 22 giebt ein Schema von dieser Anordnung, Das
eine Blatt der ersten Evolutenschale ist in den drei Figuren
mit punktirten Strichen gezeichnet, um den nicht so leicht
zu verstehenden Zusammenhang der verschiedenen Blitter
>< zu demonstriren. Die s- und {-Linien der abwickelbaren
s~ und s,~Flichen sind nach dem Typus der Fig. 8 S. 80

& 4 angeordnet, die der abwickelbaren s, -Ilichen nach dem

Typus der Fig. 9. Die Kanten schauen also von der
i Fliche weg und nach der Kreispunktsnormale zu, Die
.i-'i,.- ! geodiitische Linie, welche einer durch einen Punkt x>0

4y >0 gehenden, am Kreispunkte ausbiegenden, danp
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durch einen Punkt 4z >0 y >0 wegzichenden Kritmmungslinie der
ersten Schaar entspricht, beginnt auf der ersten Schale in einem Punkte
E=0 45<0 L<pg, geht durch die Fokalebene in einem Punkte
45 =<0 4n <0, (in der Fig. 22 auf der mit punktirtem Striche gezeich-
neten Linie zu finden), passirt die Kante in einem Punlite 45<0
Ay <0 T>p, geht wieder durch die Fokalebene in einem Punkte
d§ =0 4y <0 (in der Fig. 22 auf der beziiglichen nicht mit punktirtem
Striche gezeichneten Linie belegen), um schliesslich durch einen Punkt
dE<0 5>0 <o wegruzichen. Es haben also auch die jenseits
.der Fokalebene belegenen Theile der ersten Schale negatives Kriim-
mungsmass. Im Grenzfalle @*=o,0,, st @, =, =92 und 2,, =10,
die Kantlinien sind in der Fokalebene belegen und bilden die zwei sich
im Fokalpunkte kreuzenden Schnittlinien der Evolute mit der Fokal-

L

. - g = f',ir] X
ebene, entsprechend den zwei Wurzeln der Gleichung _Ir.‘-. = 0. Aln-

¥

iy

lich ist der Fall & =0, wobei @,,=2,, ist und dasselbe Vorzeichen
hat wie @, und @,. Auch der Grenziall ¢, @, =92 bei 2 20~ o,
0 = @, liefert nur zwei Schnittlinien zwischen Evolute und Folkalebene,
Da aber hierbei @,,, =10 ist, so kann die Evolute nicht vollstindig ohne
Zuhilfenahme von Differentialquotienten hiherer Ordnung als der vierten
in der Fliichengleichung untersucht werden. Das Gleiche gilt von den
Specialiiillen @, =0 und @, =0,

In den diesem Typus zugehirigen Fillen o,a, < 0 hat @,, das-
selbe Vorzeichen wie o, wonach die zweite Evolutenschale einen ge-
schlossenen viereckigen Trichter bildet. Von der ersten
sind zwei Seiten des Trichters durch die Fokalebene hin- \
durch umgebogen, wobei die Kanten verloren gehen, und (
auf der einen Seite der Fokalebene zwei Blitter mit ne-
gativem Kriimmungsmass, auf der anderen zwei mit positi- .
vem entstehen, wie es die Fig. 23 fiir den Fall o> e, 20> a9,
veranschaulicht. Die geodiitishe Linie des eben angefiihr- 4 <
ten Beispieles geht in diesem Falle von einem Punkte
E>0 dy<0 C<g durch einen Punkt di<0 4y <V
in der Fokalebene, um dann durch einen Punkt 48 <0
n <0 £>p wegzuzichen. _

Die Kreispunkte mit vorbeigehendem Kriimmungs- Fig: 23.
linientypus haben @, Z 2 Z @, und besitzen, wenn @, @, dasselbe Vor-
zeichen haben, und dabei @, @, > @° ist, Evoluten, welche die Fokalebene
nicht schneiden. Es kinnen hierbei zwei oder vier Haupttangenten

“"-._-‘-’f
N
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vorkommen. Im letzten Falle hat nicht nur o,,. sondern auch @,
dasselbe Vorzeichen wie die iibrigen Grissen @2. Aus @,0, > @°
folgt néimlich:
(@, 4+ @, f —40* > (@, + @, f — 40,0,
d.n,
(@, 4+ @, —20) (0, + @, +28) > (@, - @,)" > 0

8

wonach @, + @,, — 20 und damit auch @, ' eben dasselbe Vorzeichen

haben muss. Fir denFall 3¢ > @, > 0> w,>0 o,¢, > & ist ein

schematischer Durchsehnitt der auf einer und derselben Seite

4 von der Fokalebene belegenen Evolutentrichtern in der Fig.

24 A dargestellt. Die s- und #-Linien der abwickelbaren s-

Fliche verlaufen nach dem Typus der Fig. 6 5. 79, die der

¢, ~Fliiche nach dem der Fig. 8. Die erste Schale, welche

zuerst von den Normalen beriihet wird, hat lings ihrer Schnitt-

linie mit der XZ-Ebene negatives, aber in der Nihe von der

@ 7 in die YZ-Ebene fallenden nach der Fokalebene zu schauen-

’ A\ den Kante beiderseits von dieser posifives Kriimmungsmass.

Ihre geodiitischen Linien strahlen zwischen den s- und s,

Fig. 2¢.  Linien in den Fokalpunkt ein. Jenseits dieser gehen sie unter

Krenzung der Kante durch die ¥ Z-Ebene, wobei 45 = 0 ist, je nach-

dem fiir die entsprechende Kritmmungslinie beim Durchgang durch die
Y Z-Ebene 4y - 0 ist,

Auf der zweiten Schale geht eine geodiitische Linie, welche einer
von einem Punkte 42 > 0 y < 0 zu einem Punkte 42 > 0 y > 0 ver-
laufenden Kriimmungslinie entspricht, von einem Punkte dé <0 5 <
zu einem Punkte 45 <0 4% > 0 auf der entsprechenden Kante, dann
zu einem Punkte 45> 0 5 =0 auf der in der XZ-Ebene belegenen
Kante, weiter zu einem Punkt 45§<0 4y< 0 auf der beziiglichen
Kante, um schliesslich durch einen Punkt 4§ <0 5> 0 wegzuziehen,
Die /-Linien der abwickelbaren s,,~Flichen fallen nicht mit den beziig-
lichen Kanten zusammen, sondern liegen auf den zwischen den zwei Kan-
ten eingeschlossenen Fliichenstiicken. Zwischen ihnen und den in der
XZ-Ebene liegenden Kanten strahlen die ~Linien aus, welche den liings
der s~Linie einlaufenden Kriitmmungslinien entsprechen.  Auch bei Vor-
handensein von nur zwei Haupttangenten existiren ebenso viele Kanten
auf der zweiten Schale. Da niimlich fiir die s-Linie R, als Funktion
von [ numerisch ein Minimum ist, so muss die betreffende Kante nach

1 Siehe 5. 92 1 2,,, = £ (cos *P —sin2P)? + (D, + D, — 20) cos *F 5in 23,
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der fraglichen Richtung der s-Linie schauen, wobei der Zusammenhang
mit den iibrigen Theilen der Schale nur durch die iibrigen Kanten ver-
mittelt werden Lkann. Der einzige Unterschied ist also, dass die in
der Fig, 24 4 innerhalb der ersten Schale gezeichneten Kanten nicht
die Mittellinie iiberschreiten, sondern gegen einander schauen. Ja bei
w, > 48 > 0 > v, > 0 entsteht sogar der in der Fig, 24 B dargestellte
Typus, wobei alle drei Kanten ausserhall der ersten Schale liegen, in-
dem die {-Linie der abwickelbaren s-Fliiche nach dem Schema der
Fig. 7 5. 79 verliuft. Nur aus der Existenz aller drei Kanten auch
bei Vorhanddnsein von nur zwei Haupttangenten ist es erkliivlich, dass
bei &'>a,», (was ebensowohl bei zwei als bei vier Haupttangenten
vorkommen kann) die Evolute zwei bezw, vier Schnittlinien mit der
Fokalebene hat, indem die vier symmetrischen nicht in den Coordina-
tenebenen wverlaufenden Kanten in der Fokalebene liegen
bezw. durch diese hindurch umgebogen sind. Letzterer Fall
ist bei Vorhandensein von vier Haupttangenten in der Fig, 25
dargestellt. Der Verlauf der geodiitischen Linien bleibt ana-
log, indem die umgebogenen Kanten von der Fokalebene ab
und nach der Kreispunktsnormale zu schauen. Es kann hier- . /.
bei 2,20 sein, was auf dic Form der Evolute ohne Ein- X
fluss ist.

Schliesslich haben wir bei diesem Kriimmungslinien- Sy
typus den Fall @,®,, < 0 mit zwei Schnittlinien zwischen Evo-
lute und Fokalebene, wobei wieder vier oder nur zwei Haupt- L0 4
tangenten existiren konnen. Im ersten Falle hat @, das-
selbe Vorzeichen wie £, so dass immer die mit nur einer
Kante versehene Schale geschlossen bleibt, wiihrend die an-
dere auf der einen Seite der Fokalebene zwei Kanten, auf
der anderen zwei convex-convexe DBlitter aufweist, wie es
die Fig. 26 fiir den Fall 32> @, > 2 > 0 > @, schematisch
darstellt. Der Verlauf der geodiitischen Linien ist leicht zu
verstehen, wenn man bedenkt, dass die Kanten von der
Kreispunktsnormale ab und nach der Fokalebene zu schauen. ‘<
Ob hierbei @,,2 0 ist, bleibt fiir die Evolutenschalen gleich- -
giltig. Ist @, > 32, so dass nur zwei Haupttangenten exi-
stiren, so erreichen die Kanten nicht die Mittellinie, und bei

® %t
@, > 40 liegen sie ganz ausserhalb der ersten Schale. Im ol
Falle 2 =0 bei @@, <0 unterscheiden sich Kriimmungsli- Fig. 26.

nienfigur und Evoluten in nichts von denen cines allge-
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meinen Flichenpunktes, indem sich einfach die zwei Evolutenkanten
im Fokalpunkte kreuzen, wobei ihre Tangenten zu den Coordinaten-
achsen parallel sind.

Die wichtigsten Ergebnisse dieser Untersuchung tiber die Kreis-
punkte der Flichen kiinnen in folgendem Resumé zusammengefasst
weriden.

Allgemeine Kreispunkte,  Die Dilferentialquotienten dritter Ordnung
in der Fliichengleichung verschwinden nicht simmtlich im Coordinaten-
system p=g=10.

I Umbicgende Krimunungslinien, In den Coordinatensystemen
p=q=v=0 ist w(u—w)=0, Die zwei Evolutenschalen sind offen
und haben eine Kante, welche im Fokalpunkie endigt. Sie schneiden
sich beim Durchgang durch die Fokalebene, wobei ihre in dieser be-

. " . . I ¥ -
legenen Tangenten einen Evolutenwinkel kleiner als = bilden, Sdmmnt-

liche Haupttangenten verlaufen innerhalb eines Winkels von g Bei
ut* < 4wl — 2o existict nur eine Haupttangente. Wenn in einem Coor-
dinatensystem p=q=v =10 w® =4w(u—2w) ist, so giebt es noch
ein anderes, in welchem w = 2w ist, wobei die entsprechende Kriim-
mungslinie auf der nach dem spitzen Winkel zwischen den zwei Haupt-
tangenten gewendeten Seite von anschmiegenden Kriimmungslinien be-
wleitet ist. Bei w®> 4w (v — 2i) giebt es immer drei Haupltangenten,
und diese Bedingung ist fiiv alle Coordinatentysteme p=g=v=0 er-
filllt, Die mittlere der drei in den Kreispunkt eintretenden Kriimmungs-
linien ist beiderseits von anschmiegenden Kriimmungslinien begleitet,
Il Ausbicgende Kriammungslinien. Drei Coordinatensysteme p =
g=v==U0. In allen w(x —w) <0, Nirgends mehr als zwei Haupttan-
genten innerhalb eines Winkels von _: ;

1) v?u® +4wPu>0 in den Coordinatensystemen p=g=v=0.
Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupttangenten ist
grisser als die Tangentensumme der beiden anderen. Die Evoluten
schneiden einander in der Fokalebene. Ewvolutenvinkel - g Jede
Schale hat eine Kante, welche im Fokalpunkt endigt.

2) In zwei der beziiglichen Coordinatensysteme ist w®u® 4 dwu = 0,
im dritten w =0. Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei
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Haupttangenten ist gleich der Tangentensumme der beiden anderen.
Jede Evolutenschale hat eine Kante, welche in dem Fokalpunkt endigt.
Die eine Schale geht mit nur einer Schnittlinie durch die Fokalebene,
Die andere ist liings einer mit dieser Schnittlinie zusammenfallenden
Kante umgebogen und liegt ganz auf der einen Seite der Fokalebene,

4) In allen Coordinatensystemen p=g=v=0 ist u w4 dwtu<i),
Kein Winkel zwischen zwei Haupttangenten hat eine griissere Tangente
als die Tangentensumme der beiden anderen. Die Evolutenschalen
bilden jede einen geschlossenen Trichter mit drei Kanten, sind auf
verschiedenen Seiten der Fokalebene belegen und stossen mit ihren
Spitzen im Folkalpunkte zusammen,

HI  Eine durchgehende Krimmungslinie wnd zwei orthogonele,  Fir
alle beziiglichen Coordinatensysteme ist w{u —w)=0. Der Kriim-
mungslinientypus zeigt eine Combination von umbiegenden und aus-
biegenden Kriimmungslinien. Beide Evolutenschalen schneiden die Fo-
kalebene. Der Evolutenwinkel ist gleich : Die eine Schale ist ohne

Kanten, die andere hat eine durch den Fokalpunkt hindurchgehende.
Wenn im Coordinatensysteme p=g=v=u—w =0 auch ¢ — 0 =10
ist, so konnen Grenzfiille der Typen I oder Il vorkommen. Die durch-
gehende Kriimmungslinie kann mit einer der orthogonalen zusammen-
fallen, wobei besondere Typen entstehen.

Kreispunkfe it zwei  Sypmmelricbenen.  Im  Coordinatensysteme
p =g =0 sind simmtliche Differentialquotienten dritter Ordnung der
Fliichengleichung gleich Null. Von den Coordinatensystemen p = g -
2% = 0 giebt es zwei orthogonale, in welchen 3'? = 0 ist. Ausser den
zwei orthogonalen Haupttangenten kinnen noch zwei zu diesen sym-
metrisch verlaufende existiren.

I Emiaufende Krimnmungslinien der einen Schaar wnd wmbreisende
der anderen. Zwei oder vier Haupttangenten, jede zweite beiderseits von
anschmiegenden Kriimmungslinien umgeben, Die Evolute bildet zwei
geschlossene Trichter aufl einer und derselben Seite der Fokalebene,
Die eine Schale ist ohne Kanten. Die andere hat zwei oder vier durch
die Spitze hindurchgehende Kanten je nach der Zahl der vorhandenen
Haupttangenten. Kennzeichen 2(@, — 2) > 0 und 2(w, — 2)>0. Im
Ifalle @, = @,, =38 kann die eine Schale eine Umdrehungstliiche bil-
den, wiithrend die andere zur Rotationsachse degenerirt.

Il Ausbiegende Kriimmungslinien. 2(@o,—2) <0 2(0,—2) < 0.
Immer vier Haupttangenten, jede zweite einer anderen Schaar ange-
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hirend. Die Evolutenschalen bilden entweder zwei geschlossene Trich-
ter, einen auf jeder Seite der Fokalebene, mit je zwei durch die Spitze
hindurchgehenden Kanten, oder es ist einer der Trichter theilweise durch
die Fokalebene hindurch umgebogen. wobei entweder vier Schnittlinien
mit der Fokalebene und zwei auf dem nicht umgebogenen Theile durch
den Fokalpunkt hindurchgehende Kanten vorhanden sind, oder auch nur
zwel Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene existiren, in welchem
Falle die Kanten der [fraglichen Evolutenschale verschwinden.

Ul Durchgehende Krimvnungslinien beider Schaaren. @, Z 8 ~ ®,,
Zwei oder vier Haupttangenten, Im letzten Fallen gehiren drei, welche
mnerhalb eines Winkels von “j verlaufen, einer und derselben Schaar

an, wobei die mittlere beiderseits von anschmiegenden Kriimmungslinien
umgeben ist. Die eine Evolutenschale bildet einen geschlossenen Trich-
ter mit einer durch den Fokalpunkt gehenden Kante. Die andere kann
entweder einen aul derselben Seite der Fokalebene belegenen geschlos-
senen Trichter mit drei durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kanten
bilden, oder sie ist theilweise durch die Fokalebene hindurch umge-
bogen. In diesem Falle bleiben entweder auf derselben Seite wie die
erste Schale vier Bliitter, von denen zwei eine durch den Fokalpunlkt
hindurchgehende Kante haben, es existiren vier Schuittlinien mit der
Fokalebene und es sind auf dem umgebogenen Theile zwei durch den
Fokalpunkt hindurchgehende Kanten vorhanden: oder aber es bleiben
auf der urspriinglichen Seite der Fokalebene nur zwei Blitter, auf de-
nen eine durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kante verlduft, es
existiren nur zwei Schnittlinien zwischen Evolute und Fokalebene, und
die umgebogenen Theile sind ohne Kanten. Der in diese Categorie
gehirige Specialiall 2 = 0 bietet cine Evolutenschale auf jeder Seite
der Fokalebene dar mit je eciner Kante, deren Tangente in der Fokal-
ebene belegen ist und diejenige der anderen Schale rechtwinkelig
schneidet,

Die Untersuchung der Kreispunkte der Flichen wiire ohne Be-
riicksichtigung  solcher Fliachenpunkie, in welchen der Unierschied der
Haupthrinunungen wnendlich Elein ist, ohne gleich Null zu sein, unvoll-
stindig,.

Sy G :
Da in einem solchen Punkte » — { = + - ist, so haben die geo-

diitischen RKriimmungen der Hauptkrimmungslinien unendlich grosse
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Werthe, falls nicht 7V = 00 eder W =0 ist. Nur wenn eine dieser
Bedingungen erfiilllt ist, kinnen wir durch -die Differentialquotienten
der Flichengleichung Aufschluss iiber die geometrischen Figenschaften
des Fliichenelementes gewinnen. Wir gehen also von der Annahme

= -+ :ﬁ v =0 aus. Da hierbei dx = do, ist, mithin UW &’ und

£2" dieselbe geometrische Bedeutung wie im allgemeinen Flichenpunkte
haben und aufl dieselbe Weise aus den Differentialquotienten der Flichen-
gleichung erhalten werden, so kinnen wir die beiden Hauptkriimmungen
D, und D, als Funktionen von o, in einer Potenzenreihe entwickeln,
wobei wir finden:
.H, D, =r—it+ fr,{U_. ) + f;'_ (' — ﬂ”j :

Ist nun » —{ von derselben Grissenordnung wie o,, und haben
U und W sowie U — W endliche Werthe, so ergiebt die Bedingung
D,— D, =0 die Existenz cines Kreispunktes, dessen Ort durch die
Gleichung

] il
T

angegeben wird, und fiir welchen die Ableitungen UW ete. nur um
unendlich kleine griisssen von denen im gegebenen Punkte differiven.
Wenn aber U7 und W endliche Werthe haben, die Differenz U7 — W
von derselben Griissenordnung wie o, und die Differenz + — f von der-
selben wie @ ist, so ergiebt die quadratische Gleichung, dass ein oder
zwei Kreispunkte sich in unendlich kleiner Entfernung vom gegebenen
Punkte befinden, oder aber, dass das Minimum des Unterschiedes der
beiden Hauptkriimmungen errveicht wird, ohne dass in der Nihe ein
Kreispunkt sich befindet, wenn niimlich

2(r —f) (@' — 2") > (U— W)

ist. In dem Punkte, wo dieses Minimum erreicht wird, ist U= W
o 1 fIR# ‘EEHM 2o ﬂ”"' Epr

ks =0 und < S

nienfigur von dem in der Fig. 27 dargestellten Typus M

wonach die Kriilmmungsli-

-

ist. Bei Abnahme der Differenz » —f nach Null hin

geht diese Figur unmerklich in die in der Fig. 16 5. 90

dargestellte iiber. Da nun die Kriimmungsdifferenz r — f

beliebig klein gewiihlt werden kann, wobei sich eleichzeitig 12, infinite
Nova Acta Reg. Soe. Sc. Ups. Ser. 1L Lmpr. */x1 19K 15

Fig. 27.
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o da ; S
” unendlich gross von beliebiger

r_HrE P
Urdnung gemacht wird, so folgt hieraus, dass man Kriimmungslinien
antreffen kann, welche sich einer anderen solchen beliebig nahe an-
schmiegen, ohne dass ein Kreispunkt vorhanden wiire,
I

[ a)

Null niihert, und der Werth

Wenn in einem Kreispunkte U — W = ist, @, — @ aber einen

endlichen Werth hat, so giebt es immer einen anderen Kreispunkt in
unendlich kleiner Entfernung, und zwar, wenn U und W endliche
Werthe haben, nur einen. Die Gleichung
0= 0,(U— W) 4% (0,— 9)
= = I} T

wiebi den Ort des anderen Kroispunkies an, und fiir seine geome-
trischen Constanten, welche wir mit 7, W, bezeichnen erhalten wir:

T — Ty O T a0 [y — @) e (TT TN

Da nun W bis auf unendlich kleine Griissen denselben Werth fiir beide
KRreispunkte haben muss, so hat das Produkt w{x — ) verschiedenes
Vorzeichen in den beziiglichen Punkten, und die Kriim-
mungslinienfigur des Fliichenelementes stellt sich als
die in der Fig. 28 reprisentirte heraus. Wir sehen
unmitielbar, wie durch Zusammenriicken beider Punkte
Fig. 28, der Kreispunkt der Fig. 16 5. 90 entsteht. Ebenso
finden wir die geometrische Bedeutung davon, dass bei U= W in
einem Kreispunkte die beiden anderen Kriimmungslinien orthogonal
stehen und endliche Limeswerthe fir &, aufweisen, Anders wiire iiber=
haupt die Zusammensetzung von zwei Kreispunkten und der dadurch
bedingte Uebergang zwischen den Typen mit ausbiegenden und um-
biegenden Kriilmmungslinien undenkbar.
Bei r — = :1_- p=t=1w=0 w0 findet sich immer ein
Kreispunkt in unendlich kleiner Entfernung auf der s,-Linie und durch
die Gleichung

a 211‘ - = I!I}
0 e e — O
i — 0
werden die Oerter von zwel anderen Kreispunkte auf der s,-Linie be-
stimmt, deren Existenz davon abhiingt, das€ @' — @ und r — ¢ ver-

schiedenes Vorzeichen haben.
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Da liings der s-Linie U und W gleichzeitiz durch Null hindureh-
gehen, so ist fiir beide diese Kreispunkte

W 0= W =029 (@ — 2= —2a"(r—1% .

Fiir den auf der s,-Linie liegenden Kreispunkt, welcher eine mit der
Y-Achse zusammenfallende Kriimmungslinie hat, haben die Grijssen
VI dieselbe Bedeutung wie die Grissen WU fitr eine mit der X-Achse
zusammenfallende Haupttangente. Fiir seinen Ort finden wir:

r—iI—a, =1

und da V =a,,2" ist, I{ aber einen endlichen Werth hat, so ist fir die-
sen Punlkd

= o = i
Vollly— Vo) =08 =2'(r=1) .

Da nun 2" und £ bis aufl die unendlich kleine Griisse ri(r — {) iden-
tisch sind, so finden wir, dass die beiden auf der durch den Punkt
t=1ut=w =0 gehenden s-Liniec belegenen Kreispunkte einer und der-
selben Categorie angehiren, wiihrend der auf der s, -Linie belegene
den entgegengesefzten Typus aufweist. Die einzelnen einfachen Kreis-
punkte haben das gemeinsame Charakteristicum, dass U7 und " unend-
lich kleine Werthe haben, wiihrend /' endlich ist, entstehen aber als
Grenztypen auf vier verschiedene Arten. Die auf der s-Linie belege-
nen haben keine Symmetriebene und besitzen in Uebereinstimmung
hiermit drei Haupttangenten, von denen jedoch die eine mit der X-
Achse zusammenfiillt. und die andere einen unendlich kleinen Winkel
mit dieser bildet, wiihrend die dritte bis auf einen unendlich kleinen
Winkel mit der Y-Achse parallel ist. Je nachdem nun w(u, —w,) = 0
ist, zeigen die Kriimmungslinien den umbiegenden oder den ausbiegen-
den Typus. Dass der letzterwiihnte Typus auch bei zwei unendlich
nahe fallenden Haupttangenten vorkommt, erkliirt sich daraus, dass, wenn
sich # und w Null niihern, die geoditischen Kriimmungen der Haupt-
kriimmungslinien unendlich gross werden, so dass sie schon in unend-
lich kleiner Entfernung vom Kreispunkte eine endliche Divergenz ha-
ben kinnen.

Der auf der s,-Linie belegene Kreispunkt, dessen Haupttangente
mit der Y-Achse zusammenfillt, repriisentivt entweder den Grenztypus
eines Kreispunktes mit nur einer Haupttangente und umbiegenden Kriim-
mungslinien, oder stellt einen Kreispunkt mit ausbiegenden Kriimmungs-

. . . 4 " " ayw . - '
linien dar. in welchem zwei der Winkel @ sich gleichzeitiz infinite
r L o -‘}

—_
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nithern, wobei also zwei symmetrische Haupttangenten existiren, welche
unendlich kleine Winkel mit der X-Achse bilden.

Wenn

Fig. 30

Fig. 31.

Q"(@ — 2"”) > 0 ist, und dabei r — ¢ und @’ — 2"
verschiedene Vorzeichen haben, so ist fiir die beiden
auf der s,~Linie belegenen Kreispunkte w,(u, —w,) >0,
und die Kriimmungslinienfigur nimmt das in der Fig, 29
schematisch dargestellte Aussehen an, wenn r—f = _é
w >0 @ >0 >0 ist. Beim Zusammenriicken der
drei Kreispunkte im Punkte »=u=w=0 entsteht
die in der Fig. 30 dargestellte Kriitmmungslinienfigur,
die also einem Kreispunkte i, =w,=0 bei g(@, — 2,)>0
entspricht. — Dass diese Kriimmungslinienfigur auch
direkt als Grenztypus fir die Kreispunkte mit nur
einer Kriimmungslinie entsteht. ersehen wir aus der
Fig. 31. Der Kreispunkt, dessen Haupttangente mit
der Y-Achse zusammenfiillt, hat u=w =0 w>u>0

| : S :
und ¢ = = bei 2 = 0. FEs findet sich also auf der

durch den Kreispunkt gehenden Hauptkriimmungs-
linie in der Richtung negativer ¥ ein Punkt v =w =10,

in welchem r —t = 4 — ist. Wenn also in diesem Punkte @' = 2" =0
L7 #]

ist, so findet sich kein Kreispunkt auf der durch ihn gehenden s,-Linie.
Beim Zusammenfallen des Kreispunktes mit dem Punkte v =w =0 geht
nun das Schema der Fig. 31 unmittelbar in dasjenige der Fig. 30 {iber.

Wiire aber anderseits im Punkte v=u=w=0 "> ¢ =10,

Fig. 33,

so wiirden sich auf der durch ihn gehenden
s,=Linie in unendlich kleiner Entfernung zwei
Kreispunkte vom Typus wie — w) <0 finden,
und es wiirde die Kriimmungslinienfigur der Fig,
32 entstehen, welche bei Zusammenriicken der
drei Punkte diejenige der Pig. 33 giebt. Eine
dhnliche Figur entsteht bei @’ 2 0 2 27, wobei
nur, wenn 2" < 0 ist, in den beiden Figg. 32 und
33 Oben mit Unten zu vertauschen ist. Die einem
Kreispunkte u, =w, =0 bei 9,(w, — 2,)< (0 eigen-
thitmliche Kriimmungslinienfigur (Fig. 33) entsteht
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auch direkt, wenn in einem Kreispunkte mit aushiegendem Kriimmungs-

v » . o . . 5w - T i
linientypus die zwei Winkel @ sich infinite dem Werthe - nihern.

-
Da diese Kreispunktstypen in obiger Darstellung nicht niiher
untersucht worden sind, wollen wir sie hier niher betrachten, Zu-
niichst finden wir, dass die geodiifische Kriimmung einer Hauptkriim-

mungslinie bei #=w=0 den Werth il-l oder g bekommt, indem die

zweite Ableitung der Differentialgleichung fiir die Hauptkriimmungs-
linien
dyd’y 2"

2 g il 0
ol o

i de
ergiebt. Wir ersehen hieraus, dass bei §*' 7 0 lLings der X-Achse
keine Kriimmungslinie mit endlicher geodiitischer Kriimmung in den
Kreispunkt eintritt, dass im Gegentheil eine Spitze gebildet wird, und
zwar eine, welche mit derjenigen einer semicubischen Parabel eine Be-
dy
dz?
einen endlichen Werth haben oder gleich Null sein. Fiir diesen
Fall ergiebt die niichste Ableitung nach FEinsetzen von dy = 0 und
dyd?y =10

rithrung dritter Ordnung hat. Bei 3" = 0 muss aber andererseits

x az;_ da® + (69*% 4 3r2t — 350 d2*d*y 4+ Jwda(d®y)* + dwdredydiy =0
2249y ,

welche Gleichung, da ri;;re’:;; bei r:'jj = U und endlichem Werthe von
L (£ 1 4

-
ri_% auch einen endlichen Werth haben kann, einer Schaar von liings
dx
der Y-Achse einstrahlenden Kriimmungslinien entsprechen kann. Welche
von diesen reell sind, lisst sich allgemein nicht ohne Zuhilfenahme
von Ableitungen noch hiherer Ordnung entscheiden. Wenn aber das

B

G 3 : )
Fliichenelement symmetrisch zur ¥Y-Achse ist, so dass - ver-

dxtoy
schwindet, so wird die Gleichung bei endlichem Werthe von :;:*’: durch
die zwei Werthe

R 22,
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erfiillt, in welchen wir 2 — 3+* = @, und ?* — ¥ = 2, gesetzt haben,
indem wir die ohne geodiitische Kritmmung lings der .Y-Achse eintre-
tende Hauptkriimmungslinie als s,-Linie bezeichnen und das Coordina-
tensystem p=qg=v=u=w=0 anwenden, Die mit der Y-Achse zu-
sammenfallende bezeichnen wir als s,-Linie und diejenige, welche mit
endlicher geodiitischer Kritmmung liings der X-Achse eintritt, als s, -
Linie. Wiihrend wir also 2, = @, haben und @,, =@, . finden wir
Q= — Eﬁ.ﬁ === A
(e
mithin

H.f.ir[u"ﬂr —QHII e .".“,'E'IJ, — 2,))

welcher Satz a priori postulirt werden kann und daher den Riick-
schluss gestattet, dass die beiden Kriimmungslinien mit endlichem
- i - 2
Werthe von ; Y unter den gegebenen Voraussetzungen reell sind,
o 4

Wenn wir uns zuniichst dem Typus £,(o, — 2,) > 0 zuwenden

und dabei den Fall e >0 @, > 8, >0 wihlen, so finden wir, dass,

wenn die s,,-Linie positive geoditische Kriimmung hat, immer 24,, >

by, 2, >00st. Bei @, =20, =20, I[allen die s~ und s,,-Linien

zusammen, und wenn die s,,-Linie negative geodiitische Kriimmung

hat, so ist immer 20, ~ @, > 2, > 0. Erst beim Grenzwerthe @, = 2,

2,

erreicht die geodiitische Kriitmmung der s,,-Linie den Werthe — =7,
: it

welcher den Limeswerth [iir fl der s,-Linie darstellt, wobei 2, =0
by
wird, Wir finden hieraus, dass immer diejenige von den beiden liings
der X-Achse eintretenden Kriimmungslinien, deren geoditische Kriim-
mung am meisten von dem Limeswerth ;f der s,-Linie abweicht, bei-
i

derseits von anschmiegenden Kriimmungslinien umgeben ist, wodurch
die Kriimmungslinienfigur der Fig. 30 S, 116 auf direktem Wege erhal-
ten wird.

Nunmehr liisst sich die Lvolute leicht construiren. Zungichst
haben wir zu beachten, dass w,, beim Durchgang durch den Kreispunkt
liings der s,-Linie sein Vorzeichen wechselt, wonach die beiden Evo-
lutenschalen verschiedenes Vorzeichen des Kriimmungsmasses haben.
Wenn wir diejenige Schale, welche zuerst von den Normalen beriihrt
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wird, als die erste bezeichnen, so hat die erste negatives, die zweite
positives Kritmmungsmass., Von den abwickelbaren Normalfliichen zeigt
die, welche der s,-Linie entspricht, den Typus der Fig. 4 S. 78 und
die der Richtung positiver ¥ am niichsten verlaufende den der Fig, 6,
withrend die dritte eben diesen oder den der Fig. 7 darbieten kann
oder auch das nicht durch eine besondere Figur repriisentirte Vorhiilt-
niss 402 > @ > 30 aufweist, Die Gleichungen der Normale geben fiir

"FE. = [ o = — = r.l':rl{"
"

wonach die Evolute eine Schnittlinie mit der Fokalebene hat,

welche von der Y-Achse tangirt wird. Die Fig. 34 giebt St

uns schematisch die wohl ohne Weiteres werstiindlichen

Schnittlinien der Evoluten mit zwei auf beiden Seiten des

Fokalpunktes parallel zur Tangentialebene gelegten Ebenen, e
z

Der Verlauf der geodiitischen Linien auf den beiden Scha-
len ist mit Hilfe der Kriimmungslinienfigur (Fig. 30) leicht
#zu verfolgen. Wenn £, oder w das Vorzeichen wechselt,

so besteht die einzige Aenderung darin. dass die beiden }\
Schalen ihren Platz beziiglich der Fokalebene oder der AT

X Z-Ebene tauschen und die Kriitmmungslinienfigur um 180°
gedreht wird.
Fitr den Typus @,(®@, — 2,) < 0 finden wir, dass die geodiitische

Fig. 34.

Kritmmung der s,,-Linie immer dasselbe Vorzeichen hat wie Lim, 5
- 3
der s,-Linie und numerisch grisser als dieser Limeswerth ist, wonach
sich die Kriimmungslinienfigur der Fig. 33 direkt ergiebt. Weiter folgt
aus der Relation @,=90, 4 @, . dass immer [iir die eine der betref-
fenden Linien @ Z @ Z 0, fir die andvre @ Z 0 Z @ ist. Wiihlen wir
als Beispiel mi>0 @,>®,>0, wobei 2,, <0 erhalten wird, und
= : ey A : L :
fiir die s, ~Linie i negativ ist, wie es die Fig. 33 darstellt. Die der

kS

s,~Linie entsprechende abwickelbare Normalfliiche ist dann vom Typus
der Fig. 8 8. 80, die der s,,-Linie entsprechende von dem der Fig. 9.
Bei diesem Typus haben beide Evolutenschalen Theile mit Kriimmungs-
mass von verschiedenem Vorzeichen, Von der ersten Schale, welche
drei Kanten hat, zeigt das Blatt, welches von der Normale im Punkte
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r=10 » >0 aul der 5,-Linie zuerst beriihrt wird, negatives Kriitmmungs-
mass, withrend die beiden {ibrigen positives haben, und von der zweiten
Schale hat der zwischen Fliche und Fokalebene belegene Theil nega-
tives, der tirige positives Kriimmungsmass. Die Anordnung
der Evoluten zeigt die Fig. 35. Der Verlauf der geodiiti-
schen Linien der ersten Schale mit ihren drei Blittern und
drei Kanten gestaltet sich ganz analog dem Verlaufe bei
einer Evolute, die aus zwei dreieckigen Trichtern besteht
— mit der einzigen Ausnahme, dass die Linien auf dem
convex-concaven Blatte nach dem Fokalpunkte zu conver-
airen, ohne jedoch in diesen hineinzulaufen, da sie die

/l\\ betrefiende Kante iiberschreiten, ehe sie ihn erreichen. Aul

-/ der zweiten Schale entspricht einer vom Punkte 4z = 0

Fig. 5. if < 0 zu einem Punkie # >0 4y < 0 verlaufenden Kriim-
mungslinie eine geoditische Linie, welche von einem Punkte 45 < 0

I v

o I » Y . ¥ 3
44 =0 > = ausgeht, dic Fokalebene in einem Punkt 450 a3 > 0
=

passirt, um durch einen Punkt 45 = 0 45 = 0 T < - weiterzulaufen.
r

Wie bei dem Typus g,(o, — 2,) =0, tritt, wenn w oder £ sein
Vorzeichen wechselt, keine andere Aenderung ein, als dass die beiden
Evolutenschalen ihren Platz wechseln, und die Kriimmungslinienfigur
der Fig. 33 um 180° gedreht wird,

Den Uebergang zwischen den beiden geschilderten Typen der
Kreispunkte u, =, =0 stellen die Fille ,(®, - 2,)=0 dar, in welchen
wie wir gesehen haben, immer fiir die eine der liings der X-Achse
eintretenden Kriimmungslinien @ — =0, fir die andere 2=0 ist,
Um den Uebergangsmodus zu untersuchen, haben wir also zuniichst

1 . :
@ — = — zu setzen, Wenn das Flichenelement in der Y-Achse

{ .

P nd dg,
ta, ila,
Existenz anderer Kreispunkte in der Niihe wird durch die Gleichung

gleich Null, und die

eine Symmetrielinie besitzt, so sind

al gt d* o
Em—g)y 2 J f.___...__etizﬂ
2 (@, } +2-l- da, da?
bestimmt, Wenn sie zwei reelle Wurzeln hat, so ist fiir die beiden
Kreispunlkte
: s o7
i, — W, = a,(b, — @,) + =5

Feo, da,

e —— = —0 —_
i ﬂ": P n’:,g ) ! [mf ﬂf}
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und da @, einen endlichen Werth hat, mithin w, = 6,90, ist, so resultirt
wo(ty — wy) = — 0*, 2, (0, — 2,)

" Der Uebergang geschieht also dadurch, dass sich zwei Kreis-
punkte von entgegengesetztem Typus liings der s,- oder s, -Linie dem
fraglichen Kreispunkte niéihern. Auf den Evoluten tauschen dabei die
beziiglichen Theile der ersten und zweiten Schale ihren Platz, indem
die betreffenden Kanten von der einen auf die andere iibergehen, wie
es der erste Blick auf die Figg. 34 und 35 lehrt,

Wenn in einem Fliachenpunkte » — { ; und dabei V = U= W=

=W = 0 ist, so kinnen sich zwei oder vier Kreispunkte in unmittel-
barer Nihe befinden, oder aber es kann der betreffende Punkt das
Minimum des Unterschiedes der beiden Hauptkriimmungen darstellen.
Die betreffenden Gleichungen

Fetd S —a) =0

¥ 2 ' T
r—ttp (2 —2)=0
geben die Bedingungen fiir die verschiedenen Maglichkeiten an. Wenn
wir die beiden Werthe 9 und £"., welche nur unendlich wenig

differiren, mit £ bezeichnen, so finden wir beir — ! = — keinen

Kreispunkt in der Nithe im Falle @ > 2 > ", zwei im Falle
(@ — @) (@” — 2) =0 und vier im Falle @’ < @ < @”. Im ersten Falle
entsteht eine Kriimmungslinienfigur, welche sich derjenigen eines Kreis-
punktes mit vorbeigehenden Kriimmungslinien beliebig niihert, da » —¢
beliebig klein gemacht werden kann, und welche bei » — ¢ =0 auch
unmittelbar in diese iibergeht,

Nach oben befolgter Methode lisst sich zeigen, dass bei Vor-
handensein von zwei Kreispunkten w, (1, —w,) Z 0 ist, je nachdem fiir
die betreffende Linie 2 (@ — 2) Ef: 0 ist, so wie dass bei Vorhandensein
von vieren das eine Par w, (4, —w,) >0, das andere w6, (v, — wy) <V
hat. Auf diese Weise entstehen die drei Haupttypen der Kreispunkte
mit zwei Symmetrieebenen, wie es die Figg. 36—38 zeigen, durch Zu-
sammenriicken von zwei oder vier einfachen Kreispunkten,

Nova Acla Reg. Soc. Se. Ups. Ser. IIL  Impr. "/xx 1900 16
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Fig. 36. Fig. 87. Fig. 38.

Auch asymetrische Combinationen von zwei einfachen Kreispunkten
wie z B. die Fig. 39 eine zeigt, kinnen vorkommen, wenn niimlich
in einem Fliichenpunkte »r — ¢ = Ly T =0 dabei aber U= s

= oo
ist, indem dann die Gleichung S. 113 zwei verschiedene
reelle Werthe fiir o, angiebt, wonach u, fiir die beiden
Kreispunkte numerisch verschiedene Werthe mit ver-
schiedenem Vorzeichen hat, wiihrend u, —w,, wie es
die Gleichung 5. 114 zeigt, fiir beide Kreispunkte nume-
risch gleiche Werthe mit verschiedenem Vorzeichen hat.

Nach eben derselben Methode finden wir die Formen 2(@,— )= 0

o(@,, — ) =10 der Kreispunkte mit zwei Symmetrieebenen, welche die
Uebergiinge zwischen den drei Haupttypen darstellen, indem wir die
1 1

Filllle @, — 2 = GL D, —0=— 0= l. untersuchen. Im Falle {h,—ﬂ=~°—°-
[v_a] [=a)

Fig. 39

kiinmen in unendlich kleiner Entfernung auf der s,-Linie ein oder zwei
Kreispunkte Vorhanden sein, fiir welche i, (1, — w,) entgegengesetztes
Vorzeichen gegeniiber @(@, — 2) hat, und der Uebergang geschieht
durch Zusammenriicken beider oder aller drei Kreispunkte. Wir erin-
nern uns, dass

(w, — Q) cos* I 4 (@, — 8) sin* &
il 5 =

=1

@y — Ry, =20 L7

ist, wonach nur in Kreispunkten mit vorbeigehenden Kriimmungslinien

2 oder g, gleich Null sein kann, ohne dass zwei Linien @ — 0 —10

vorhanden sind. Dagegen hat 2,, einen endlichen Werth, wenn nur

cine Linie ¢ _ 0 — 0 existirt, :

/ 5 Da es iiberfiissig erscheint, den
Uebergang fiir die verschiedenen Fiille
ausfithrlich durchzugehen, begniige ich
mich damit, in den Figg, 40 4 und B zwei
Beispiele zu zeigen. Fiir die erste dieser

Fig. 10. Kriimmungslinienfiguren ist @,>32> (0
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da o 02 S :
¢,— 0 i e 0, fir die zw =
F qo, To = U, e zwelte 2 > o, = 0 o, = 1
dw d . '
by G4 < . Jene bildet den Uebergang zwischen Kreispunkten

da, do,,

mit umkreisenden und solechen mit vorbeigehenden Kriimmungslinien,
diese zwischen solchen mit ausbiegenden und vorbeigehenden Kriim-
mungslinien. Liings der s,-Linie stellen diese Kreispunkte einen Typus
hisherer Ordnung dar, und in Uebercinstimmung damit finden wir, dass
diese Linie micht mehr auf beiden Seiten des Kreispunktes derselben
Schaar der Kriimmungslinien angehirt,

Aus dieser Darstellung, welche infinite fortgesetzt werden kann,
geht hervor, dass, wenn in einem Kreispunkte ausser D, — D, auch
dD, -dD, &#D, —®@#D, ..... bis d"D, — d*D,, liings einer bestimmten
Kriimmungslinie gleich Null sind, die fragliche Kriimmungslinie nur
dann auf beiden Seiten des Kreispunktes derselben Schaar angehiirt,
wenn # eine ungerade Zahl ist.  Wenn wir nun bei 2 =0 den Kreispunkt
als solchen erster Ordnung in Bezug auf die fragliche Kriimmungslinie
bezeichnen, wobei ein Kreispunki m-ter Ordnung als aus m einfachen
Kreispunkten zusammengeseizi angesehen werden kann, so kiinnen wir
folgenden Satz aussprechen:

Wenn die Ordnungszall eines Kreispunkies lings einer Krinumungs-
linie gerade isl, so gehdrt diese auf beiden Seilen des Kreispunkies dersel-
ben Schaar an; im enlgegengesetzien Falle begegnen sich lings der gegebe-
nen  Hauptlangente im  Kreispunkie zwei Kriimmungslinien, welche je einer
der beiden Schaaren angeldren.

Bei Zusammensetzung einer unendlich grossen Zahl von Kreis-
punkten entstehen Linien sphiirischer Kriimmung. Diese sind von
zweierlei Art, je nachdem ausser D, — D, =0 auch dD,=dD, =0
lings der ganzen Linie ist oder nicht ist. Letzterer Typus, welcher
auf den allgemeinen Canalfliichen vorkommt, entsteht nach dem Schema
der Fig. 28 5. 114 und hat also orthogonale Kriimmungslinien, welche
die Linie unter spitzen Winkel schneiden, aber die Kriimmungslinien
der einen Schaar setzen sich nicht geradlinig auf der anderen Seite
der Linie sphiirischer Kriimmung fort, sondern biegen bei Durchgang
durch diese rechtwinkelig um,

Zu der anderen Categorie gehiren die Linien sphirischer Kriim-
mung auf den Umdrehungsfliichen. Fiir einen Punkt auf einer solchen
Linie ist im Coordinatensystem p=g¢=v=#=w =0 auch @, =0,
wiihrend £ und w von Null verschiedene Werthe hahen kinnen, Die



124 A. GULLSTRAXD.

eeodiitische Kriimmung der Linie sphiérischer Kriilmmung muss offenbar

) ( ; | i : : : ot pil
eleich “ dem Lim. .- der s,-Linie sein, einestheils weil die Linie
(i1 i
sphiirischer Kriimmung ein Parallellreis auf der Umdrehungsfliche ist,
d* D,

anderentheils auch weil nur fiir diese geodiitische Kriimmung —
8

aleich Null ist, wenn @ einen von Null verschiedenen Werth hat. Wie
3
wir S. 117 gesehen haben, hiitte aber dann -(-';'-y-f-i Y bei gy ~ 0 e¢inen
dx dx

endlichen Werth, falls die Linie sphiirischer Kriimmung eine Kriim-
mungslinie wiire. Im allgemeinen Falle stellen also die Linien sphii-
rischer Kriimmung der Umdrehungsflichen nicht Kritmmungslinien dar,
sondern sie sind die einhiillenden Curven der unendlich kurzen Kriim-
mungslinien, welche zwischen den einzelnen Kreispunkte der Linie ver-
laufen. Die Kriimmungslinien gehen nicht durch die Linie hindurch,
sondern die Meridiane gehdren auf jeder Seite der Linie einer anderen
Schaar an. In Uebereinstimmung hiermit ist die Umdrehungsachse
aus Theilen beider Evolutenschalen gebildet. Die Abwickelbare Nor-
malfliiche limgs einem Meridiane ist némlich nach dem Typus der
Fig. 4 S. 78 angeordnet, wobei die Linien EF und F, die je einer
Schale angehiiren, in die Umdrehungsachse zusammenfallen. Ist da-
goegen e gleich Null, @, 20, so dass die Linie sphiirischer Kriimmung
als von zweiter Ordnung lings einem Meridiane angesehen werden
lkann, so gehen die Kriimmungslinien der einen Schaar durch die Linie
hindurch, und die Linie selbst ist eine Kriimmungslinie der anderen.
Dies ist u. A. der Fall, wenn die Linie sphéirischer Kriimmung einen
Aequator der Undrehungstliiche darstellt,



4. Die Constitution des nicht astigmatischen Strahlenbtindels.

Fiir ein Strahlenbiindel, dessen Leitstrahl die Normale in einem
Kreispunkte der Wellenfliche darstellt, habe ich in meiner fritheren
Publikation den Namen quasihomocentrisch angewendet. Seitdem hat
aber in der Litteratur der constructiven Optik das Wort anastigmatisch
Fingang gefunden, und deshalb ziehe ich es vor, nunmehr diesen Aus-
druck anzuwenden, obwohl seine sprachliche Herleitung nicht sehr an-
sprechend ist.

Ebenso wie wir bei der Untersuchung des allgemeinen Strahlen-
biindels neue Gesichtspuukte fanden, die beim Fliichenelemente nicht
beriicksichtigt waren, so haben wir auch, um das anastigmatische
Strahlenbiindel kennen zu lernen, gewisse Umformungen der bereits
hekannten geometrischen Griissen des Flichenelementes und der Evo-
lute vorzunehmen und neue Untersuchungen hinzuzufiigen, wobei haupt-
siichlich dieselben Probleme zu lisen sind, die uns beim allgemeinen
Strahlenbiindel entgegentraten.

Wie wir S. 39 gesehen haben, kinnen wir die allgemeinen Glei-
chungen der Normale durch Entwickelung in Reihen erhalten, indem
wir einestheils die Coordinaten des Flichenpunktes, anderentheils aber
auch die trigonometrischen Tangentenwerthe p und ¢ als unabhiingige
Variabele betrachten. Die nach erstgenannter Methode angegebe-
nen Werthe gelten ohne Weiteres fiir das anastigmatische Strah-
lenbiindel, aber in den nach den Variabelen p und ¢ ausgefiihrten
Deductionen haben wir geometrische Grissen eingefiihrt, welche fiir
das anastigmatische Strahlenbiindel nicht gelten. Wir haben also zu-
niichst die fiir die Entwicklung der Normalengleichung in Potenzen von
p und g nithigen Werthe anzugeben und zwar durch die Differential-
quotienten der Fliichengleichung ausgedriickt. Es ergiebt sich unmit-
telbar fiir ein Coordinatensystem p=g=v=0:

d4f = ({, —¢)dp dn = (¢, — £)dq
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. 5 _
d'§ = — ::- dpt — :L dq’ d'n=— ";'f dpdg — :r_z dy*
. 3t — 39" 3w da o w(u42)
d'E= ( = ’) dp'— dpidg— 3(--—--- Gt )dpa‘q

== (at = ‘?.'f’ff!) dq*

?.4 7

o™ i e w[u-|-£wl 8 o (A% Bww
Pn= —— dp _i.lf et ){Ip dg —3 (}- - ur.—_] dpdg® —
2% — 3r° 3 (wr® 4 )
_( — )a‘t,r‘

Simmtliche Coéfficienten dieser Gleichungen sind lineare Griis-
sen, welche allen Wellenflichen gemeinsam sind und das Strahlen-
biindel an sich bestimmen. Ohne auf ihre geometrische Bedeutung
nither einzugehen, was unnitig weit fithren wiirde, begniigen wir uns

- a u r o
damit, zu constatiren, dass = der Kriitmmungshalbmesser der Kant-

linie der entsprechenden abwickelbaren Normalfliiche ist, sowie dass

9.3
5 _i'h - T:I dieselbe Bedeutung fiir diese Kantlinie hat wie 4’ im
?‘ Ll
allgemeinen Strahlenbiindel. Indem wir nun folgende Bezeichnungen

fiir ein Coordinatensystem p =g =v =0 einfiihren:
'H. - w -f ?I—". .1rr
e u i
e e R A R B 0¥ —® w4 2w) o
R A T U = e

" Jww _ o 3" 3+ w) _

¥ :i‘:’ gt .r!r'

A

und éhnlich wie beim allgemeinen Strahlenbiindel als erste bezw. zweile
laterale Aberration eines bestimmten Strahles die Abscisse § bezw, die
Ordinate » seines Schnittpunktes mit der Fokalebene bezeichnen, so
finden wir die einfachen Ausdriicke:

@§=— R'(dp* + ¥'dq?) Fy=—RQ2Vdpdg+2"dg)

5= — A'dp® —3B'dp*dq—3Cdpdg* — B'dg®
= —B'dp® —3Cdp*dq — 3B'dpdq* — A'dq®
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Diese Grissen sind es also, durch die wir ein anastigmatisches
Strahlenbiindel bestimmen, fiir welches die Orientirung einer den Leit-
strahl enthaltenden abwickelbaren Normalfliiche belkannt ist, Natiirlich
kinnten wir andere wiihlen, welche sich in unendlich vielen Combina-
tionen darbieten, wenn mehr als eine solche Normalfliche vorhanden
ist. In solchen Fiillen ist z. B. die Kenntniss der geometrischen Eigen-
schaften der verschiedenen s- und #-Linien ausreichend, um das Strah-
lenbiindel zu bestimmen u. s, w. Wir haben eben diese gewiihlt, um
die einfachsten Ausdriicke zu erhalten.

Ebenso wie im allgemeinen Strahlenbiindel bezeichnen wir die
Tangentialebenen der den Hauptstrahl enthaltenden abwickelbaren Nor-
malflichen als die Hauptschnitte des Strahlenbiindels. Die angefiihrten
geometrischen Grissen beziehen sich also auf einen bestimmten Haupt-
schnitt, und aus ihnen erhalten wir durch schon angegebene Mittel die
entsprechenden Grissen fiir einen anderen Hauptschnitt, wenn wir es
aus irgend einem Grunde vorzichen, das Strahlenbiindel vonldiesem
aus zu studiren, Ebenso wie wir die Bezeichnungen w,u,,....w,w,,....
angewendet haben, um die Werthe zu bezeichnen, welche « w in den
verschiedenen Coordinatensystemen p = g = = (0 annehmen, beniitzen
wir auch die entsprechenden Bezeichnungen A, 4%,....4,4, ...., um
die den verschiedenen Hauptschnitten des Strahlenbiindels angehirigen
seometrischen Grissen anzugeben. Fiir die drei Grissen, welche ein
anastigmatisches Strahlenbiindel mit zwei Symmetriebenen bestimmen,
setzen wir 4, =4',=4', 4,=4',=4, C=C,= C, und bezeichnen
die den symmetrischen, nicht orthogonalen Hauptschnitten entsprechen-
den Griissen mit 4,, bezw. C,, .

Zuniichst wollen wir nun mit Hilfe der S. 72 angegebenen Be-
dingungsgleichung dafiir, dass sich zwei Normalen schneiden, consta-
tiren, dass im anastigmatischen Strahlenbiindel, &hnlich wie in dem
allgemeinen, die Normalen, welche den Haupistrahl schneiden, eine gerad-
linige Fliiche bilden, welche lings dem Hauptstrahl einen Hauptschnitt
beriihrt, Es geht dies unmittelbar aus der Gleichung

v+ w(a4b) 4+ wab =ua + va(e 4 b) 4 wa*d
hervor, indem, wenn der Punkt z,,y,, dem Hauptstrahl entspricht, und

mithin dx,, =dy,=0 und a=>= -'fﬁf gesetzt wird, die Bedingung
dx,
dy,

i 0 mit der Bedingung » = 0 identisch ist.
X,
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Aus derselben Gleichung finden wir, dass nicht in allen anastig-
matischen Strahlenbiindeln ein beliebiger Strahl jede den Hauptstrahl
enthaltende abwickelbare Normalfliiche schneidet. Wenn niéimlich in
einem Coordinatensysteme p=¢g-—=v =0 der Punkt x,y, aul der die
X-Achse tangirenden Hauptkriimmungslinie belegen ist, mithin dy, =0
gesetzt wird, so resultirt die quadratische Gleichung:

(dz, — dx,) 2wdz, + wdy,) = u (dz®, — da?,,) + wdy,

welche, in Bezug auf dz, aufgelist, nur dann einen reellen Werth
giebt, wenn

12(0 —w)dz, —wdy,) + duwdy’, > 0

ist, Es ergiebt sich also, dass die den Hauptstrahl enthaltenden ab-
wickelbaren Normalfliichen nur unter der Voraussetzung i°> 0 von
jedem Strahle des Strahlenbiindels geschnitten werden. In scheinbarem
Widerspruch hiermit steht die leicht zu constatirende Thatsache, dass
in einem Strahlenbiindel mit einer Symmetriebene auch bei 4" < 0 jeder
Strahl die Symmetrieebene schneidet., Wie wir uns erinnern, haben
solche Strahlenbiindel die aus zwei dreieckigen Trichtern bestehende
Evolute, aus welcher es sich leicht erkliirt, dass die Strahlen, welche
die Symmetrieebene schneiden, ohne die mit ihr zusammenfallende Nor-
malfliiche zu treffen, jenseits der Kantlinie dieser durch jene hindurch-
gehen.

j Wir folgern hieraus, dass der Begrill der longitudinalen Aberra-
tion im allgemeinen anastigmatischen Strahlenbiindel nicht anwendbar
ist. Fiir die anastigmatischen Strahlenbiindel mit zwei Symmetrieebe-
nen haben aber simmitliche fiir das entsprechende astigmatische Strah-
lenbiindel deducirten Ausdriicke fiir die longitudinalen und lateralen
Aberrationen eines Strahles volle Geltung. Man hat nur @  dureh o, .
A" durch 4, u. s. w. zu ersetzen.

Bei der Untersuchung der Conoide des anastigmeatischen Straklen-
bitndels und ihrer Doppellinien ergiebt sich eine Vereinfachung gegen-
iiber dem astigmatischen Strahlenbiindel darin, dass die Conoide von
der Form #'4+ 9% = B* mit denen wvon der Form p* + ¢ = o' zusam-
menfallen.

Wenn wir uns zuniichst den Conoiden der allgemeinen anastig-
matischen Strahlenbiindel zuwenden, so finden wir, dass in einem Co-
ordinatensystem p= ¢ =v =10 zwei Strahlen sich unter den Bedingungen
dv, —dx,, =0 und dy, + dy,, =0 schneiden, welche Bedingungen die
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Gleichungen da, + dit, = da’, 4 dif,, = d I* erfiillen, woraus hervorgeht
dass eine Doppellinie der Conoide jedem Hauptschnitte des Strahlen-
biindels entspricht. Ausserdem giebt es aber noch eine andere Dop-
pellinie.  Zwei Strahlen schneiden sich niimlich auch unter den Bedin-
gungen dx, + dx,, = dy, + dy,, =0, d2*, 4 dy, = dat,, + dy},, = dR*.

Wiihrend die erstgenannten Doppellinien den in astigmatischen
Strahlenbiindeln vorkommenden villig entsprechen, so entsteht die letzt-
erwiihnte dadurch, dass jede geradlinige Fliche, welche von den Nor-
malen liings einer durch den Kreispunkt hindurhgehenden geodiitischen
Linie gebildet wird, eine Doppellinie aufweist, indem ihre Striktionslinie
eine Spitze im Fokalpunkte hat. Die Bedingung hierfiir ist, dass die
geodiitische Torsion beim Durchgang der Linie durch den Kreispunkt
ihr Vorzeichen wechselt, Diese Doppellinie findet sich also nicht bei
Strahlenbiindeln, fiir welche s@mmtliche Differentialquotienten dritter
Ordnung in der Flichengleichung gleich Null sind, die der vierten aber
endliche Werthe haben.

Bis aufl unendlich kleine Grissen dritter Ordnung fillt diese Dop-
pellinie mit der  Selnittlinie des Conoides mit der Fokalebene zusammen.
Wenn wir néimlich in die Normalengleichungen T = 1 - 1 setzen und
§ bezw, 5 nach Potenzen von & und y entwickeln, wobei unendlich
kleine Grissen hiéherer Ordnung als der zweiten vernachlissigt wer-
den, so erhalten wir die beiden Gleichungen :

- I

B (ua® 4 wif)
)= — L (2wzy 4+ wy')
L PR e ;

welche unveriindert bleiben, wenn & und y gleichzeitig das Vorzeichen
wechseln. Zusammen mit der Gleichung

at —I— yi —

fir die Begrenzungslinie des Conoides stellen diese Gleichungen eine
Ellipse dar, auf der in jedem Punkte sich zwei Normalen treffen, wel-
che je zwei diametral einander gegeniiberstehenden Punkten des Flii-
chenelementes entsprechen. Bei Mitnahme von unendlich kleinen Grijs-
sen hiherer Ordnung zeigt es sich zwar, dass die Doppellinie weder
exakt eine Ellipse darstellt noch in der Fokalebene belegen ist, so dass
wir das Resultat nur in der Weise formuliren kimnen, dass die frag-
Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IIL  Impr. %z 1900, 17



130 A. GULLSTRAND,

liche Doppellinie bei infinite nach Null hin abnehmender Oeffnung des
Conoides sich infinite der Form einer in der Fokalebene belegenen
Ellipse niihert.

Wie schon im vorigen Capitel anlisslich der Untersuchung der
Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene erwiihnt worden ist, stel-
len die einhiillenden Curven der Schnittlinien der Normalenconoide mit
der Fokalebene eben die Schnittlinien dieser mit der Evolute dar. Wenn
wir uns also an den ersten Anniherungswerth halten und, wie dort,
& bezw. y durch £ cosy bezw. R sing ersetzen, so erhalten wir die
Ellipsengleichung in der Form:

A

. g (cos® & 4 4" sin® )

REJ"E..F" ailn P AR 3
—— (Asin29 4 1" sin’3)

-

= —
aus  welcher unmittelbar hervorgeht, dass die durch den Fokalpunkt
gehenden Tangenten der Ellipse, weil von R unabhiingig, eben den Evo-
lutenwinkel bilden.

Wenn die XZ-Ebene eine Symmetrieebene des Strahlenbiindels,
mithin i” = 0 ist, so fillt die eine Achse der Ellipse in die X Z-Ebene,
und jede lilfte der durch diese getheilten Ellipse entspricht zwei ein-
ander gegeniiberliegenden Quadranten der durch die Coordinatenachsen
getheilten Begrenzungslinie des Conoides. Die Coordinaten des Mittel-
punktes der Ellipse sind:

_ RBrp

== I_. ---'I. +j'.r" = ]

LlF

die Liinge der in die XZ-Ebene fallenden Halbachse:

el )y
withrend wir die Linge der mit der Y-Achse parallelen Halbachse in
der Weise erhalten, dass wir r‘f;_:j = (0 setzen und den resultirenden
Werth von # ermitteln:

W= !R!;':RT &

Bei u=0 d. h. = geht die Ellipse durch den Fokalpunkt, in
Uebereinstimmung damit, dass der Evolutenwinkel, wie wir schon wis-
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sen, gleich n ist. Bei 2" < 0 liegt der Fokalpunkt innerhalb der Ellipse,
und es existirt keine Schnittlinie der Evolute mit der Fokalebene, Bei
2'=0 kionnen wir auf dhnliche Weise die Constanten der Ellipse er-
halten: sie steht dann aber nicht mit der einen Achse senkrecht auf
der entsprechenden Haupttangente, und ihr Mittelpunkt liegt nicht mehr
im entsprechenden Hauptschnitte, :

Es ist offenbar, dass der diinnste Querschnitt eines allgemeinen
anastigmatischen Strahlenbiindels durch die beiden Schenkel des Evo-
lutenwinkels — falls ein solcher existirt — und durch den beziiglichen
Theil der fraglichen, der Begrenzungslinie des Conoides entsprechenden
Ellipse eingeschlossen wird, wonach z. B. fiir ein Strahlenbiindel mit
einer Symmetrieebene die Dicke des diinnsten Querschnittes bei & = 0
aus der Summe des Abstandes des Mittelpunktes der Ellipse vom Fo-
kalpunkt und der Lénge der in die Symmetrieebene fallenden Halbachse
erhalten wird, bei " < 0 aber gleich der ganzen beziiglichen Ellipsen-
achse ist.

Um die dbrigen Doppellinien des allgemeinen anastiginatischen Strah-
lenbiindels zu untersuchen, haben wir denselben Weg zu verfolgen, den
wir bei unserer Untersuchung der {-Linien der abwickelbaren Normal-
fliichen S. 74 betreten haben, indem wir nur dy, + dy,, = 0 anstatt
dy, = dy,, = 0 setzen. Wir begniigen uns damit, die Schnittpunkte der
Doppellinien mit der Fokalebene sowie ihre Tangente, osculirende Ebene
und erste Kritmmung in diesem Punkte kennen zu lernen, wonach wir
nur folgende Werthe brauchen:

iE =1 idy =10 dtf = — _E; i
¥
. Do
ol et P L dy* iy = — e
r = p

in- welchen wir £ und # als Funktionen von ¢ und E betrachten, mit-
hin nach Elimination von dx und dy mittels der Gleichung d* 4 diy® = dfi"
folgende Beziehungen finden:

o 5 g e
e ST B) G 2 ar Py =g — AR

5 |

Die Tangenten der Doppellinien stehen also bei ihrem Durch-
gang durch die Fokalebene senkrecht auf dieser, und die einem be-
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stimmten Coordinatensystem p = ¢ = v = (0 entsprechende Dopellinie
schneidet die Fokalebene im Punkte
Rew R R i R R R 3

et D e s = . — ki
2r 2 : 2y .

g
I

wobei ihre osculirende Ebene den Winkel

EI’J;

o L* i i

— = — APC I — = — arct :
=& "4 — 3w 8 l.— 3
(P A

mit dem entsprechenden Hauptschnitt bildet, und die erste Kriimmung

are tg

f [l ENE d*y F R : s T
- : = — Wiu— 3w 4w =—— R AL
V (EF;“ i (tff'}) w* i )k {7 e Vi o)k

ist’.

Da jeder Strahl des ganzen Conoides durch alle Doppellinien
hindurchgehen muss, ist es nicht so leicht, sich den Bau des Conoides
anschaulich zu machen, wenn man nicht die zur Fokalebene parallelen
Schnitte zu Hilfe nimmt. Diese erhalten wir am bequemsten, indem
wir in den beiden Normalengleichungen { verschiedene Werthe geben.

- 1 : . 5 :
So lange — — ¢ einen endlichen Werth hat, weicht die Form des Quer-
il

*

.

schnittes unendlich wenig von der eines Kreises ab, Wenn wir aber £
bis auf unendlich kleine Grissen mit - gleich machen und in den bei-
:

den Gleichungen unendlich kleine Griéssen hiherer Ordnung als der
zweiten weglassen, so nehmen diese folgende Form an:

H
§=Reosa(l — ¢r) — ? (ucos®§ 4- wsin® o)
s

= Rsing(l — ¢r) ‘:‘T (wsin2 9 4 wsin® &)

Auf einem zur Fokalebene parallelen Schnitte des Conoides,
welcher von einer Doppellinie geschnitten wird, muss nun ein Doppel-
punkt vorhanden sein, und auf denjenigen Schnitten, welche den Schnitt-
punkt einer Doppellinie mit der Begrenzungsfliiche des Conoides enthal-
ten, muss die Curve eine diesem Schnittpunkte entsprechende Spitze

: . 1
I Vergleiche den Werth —— = B4
IS, GO Ll p 5 00D
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aufweisen. Diese Spitzen sind es, die wir zuniichst suchen, Ihre Be-

dingung :;i =0 ::ji = [} wird in jedem Coordinatensysteme p =g = v = 0
durch 9 =0 und ¢ — 1 = — E:{' erfilllt, wodurch wir andererseits
¥ ¥
Il 9 & B e
i (2 — 2uw) e (u — 2w)

erhalten, Wir schliessen hieraus, dass die fraglichen Spitzen immer
von der Kreispunktsnormale weg schauen. Diese Spitzen sind ausser-
dem die Schnittpunkte der f-Linie der betreffenden abwickelbaren Nor-
malfliiche mit der Begrenzungsfliche des Conoides.

Nunmehr kinnen wir uns leicht den Bau der Conoide der ver-
schiedenen Typen veranschaulichen. Wir setzen dabei der Einfachheit
wegen =0 voraus, da die Nichterfiillung dieser Bedingung ohne Ein-
fluss auf den Typus ist, wie schon aus unserer Untersuchung der Kreis-
punkte hervorgeht. Im Falle # > 2w > 0 existirt bekanntlich nur ein
Hauptschnitt und folglich nur eine Doppellinie der fraglichen Art. Wenn
wir die zur Tangentialebene parallelen Schnitte des Conoides in der
Richtung von der Wellenfliiche nach der Fokalebene zu verfolgen, fin-
den wir bei F;_.j o= — Ef,if eine Schnitteurve, ausserhalb welcher der
Schnittpunkt mit dem Hauptstrahl liegt, und die in demjenigen ihrer
Schnittpunkte mit dem Hauptschnitte des Strahlenbiindels, welcher dem
Hauptstrahl am niichsten liegt, eine nach dem Binnenraum der Curve
schauende Spitze aufweist. Wird dann C immer grisser gemacht, so
entsteht aus dieser Spitze eine Schlinge im Binnenraume der Curve,
welche sich immer mehr vergrissert, bis bei = ;l beide Theile der
(Curve in die erwiihnte Ellipse zusammenfallen, Die Schnitte jenseits
der Fokalebene zeigen dieselben Erscheinungen in umgekehrter Ord-
nung. Bei diesem Typus bleibt also die Doppellinie in ihrem ganzen
Verlaufe auf derselben Seite des Conoides. Wie zu erwarten war —
wenn wir uns an die Conoide der astigmatischen Strahlenbiindel erin-
nern — ist die Bedingung u= 3w fiir eine gerade Doppellinie erfilllt,
wenn die Wellenfliiche zweiten Grades ist,

Bei 2w, > u, > w, > 0 haben wir drei Hauptschnitte, welche alle

innerhalb eines Winkels von ; orientirt sind. Da bei w, = 0 die Linie

w = Max. mit der ersten Haupitangente zusammenfiillt, so haben
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wir w, = w, bei w, =w,, . und die Schnittserie bietet zuerst bei
o .
i _I_ﬁ._‘r“__f eine geschlossene Curve dar, innerhalb welcher der
r o
Schnitipunkt mit dem Hauptstrahl liegt, und welche im Punkte § > 0
5 = 0 eine nach aussen schauende Spitze aufweist, aus der in den fol-
genden Schnitten eine nach aussen gerichtete Schlinge entsteht, die
1 Rw,,

=

i =
= jq ’1- Fl-

gerichtete Spitzen bekommt. Aus diesen Spitzen entsteht nun wieder
je eine nach aussen gerichtete Schlinge, so dass die Totalfigur nun-
mehr aus einer geschlossenen Curve mit drei Doppelpunkten und drei
nach aussen gerichteten Schlingen besteht, von denen jedoch die eine
erbeblich grisser als die beiden anderen ist. Auf den folgenden Schnit-
ten niihern sich die Doppelpunkte einander, fallen zusammen und ge-
hen wieder auseinander in entgegengesetzter Richtung, wodurch das
Bild einer geschlossener Curve entsteht mit einer nach dem Binnen-
raume gerichteten Schlinge, die jedoch so gross ist, dass sie den ge-
geniiberliegenden Curventheil iiberragt und also in zwei Punkten schnei-
det. Je niiher dem Fokalpunkte die Schnitte fallen, um so kleiner wer-
den die Winkel zwischen den Curventangenten in den Doppelpunkten,
bis schliesslich in der Fokalebene die Schlinge mit dem anderen Theile
der Curve in die Ellipse zusammenfiillt, Je kleiner 2w, — u, ist, desto
nither aneinander riicken die Schnittpunkte der Doppellinien mit der
Ellipse, und bei #, = 2w, fallen sie zusammen, Das gleiche ist der Fall
mit zweien von ihnen, wenn bei w, 2 0 nur zwei Hauptschnitte existi-
ren. Je mehr sich andererseits », und @, nihern, um so mehr riicken
diese Schnittpunkte aus einander, und wenn bei u, = w, die Ellipze zu
eine gerade Linie wird, so gehen die drei Doppellinien durch den Mit-
telpunkt und die beiden Endpunkte dieser Linie. Da aber hierbei fiir
die beiden orthogonalen Hauptschnitte w0 = 0 ist, so stehen die betref-
fenden Doppellinien nicht mehr senkrecht auf der Fokalebene. Eine
vollstiindige Untersuchung dieses Specialfalles diirfte daher die Mitnahme
von unendlich kleinen Griissen hiherer Ordnung erheischen.

In den Fillen w(u —w) < 0 ergeben sich die Doppellinien nach
derselben Methode, und die Erscheinungen sind dieselben wie im letz-
terwiihnten Typus, mit der Ausnahme, dass nicht die zwei Schlingen
aus der zuerst gebildeten entstehen, sondern im Gegentheil drei selb-
stimdige nach aussen gerichtete Schlingen erscheinen, aus welcher
Figur in der Fokalebene die Ellipsendoppellinie auf dieselbe Weise ge-

R : ;
_ e el symmetrisch belegene, nach aussen
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bildet wird. Der einzige Unterschied zwischen den verschiedenen Ty-
pen mit drei Hauptschnitten liegt also in den verschiedenen Lagen und
Richtungen der Doppellinien, welche mit den gegebenen Mitteln fiir
jedes Strahlenbiindel leicht zu erhalten sind. Nur das migen wir er-
wiithnen, dass in den Strahlenbiindeln w(i —w) > 0 die mittlere der
Doppellinien zwar nicht lings ihrem ganzen Verlaufe aber mit beiden
Endpunkten und dem Schnittpunkte mit der Fokalebene auf derselben
Seite des Conoides liegt, wiihrend sowohl die beiden anderen Doppel-
linien bei diesem Typus wie simmtliche beim Typus w(u — w) < 0 mit
ihren Schnittpunkten mit der Fokalebene auf entgegengesetzter Seite
des Conoides sich befinden gegeniiber der, auf welcher ihre End-
punkte belegen sind. Falls eine Symmetriecebene vorhanden ist, schnei-
den sich also die drei Doppellinien in einem Punkte auf jeder Seite der
Fokalebene, aber bei Abwesenheit einer Symmetrieebene fallen die be-
zilglichen Schnittpunkte der Doppellinien nicht zusammen.

Fiir die Untersuchung der Conoiddoppellinien der anastigmalischen
Straldenbiindel  mit zwei Symmetrieebenen haben wir zuniichst die Bedin-
gungen zu ermitteln, unter welchen sich zwei Strahlen in solchen
Strahlenbiindeln schneiden. Wenn wir unsere Gleichung 5. 71,

(2, — 0 (&, — 0y + P2, — Pis2yy) = (P — P2) Wy — Yy + 42 — D070
viermal differentiiren, wobei sich finv r=¢{ r=y=p=g=1_0
@0, — &q.) (dx, —dx,) - 6(dYq, —d*qg,) (@' x, — d* %) 4
+4(dq, — dq,,) (d°x, — d®z,, 4+ 3dp,d*z, — 3dp,dz,,) =
= 4(d®p, — d®p,) (dy, — dy,,) + 6(d*p, — d*p,) (I*y, — P*y,) +
+ 4(dp, — dp,) (By, — &y, + 3dq,d*z, — 3dq, dz,)
ergiebt, dann
Fp =rdx g = rdy
d®p = W da® 4 3% dudy* 4 rdie
Pq = w*dldy + "dy’ 4 rdy
einsetzen, so erhalten wir:
(dy, — dy,) (@, (dz® — dz,’) + 3 e(dz,dy,’ — dx,dy,’)} =

= (dz, — dx,,) {3 @(dx*dy, — dx,'dy,) + @,(dy,’ — dy,’))
welche Gleichung sowohl durch dz, — dx,, = dy, 4+ dy,, = 0 wie durch
dx, + dx,, = dy, — dy,, = 0 nicht aber durch dz, 4 dx,, = dy, 4 dy,, =0
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erfilllt wird., Hierdurch ist einerseits die Existenz von zwei in den
Syvmmetrieebenen belegenen Doppellinien hewiesen, andererseits aber
auch das Nichivorhandensein einer der Ellipse des allgemeinen Conoi-
des entsprechenden Doppellinie constatirt. Um die zwei welteren bei
Vorhandensein von noch zwei Hauptschnitten zu erwartenden Doppel-
linien zu finden setzen wir dz,* + dy,* = dx,} 4 dy,} = dR*, woraus die
Identititen:

dx}dy, - dx,’dy,, = dE(dy, — dy,) — (dy,° — dy,*)

dz,dy? — dx,dy,* = dB'(dz, — dz,) — (dz,* — dx,?)
hervorgehen, durch welche die Gleichung folgende Form erhiilt:

(dy, — dy,) { (¢, — 3 Q) (dz,} — dx,*) + 3 QdR(dx, — dz,) } =

= (dz, — dx,,) {(®,, — 8 2) (dy,* — dy,°) + 3 @d R (dy, — dy,))
uni schliesslich:

@, — 302 _dy? 4 dy,dy,, + dy,;}
0, —389 dx]4dzxdz, tdz,}
ergiebt,

Da hier das rechte Membrum immer positiv ist, und da das
linke Membrum bei positivem Werthe das Vorhandensein von zwei
Hauptschnitten ausserhalb der Symmetrieebenen angiebt, so finden
wir, dass nur bei Vorhandensein von vier Hauptschnitten die Conoide
dieser Strahlenbiindel mehr als zwei Doppellinien aufweisen kinnen.
Aber auch in diesem Falle sind die beiden anderen Doppellinien nicht
von derselben Art wie die beiden in den Symmetrieebenen belegenen,
da niimlich nicht immer jeder Strahl durch sie hindurchgehen muss,
was wir am leichtesten dadurch constatiren, dass wir dy,, =0 setzen,
dy, durch die Gleichung dx?* 4 dy = dR* eliminiren, mithin auch
du,=dll setzen, wonach sich eine quadratische Gleichung fir dx,
ergiebt, welche nur im Falle 4> 3 (f’:’. = i ﬁ)r einen reellen Werth

rr
giebt, Dass aber andererseits diese sozusagen accessorischen Doppel-
linten immer bei Vorhandensein von vier Hauptschnitten existiren, geht
theils aus der sogleich vorzunehmenden Untersuchung der Conoidquer-
schnitte hervor, theils kinnen wir aber unmittelbar die Schnittpunkte
mit der Conoidoberfliiche finden, wodurch ihre Existenz bewiesen wird.
Wenn wir némlich dx, und di,, sowie gleichzeitig dy, und dy,, zusam-

, 03
menfallen lassen, so finden wir (i{i{) - f_’.’_.’;i , d. h. die Doppellinien
L ’h’ —
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und die {-Linien der nicht orthogonalen abwickelbaren Normalfliichen
schneiden die Conoidoberfliche in einem und demselben Punkte. Der
entsprechende zur Fokalebene parallele Schnitt des Conoides muss also
vier Spitzen aufweisen, ebenso wie der Schnitt, welcher die Schnitt-
punkte der {-Linien der orthogonalen abwickelbaren Normalflichen mit
der Conoidobertliiche enthiilt. Dass diese Spitzen immer von der Kreis-
punkts normale weg, d. h. nach aussen schauen, beweisen wir auf die-
selbe Weise wie bei dem allgemeinen Conoide, indem wir aus den
Gleichungen eines Conoidquerschnittes in unendlich kleiner Entfernung
von der Fokalebene — wobei also bis aul unendlich kleine Grissen

1 .
F—1 .'I B
L o I
i
T

: fritie s : g
n=Rsing (1 — ) — {;r (32 cos® & sin 4+ @, sin® )

E=Rooa sl —¢r) (@, cos® y + 3 0 cos g sin® 9)

in einem Coordinatensysteme p=g= 3" =3"=0 fiir die gleichzeitige

I
Erfiillung der Bedingungen i;‘ =0 und .f:’:"‘ — 0 entweder diec Werthe:
: ( dy
H
ey
R? | &t R :
= — — | '—3.‘? --b—:---— I:D,—g.ﬂ
g '-jr" ! I ﬁl-.?': 23.{ J
oder
S Y o 1 R'a
=7 ~F T2
R A dn BR°
H A - ﬁr [m{‘) = J '{!] {f:’* — 2]" {{pﬂ' == ‘]ﬂ}

ermitteln oder aber
@, cos' § — 0(2cosy — sin® ) = @, sin®§ 4 Q(cos* o — 2sin® H)
d. h.
ro=2—38
@, —3 02
finden, Wir drehen dann das Coordinatensystem, bis eine der nicht

orthogonalen Haupttangenten mit der X-Achse zusammenfillt, wobei
Nova Acla Reg. Soc. Se. Ups. Ser. 1. Impr. ®/xi 1800, 18
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wir @, durch @,, und £ durch £, zu ersetzen haben. Hierbei er-
scheint aber in den Gleichungen fiir die Conoidquerschnitte 2'*. und
zwar mit dem Coefficienten sin®$ in der ersten, mit dem Coelficienten
cos & sin® & in der zweiten. Da die zwei ersten Ableitungen von sin® g
und die erste von cosgsin®y bei »= 0 verschwinden, so gelten fiir
ein beliebiges Coordinatensystem p= ¢= 3" =0 diec Werthe fiir die zwei
in die fragliche X Z-Ebene fallenden Spitzen

'III_.'i- ”ﬂ_&' : ‘I_RS

_E: - -I],-' {mr‘” == :iﬂ_;nl “!-! :"-_.-_ Er' 'mfﬂ' T :] '!?-I".fr"l

In siimmtlichen diesen Werthen haben wir bei % — a2 bhezw,

T
Y=—3z R durch — R zu ersetzen.

Nachdem wir so die Schnittpunkte der Doppellinien mit der
Conoidoberfliiche gefunden haben, wenden wir uns ihren Schnittpunk-
ten mit dem Hauptstrahle zu. Zuniichst wollen wir dabei die in der Y .2-
Ebene liegende Doppellinie in einem Coordinatensysteme p = g=3"1=3%=0
untersuchen, indem wir die Normalengleichung

E—zralt—z)=1

dreimal differentiiren und séimmtliche Ableitungen von & gleich Null
setzen, wobei wir

-

P8 =0 =Pz — ;d°p — Bdpd®t 4 3dpd®z
d. h.
't = P, da® ° dy*

3 rs
erhalten. Dann differentiiren wir die andere Normalengleichung
N—Y4+qt—2) =0
gleichfalls dreimal:
&Py = Py —;dPq — 3dqd®; + 3dqd®z
und setzen den Werth von d°; ein, wobei wir

d®n = @, —3a dady — by — 52 o oy
r r
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erhalten. Wir sehen, dass die Bedingung fiir einen Schnittpunkt der
fraglichen Doppellinic mit dem Hauptstrahl %5 = 0 nur durch

dy o, —39

dy =10 oder g :
g W, — 39

erfullt wird. Bei Vorhandensein von nur zwei Hauptschnitten hat also
die Doppellinic nur einen Schnittpunkt mit dem Hauptstrahl, namlich
A ooc . - i )
bei dy =0, wobei im Conoide dx =+ dB ist, und == — ';:i q}_
’ pec

erhalten wird. Bei Vorhandensein von vier Hauptschnitten aber findet
sich noch ein Schnittpunkt der Doppellinie mit dem Hauptstrahl vor,

néimlich bei L N e L RS W, _ + 1-” @;—o 8 , welche
dx, @, — 32 qdz.. ¢, —08

Werthe die Bedingung dy, — dy,, = dx, 4+ dx,, = 0 erfilllen. Auf die-

selbe Weise finden wir, dass auch die in der XZ-Ebene liegende Dop-

pellinie bei denselben Werthen von dy* und da* den Hauptstrahl schnei-

ST = :: {u bei dy, 4 dy,, = 0

det. Da nun ausserdem die Werthe T
und dx, + dx,, =0 die Bedingungsleichung

dy + dy,dy, +dy,’ @, —38
g2 =g dy. Ede 3 .30

fiir die zwei accessorischen Doppellinien erfiillen, so finden wir, dass
alle vier Doppellinien des Conoides mit vier Hauptschnitten den Haupt-
strahl in einem und demselben Punkte schneiden. Wir sehen, dass
die drei Schnittpunkte der Doppellinien mit dem Haupistrahl der Bedin-
gung dy =0 in je einem der vier Coordinatensysteme p =q ="' =10
entsprechen. Hierbei haben wir aber

D oz
AL m———dx
= 3
und finden also die drei parallel zur Tangentialebene gelegten Ebenen,
mit welechen wir das Conoid schneiden miissen, um diese Schnittpunkte
zu treffen:

£es 1 Ro
i T

Bei @ = @, finden wir den Schnittpunkt der in der YZ-Ebene
verlaufenden Doppellinie mit dem Hauptstrahl, bei @ = @,, den entspre-

chenden Schnittpunkt mit der in der XZ-Ebene verlaufenden Doppellinie,
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und wenn wir endlich @ = @,,, setzen, so treffen wir den Hauptstrahl
in dem Punkie, wo er von siimmtlichen vier Doppellinien geschnitten
wird.

Bevor wir zur Untersuchung der betreffenden Schnitteurven
iibergehen, haben wir noch die Reihenfolge der die Spitzen bezw. die
Schnittpunkte der Doppellinien mit dem Hauptstrahl enthaltenden Ebe-

nen zu eruiren. Aus den S, 92 angegebenen Relationen erhalten wir
leicht folgende:

@, — @, = (&, - 32)sin’y ®,, — O, = (¢, — 302) cos*y
3o, @, =2w,, —32) =2(e, - 32)cos’ ¥ = 2(e,, — 32) sin* 3
aus welchen die fiir alle Strahlenbiindel mit zwei Symmetrieebenen und

vier Hauptschnitten geltenden Reihenfolgen

B, =Py Z 30 @, 2 Dy, :t S0
30, Z®,,2380
hervorgehen. & ist hier der Winkel zwischen zwei Hauptschnitten,
Fiir die Beziehung der drei Grissen @, @, 32, zu einander finden wir

@, — 39, =(®, — 30} (sin®» — 2cos®g)

@, — 382,,= (v, — 382) (cos* s — 2sin® 9)

und haben also unter folgenden Bedingungen die nebenstehenden Rei-
henfolgen :

tg*y > 2 D, Z38R,,7 @, 2 d,,2 30
e L g | ] > w} - >k
=l !g o+ = 7y ] 2,, < e Wy < 30
.S 0,
'2 .1 - -
15 v < "__.’ d’ﬁ é- "”‘!rf.r 3.’ d",* -?.:' 0, E S0

Nachdem wir nunmehr iiber die nithigen Mittel verfiigen, um
die Strahlenconoide kennen zu lernen, wollen wir zuniichst ein Strah-
lenbiindel mit nur zwei Hauptschnitten und dabei die Alternative
W, > 30> w, >0 wihlen.

Die zur Tangentialebene der Wellenfliche parallelen Schnitte
eines Conoides zeigen in der Nihe der Fliiche eine Gestalt, welche sich
unendlich wenig von der kreisformigen unterscheidet. Weiter ab wer-
den sie oblong, wobei die grisste Achse der Curve in der Y.Z-Ebene
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liegt, Die Curventheile, welche, die XZ-Ebene schneiden, niihern sich
: 2 . . 1 R*w
immer mehr, bis sie sich einander bei [=—- 53

r i
die Curve einen Doppelpunkt bekommt. In den niichsten Schnitten
iiberragen sie einander, indem aus dem Doppelpunkt zwei solche ent-
stehen, welche, in der YZ-Ebene belegen, sich immer mehr von einan-

8 " LI [ .f[ﬁE
der entfernen, bis sie bei € =— — - f
T i

* berithren, so dass

in zwei nach aussen gerichtete

Spitzen iibergehen. Im selben Momente entstehen auf den beiden Cur-
ventheilen, welche die XZ-Ebene schneiden, je eine nach aussen ge-
richtete Spitze, so dass die Curve eine viereckige Gestalt belkommt mit
nach aussen gerichteten, in den Coordinatenebenen belegenen Spitzen.
In den weiteren Schnitten verschwinden die beiden in der Y Z-Ebene
belegenen Spitzen, wiihrend aus den anderen Schlingen entstehen, so
dass nunmehr zwei in der XZ-Ebene belegene Doppelpunkte vorhan-

: : : 2 L L
den sind, welche sich immer mehr nihern, um bei 2= - — i'd?'” ZU-
= 7
. e s 1 - - - | I IF q’;
sammenzufallen, so dass dieselbe Curvenform wie bei {= — — .
: j. I

entsteht, aber mit der grissten Achse in der {VZ-Ebene. Die folgen-
den Schnitte zeigen eine geschlossene Curve ohne Doppelpunkte, deren
Form sich immer mehr der des Kreises niihert.

Um den Bau des Conoides bei Vorhandensein von vier Haupt-
schnitten im Strahlenbiindel ohne Schwierigkeit zu verstehen, brauchen
wir einige erliuternde Figuren. In diesen habe ich aber wegen der
zeitraubenden Arbeit die Curven nicht punktweise construirt, sondern
nur die Schnittpunkte mit den Normalen berechnet, welche denjenigen
Punkten der Wellenfliiche entsprechen, in denen die Begrenzungslinie
des Conoides die abwickelbaren Normalfliichen schneidet. Diese Data
sind aber ausreichend, um die Curvenform schematisch kennen zu ler-
nen. Da ausserdem die Coordinaten dieser Schnittpunkte in den durch
die Figuren dargestellien Schnitten séimmtlich Produkte von

i R
~ iy
mit den trigonometrischen Funktionen des Winkels & zwischen den Haupt-
schnitten sind, so gelten die Schemata fiir alle Strahlenbiindel mit dem-
selben Winkel &. Wir haben also nur zwei Haupitypen zu untersu-

5 (@, —39)

. SR e 1
chen, némlich bei tg*& > 2 bezw. ig*f}c:]—, und bei 2 > tg's > .
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Fir den ersten Typus habe ich & = 30" gewiihlt. Wenn wir
unter der Annahme @, - 32 = 0 die gewihnliche Schnittserie des Co-
noides von der Wellenfliiche nach der Fokalebene zu verfolgen, so

sehen wir zuerst, wie aus der anfiinglichen Kreisform bei < = ?l - "T: :"ﬂ
die Curve der Figur 41 entsteht. In leicht verstind-

licher Weise geht diese Curvenform bei § = ,l - ﬁ?_g”

in die der Fig. 42 iiber. Aus den vier Spitzen dieser

Fig. 41. entstehen nun vier nach aussen gewendete Schlingen.

so dass die folgenden Schnitte sechs Doppelpunkte

aufweisen, welche sich anfiinglich zu je dreien niihern,

dann  zusammenfallen und wieder auseinandergehen,

Fig. 42. wiithrend sich die Figur in der Richtung der Y-Achse

in die Linge dehnt, und die beiden Punkte & = Max. und § = Min. der
Figur 42 sich immer mehr nithern, bis bei £ =._!.—- 'rf: {i"’
) # 7

der Fig. 43 entsteht mit 7 Doppelpunkten. In den

niichsten Schnitten tiberragen einander die sich im

Schnittpunkte des Hauptstrahles beriihrenden Curven-

theile, so dass 8 Doppelpunkie vorhanden sind, niim-

lich je zwei in den beiden Coordinatenebenen und je

einer in den wvon diesen gebildeten Quadranten, die

Kringeliihnlichen Curventheile verkleinern sich, indem

die Curvenlorm

: n iSRS : oy AT RN
Fig. 42, Fig. 4, Alle Doppelpunkte sich niihern, bis sie bei ¢ = - — ';'{”
. L - ?- ?1-

im Schnittpunkte des Hauptstrahles zusammenfallen
und das Schema der Fig. 44 zum Vorschein kommt.
Die weiteren Schnitte zeigen wvier nach aussen ge-
richtete Schlingen, welche bei { = l_j;‘? in Spitzen
r r
auslaufen, so dass die Carve der Fig. 45 aus derjeni-
gen der Fig. 44 dadurch entsteht, dass der Doppel-
punkt dieser in vier zerfiillt welche sich immer mehr
von einander entfernen. Schliesslich erhiilt die Curve

bei endlichem Werthe von £ _l die Kreisform wieder.
=

Fig. 45,
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Fiir den anderen Typus habe ich & = 45° 42, = 302 = 0 gewiihl,
I RL,,

¥ 2yt

46, aus welchen sich dann vier nach aussen gerich-
tete Schlingen bilden, indem die Curven der folgenden
Schnitte vier Doppelpunkte aufweisen, die sich immer

Hier entstehen zuniichst bei ¢ = die vier Spitzen der Fig.

1 Re, 1 R,
r 610  r  6r
die Curve der Fig. 47 entsteht. In den niichsten Fig. 46.
Snitten iiberragen einander die vier im Schnittpunlkte

des Hauptstrahles sich zu je zweien berithrenden Cur- %

mehr nihern, so dassbei £ —

ventheile, wiithrend die vier Schlingen immer mehr ver-

kleinert werden, so dass der in der Fig. 48 nach griis-

serem Masstabe dargestellte Typus den Uebergang
1 RYD, 4+ D,

bildet zu der bei ; = S sl auftretenden
r 1242

Curvenform. Indem niimlich die die Coordinatenebenen

rechtwinkelig schneidenden Curventheile sich den be-

zilglichen Doppelpunkten niihern, verkleinern sich auch
die Schlingen immer mehr, und ihre beziiglichen Cur-

ventheile nihern sich den vier zwischen den genann-
ten Ebenen liegenden Doppelpunkten, bis im Mo- Ei

Fig. 47.

Fig. 48,

mente des Zusammenfallens bei dem letzterwihnten
Werthe wvon { eine einzige geschlossene wellenfir-

mige Linie die Schnitteurve des Conoides bildet. Auf Fa: 40
eben dieselbe Weise, aber in umgekehrter Reihen-
. 1 1 e £
folge entstehen dann bei { = — — ﬁ_;.’_’ die Curve
r i
: ) G R T -
der Fig. 49 und bei { = Ll Ii — die Curve der Fig.
- 5, :
50, aus welcher schliesslich die Kreisform wieder her-
Eig. 50,

vorgeht,
U )
¥ 121

wmbireisende Doppellinie darstellt, in weleher jeder Punkt drei verschie-
denen Flichenpunkten entspricht, liefern die Conoidengleichungen S. 137,
welche, wenn wir unter Beachtung der bei @, = @, bestehenden lden-

titiiten:

Den Beweis, dass der (Juerschnitt bei ¢ = eine
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@, 4+ @y 3w, + 0 '_ :3 “ll']‘ur_ + 2,,)

9 1 = 4

- R . y .
= i\, + 2) cinsetzen, in folgende Form iiberfiihrt

den Werth 1 — ¢ Sy

werden kinnen

E = R, —39) 459 {3 — 4 cos®* 4
24r

f lmld’; — :I-ﬂ] e 0} fE e ]
Y = 5 sin & (3 — 4 sin® 9)

und dieselben Werthe von § bezw, 3 geben, wenn anstatt & der Aus-
i."
2na . : : : S

druck & 4 3 eingesetzt wird, in welchem = eine beliebige ganze

Zahl bedeutet. Zu einem identischen Resultat gelangen wir, wenn wir
die Bedingungsgleichung fiir die nicht in den Coordinatenebenen lie-
genden Doppellinien des Conoides 5, 136 losen, was bei @, = @,, sehr
leicht ist. Wenn wir niimlich dzx, dy, dx,, dy,, durch dR cos e, d R sin e,
d R cos 3, dlf sin # ersetzen, so kimnen wir ihr die Form

(sin ¢ 4 sin #)* — (cos @ 4 cos B) + cos ¢ cos [ —sin ¢ sin 8 = 0
gzeben, aus welcher unter Beachtung der Identitiiten

sin e + sin 3= 2 sin I} (e 4 3) cos E (ee — 3)

S estesdly 1 :
cos ¢ 4 cos (3 =2 cos 5 (e 4+ 3) cos - (& — f3)

b =

(e 4 3)

cos ¢ cos 3 — sin e sin 3 = cos (e 4+ 3) = cos® i (@ + 3) — sin®

LY =

die Gleichung

:Im}s"" i (e + [3) — sin® ‘; (= 4 3) ; 3 Loy } Sl [: !

hervorgeht, deren Wurzeln

gy (0 +f)=+1 cos L w_p=+1
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sind. Da im vorliegenden Falle siimmtliche vier abvickelbaren Nor-
malfliichen Symmetricebenen des Strahlenbiindels sind, indem fiir jedes
Coordinatensystem p — ¢=3"'=0 auch 3" =0 ist, so kinnen wir die-
selbe Procedur in den vier verschiedenen Coordinatensystemen wieder-
holen. Die Wurzeln der ersten Categorie entsprechen dann den vier
in den beziiglichen Symmetrieebenen verlaufenden Doppellinien, die der
zweiten kinnen in die Gleichung
2nn

b
zusammengefasst werden, welche der das Conoid umkreisenden Dop-
pellinie entspricht.

Im Falle @, = w,, haben wir also vier Symmetricebenen, welche
Winkel von 45" mit einander bilden, und in den Conoiden gehen alle
Strahlen durch jede der b Doppellinien. Von diesen beginnen je zwei,
in orthogonalen Symmetrieebenen belegen, mit ihren beiden Zweigen
in derselben Hihe, wonach sich alle acht Zweige einander und dem Haupt-
strahl nithern. um diesen zu je vieren in zwei Punkten zu schneiden.
wobei sich die beiden Zweige jeder Doppellinie kreuzen. Auf dem
zwischen den beiden Schnittpunkten belegenen Theile des Conoides
laufen die beiden gekreuzien Zweige jeder Doppellinie weiter, um sich
im entgegenstehenden Schnittpunkte zu vereinigen, so dass dieser Theil
8 in den Normalflichen verlaufende Doppellinienzweige aufweist, wel-
che die in halber Hihe verlaufende umkreisende Doppellinie schneiden.

Die diesem Typus angehirigen Fille @, Z @, unterscheiden sich
von dem beschriebenen hauptsiichlich dadurch, dass die Schnitteurven
nicht dieselben Dimensionen in den beiden Symmetricebenen zeigen
sowie dadurch. dass der Uebergang von der Curvenform der Fig. 46

#zu der der Fig, 48 durch die beiden in der Fig. 51 .
dargestellten Curventypen geschieht. Ausserdem tritt
an Stelle der ebenen umkreisenden Doppellinie eine

andere Erscheinung zu Tage, indem zwei der Dop-

pelpunkte der der Fig. 48 entsprechenden Curve Fig: 1.

wie man aus der Fig. 51 ersehen kann — wenigstens anfiinglich innerhalb
des innersten Curvenraumes belegen sein miissen, und in den folgenden
Schnitten weitere Doppelpunkte auftreten, welche einer fragmentari-
schen fiinften Doppellinie angehiren, wie sie wohl auch in dem Typus

=14

tg'3 > 2 bezw. tg'd < E beim Uebergang der Curvenform der Fig. 43

in der der Fig. 44 auftreten mag,.
Nova Acta Reg. Soc. Se. Ups. Ser. HL  Impr. *4x 136K 19
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Um diese Untersuchung der Conoide mit den Resultaten betreffs
der Evolute zu vergleichen, haben wir uns zuniichst zu erinnern, dass
cine Schnittlinie der Evolute mit der Fokalebene besteht, wenn eine
Tangente der Schnittcurve des Conoides durch den Fokalpunkt geht.
Wir haben gefunden, dass bei @, &, <0 immer zwei solche Schnitt-
linien vorhanden sind. Es muss dabei die Fokalebene eine Curve des
(Conoides abschneiden, welche zwischen der Form der Fig. 41 und der
der Fig. 43 entsteht, oder zwischen den beiden Formen der Fig. 51 liegt.
In beiden Fillen sehen wir unmittelbar, dass immer zwei und nur zwei
Tangenten der Curve durch den Fokalpunkt gehen. Weiter wissen
wir, dass bei @, &, >0 a2 < () keine Schnittlinie der Evolute mit
der Fokalebene existirt, wenn 9£2* > ¢ o jst. d. h. wenn @, und @,
entgegengesetzte Vorzeichen haben, wiithrend sonst vier vorhanden
sind. In Uebereinstimmung hiermit finden wir, dass Curven von einer
Form zwischen der der Fig. 43 und der der Fig. 44 sowie diejenigen
von der Form der Fig. 48 oder die, welche eine Zwischenform zwi-
schen der letzten der Fig. 51 und der der Fig. 49 aufweisen, keine
durch den Hauptstrahl gehende Tangente haben kinnen, withrend die
Curven, deren Form zwischen denen der Figg. 44 und 45 bezw. 49
und 50 liegt, immer vier solche Tangenten haben. Bleibt also der
Fall &,b, >0 &,02>0, wobei #,£,,20 sein kann, ®, B, aber
immer grisser als Null ist. Fiir diesen Fall haben wir gefunden, dass
bei &b, b, > (2% keine, im entgegengesetzten Falle aber vier Schnitt-
linien der Evolute mit der Fokalebene vorhanden sind, sowie dass bei
b, L2, <0 immer &, &, < (2 jst. In Uebereinstimmung mit der letz-
ten Angabe finden wir, dass die Schnitteurven eine Form haben miis-
sen, welche zwischen der der Fig. 46 und der ersten der Fig. 51 liegt,
und welche immer vier durch den Hauptstrahl gehende Tangenten zu-
liisst. Bei 4,£2,, = 0 aber liegt die form der Schnittcurven zwischen
der kreisfirmigen und der der Fig. 41 bezw. der, welche die Fig. 46
bei @, 2 @, aufweisen wiirde. Hier kiénnen wir die Untersuchungen
der Evolute nicht mehr mit denen des Conoides vergleichen, sondern
miissen uns mit der Kenntniss begniigen, dass bei &, &, < £2* die frag-
liche Schnittlinie der Fokalebene mit dem Conoide vier durch den Fo-
kalpunkt gehende Tangenten aufweist.

Ebenso wie beim astigmatischen Strahlenbiindel und auf dieselbe
Weise finden wir, dass die Bedingung fiir die Existens eines Conoides

dz® 4+ edy® = dR®,
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dessen Schnitte mit zur Tangentialebene parallelen Ebenen Ellipsen
darstellen,

s=-'j-ﬂ=-..w” e 0
@, 30

ist. Dieser Bedingung kann also nur bei Strahlenbiindel mit nur zwei
Hauptschnitten geniigt werden. Im Grenzfalle @, = @,, = 32 sind sie
Umdrehungsfliichen und das Conoid ist von der Form da* 4 dy* = d R,

Wenn wir den Begriff der diinnsten Querschnifte auf ein anastig-
matisches Strahlenbiindel mit zwei Symmetricebenen anwenden wollen,
so kinnen wir darunter allgemein nur die engsten Stellen der Schnitte
des Strahlenbiindels mit den abwickelbaren Normalfliichen verstehen.
Fiir diese gelten die bei der Untersuchung des astigmatischen Strahlen-
biindels gefundenen Werthe, welche die Ausdriicke

| R
g o b

B
24y

> ":- — :t
bei Einsetzen von @, , bezw. @,, geben. In dem in praktischer Hin-
sicht wichtigsten Falle o (@ — @) = 0 wird, um das beste optische Bild
zu erhalten, bei Vorhandensein von nur zwei Haupischnitien die klein-
ste der Grissen w,a, ., bei vier Hauptschnitten aber die kleinste der
Grissen @, @,, w,,, anzuvenden sein. Bei @, > @, > 0 zeigt also die
Schnittfigur einen Abschnitt der Evolute, von welchem bei 3@ > @,> (0,
wobei @, > ®, ist, zwei Partien mit schlingeniihnlicher Form ausgehen.
Dasselbe findet bei @, > 3@ > @, statt, aber bei @, > 3 2, wobei auch
@, > @, ist, bildet die Schnittfigur einen Theil der Evolute, welcher
in der Richtung der beiden Hauptschnitte von vier Partien mit schlin-
geniihnlichen Begrenzungslinien iiberragt wird. Offenbar sind diese
Strahlenbiindel fiir eine optische Abbildung giinstiger als die anderen
da der kleinste Zerzstreuungskreis hierbei nach vier Richtungen voll-
stiindig abgegrenzt ist, wiithrend dies sonst nur nach zwei Seiten hin
geschieht. Bei @, = @,, entsteht immer diese vierstrahlige Figur des
diinnsten Querschnittes, und zwar sind die die Evolute iiberragenden
Partien bei @, 2 3 2 2 0in den Coordinatenebenen orientirt, bei 3 22 @, 2 0
aber in den beiden anderen Symmetricebenen. Sie entsprechen also
immer denjenigen Kanten der Evolute, welche in der Richtung der
Normale von der Wellenfliche weg schauen. Im Falle @, = @, = 32
hat die Wellenfliiche eine Berithrung vierter Ordnung mit einer Um-
drehungsfliiche, und es kann dann eine beliebige Zahl solcher Kanten
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vorhanden sein, was von Ableitungen hiherer Orvdnung abhéingt. Wie
wir uns erinnern, schaut von diesen Kanten jede zweite in der Rich-
tung der Normale von der Wellenfliiche weg, und es miissen also eben
so viele Ausbuchtungen auf dem diinnsten Querschnitte vorhanden sein,
wie der entsprechende Durchschnitt der Evolute Spitzen der beziig-
lichen Categorie hat,

Nauch dieser Beschreibung der anastigmatischen Strahlenbiindel,
auf welche wir dieselbe Eintheilung anwenden, wie auf die astigmati-
schen, haben wir nur wenig iiber die einzelnen Formen hinzuzufiigen.

Betrelfs der ersfen Form, der mit zwwei Syminetriecbenen, wollen
wir jedoch an die von dem Kreispunktstypus unabhiingige Bedeutung
der Differenz @, — @,, einerseits, der Grisse des Winkels ¢ anderer-
seits erinnern,  Wenn jene allein zum Vorschein kommt, d. h. bei Vor-
handensein von nur zwei Hauptschnitten, verleiht sie dem Strahlen-
biindel Eigenschalten, welche denen der astigmatischen éhneln, wie
wir es insbesondere an der Form der Querschnitte der Conoide und
des Strahlenbiindels sehen. Wenn ein Auge, in welchem das auf die
Netzhaut fallende Strahlenbiindel von dieser Form ist. nach der ge-
withnlichen auf der Form der diinnsten Querschnitte basirenden Methode
untersucht wird, so muss es einen reguliiren Astigmatismus vortiu-
schen. Wir nennen deshalb die Differenz 4 (4, — 4,,) den Astigma-
tismus der Aberration und sagen von einem Strahlenbiindel, fiir welches
diese Differenz nicht gleich Null ist, dass es eine astigmatische Aberra-
fion hat. Anderseits finden wir bei @, = @,,, dass die Eigenschaften
des Strahlenbiindels nur von der Differenz @, + @, — 6 2 abhingen.
Diese kinnen aber aul einen Gegensatz zwischen den Erscheinungen
in den diagonalen und in den mit den Coordinatenebenen zusammen-
fallenden Symmetrieebenen zuriickgefithrt werden. Wir nennen des-
halb die Differenz 4 (4, 4+ 4,, — G C) den Diagonalastigmatismus der Aber-
ration. und sprechen von der diagonalastigmatischen Aberration des be-
treffenden  Strahlenbiindels, Die Quote der beiden Differenzen giebt
den Winkel zwischen den Hauptschnitten durch die leicht zu erhaltende
Beziehung:

el
A, 4+ 4, —6C

c0s 289 =
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Wir sehen, dass, wenn der Astigmatismus der Aberration numerisch
arisser als der Diagonalastigmatismus ist, nur zwei Hauptschnitte vor-
handen sind, und der Charakter des Strahlenbiindels vorwiegend von
jenem abhiingt, sowie dass die von der diagonalastigmatischen Aberra-
tion abhiingigen Eigenschaften des Strahlenbiindels in den Vordergrund
treten, wenn der Diagonalastigmatismus numerisch mehr als das drei-
fache des Astigmatismus der Aberration betriigt, welchem Sachverhalt

. . g 1 .
die Beziehung 2= tg®& > . entspricht.

Fiir die Werthe 4, 4,, ¢ behalten wir die beim allgemeinen Strah-
lenbiindel eingefithrten Bezeichnungen bei, aber da die transversale
Aberration in beiden Hauptrichtungen dieselbe ist, so kann fiiglich auch
die Benennung Diagonalaberration fir ¢ angewendet werden, und es
wird kein Missverstiindniss daraus resultiven, wenn A4, 4, schlechthin
als Masse der Aberration in den beiden Hauptschnitten bezeichnet werden,

Im allzemeinen anastigmatischen Strahlenbiindel, [iir welches
nicht siimmtliche Differentialquotienten dritter Ordnung in  der Glei-
chung der Wellenfliche verschwinden, wiihlen wir fiir die Orientirung
des Strahlenbiindels in den Fillen, wo die Evolute die Fokalebene
schneidet, immer diejenige Haupttangente als X-Achse, welche die
beiden kleinsten der Winkel @ trennt, Wenn Lkeine Schnittlinie der
Evolute mit der Fokalebene vorhanden ist, wiihlen wir, falls eine Linie
it = 0 mit einer Haupttangente zusammenfillt, diese als X-Achse. Ist
das nicht der Fall. so ist es gleichgiltigz. welche von den drei Haupt-
tangenten gewihlt wird.

Unter dieser Voraussetzung finden wir die Bedingungen da-
fiir, dass das Strahlenbiindel von der zweilen Form der it einfacher
Asymmetrie, ist, d. h. eine Symmetrieebene hat, in den Beziehungen
1" =B =B=0. Da nur ein Hauptschnitt in Frage kommt, so ist
R einfach als die direkte Asymmetrie, 'R als die transversale zu be-

zeichnen — man beachte, dass der Ausdruck — FEig &, fir das astig-
matische Strahlenbiindel identisch mit A"E' ist — und es ist 4 der

Asymmetriencoefficient, welcher die Form des Strahlenbiindels bestimmt.
Wir erinnern uns, dass bei °(1 — 1) > 0 der umbiegende. bei 4,(1—4,) <0
der ausbiegende Kriimmungslinientypus auf der Wellenfliiche vorkommt,
dass in jenem Falle der Evolutenwinkel kleiner, in diesem grisser als

: ist, dass bei i’ = 0 die ¥ Z-Ebene einen Hauptschnitt, obwohl keine

Symmetrieebene darstellt, dass bei 2" =1 die zwei anderen Haupt-
&
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schnitte Winkel von 43" mit der X Z-Ebene bilden, sowie dass bei
Rt=0 i =c die Evolute die Fokalebene in einer einzigen Linie
schneidet, und kiinnen die Bedeutung des Asymmetriencoefficientes
noch weiter durch folgenden aus dem 5. 97 angegebenen Werthe
leicht herzuleitenden Ausdruck fiir die Grisse des Evolutenwinkels illu-
striren :

2Y%

b= :
2 R

Dass der Werth von A’ genau wie im astigmatischen Strahlen-
biindel das Mass der direkten Aberration darstellt, haben wir schon S.
126 erwiihnt. Als Mass der transversalen Aberration — wobei nur
der in die Y Z-Ebene fallende Hauptschnitt in Frage kommt — kinnen
wir auch € betrachten, obwohl diese Grisse nicht genau der Grisse
(" im astigmatischen Strahlenbiindel entspricht. Dagegen kinnen wir
keinen so einfachen Ausdruck fir die Bedeutung des Werthes 4° fin-
den, sondern miissen uns damit begniigen, seine Bedeutung fiir die
laterale Aberration des einzelnen Strahles und fin die geometrischen
Figenschaften der iibrigen abwickelbaren Normalflichen zu kennen.

Fiir die anastigmatischen Strahlenbiindel der driften Form, der
wiil  doppelter  Asymmetrie, haben wir noch den zweiten Asymmetrien-
coefficienten 2" in Rechnung zu ziehen. Gemiiss unseren Vorausset-
zungen kann bei dieser Form niemals i’ = 0 sein: die im Falle 4’ = 1
vorhandenen orthogonalen Hauptschnitte sind nicht symmetrisch zu der
X Z-Ebene orientirt: endlich gilt fiir den Evolutenvinkel:

A -+ ._l_l-".'i
tgf - —1—11 _1,}

Im iibrigen gilt von den Werthen i'(1 — ') R' 4' C 4" das eben
von der zweiten Form Gesagte. Auch betreffend den Werthen B' und
B begniigen wir uns mit ihrer Bedeutung fiir die laterale Aberration
eines einzelnen Strahles, obwohl ersterer durch seine Bedeutung fiir
die geodiitische Kriimmung der die X-Achse beriihrenden Hauptkriim-
mungslinie ausgedriickt werden kinnte. Die Strahlenbiindel, fiir welche
#" =10 ist, bildlen den Uebergang zu denen der zweiten Form, indem
ihre zweite Asymmetrie nur von den Griissen B'B' abhiingt. Den
Uebergang zu der ersten Form finden wir andererseits bei den Strahlen-
biindeln, fiir welche siimmtliche Differentialquotienten dritter Ordnung
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in der Gleichung der Wellenfliiche verschwinden, aber in keinem der
Coordinatensysteme p=g¢=3"=0 die Bedingung fiir einen orthogo-
nalen Hauptschnitt 3'® = 0 erfiillt ist. Diese kinnen aber, wie wir ge-
sechen haben, keine anderen Haupttypen aufweisen als die der ersten
Form, obwohl die von der doppelten Symmetrie abhiingigen Eigen-
schaften verloren gehen.

Fiir die Straklenbimdel mit wunendlich Eleinem Astigmatismus d. h.
solche, in welchen die Brennstrecke von derselben Grissenordnung wie
der Diameter der Blende ist, finden wir leicht die Constitution mit Hilfe
der im wvorigen Capitel durchgefithrten Untersuchung der Fliichenele-
mente, fiir welche im Coordinatensysteme p=¢q =s—= 0 die Differenz
r —{ einen unendlich kleinen Werth hat, ohne gleich Null zu sein.
Wir haben gesehen, dass bei Vorhandensein einer Symmetrieebene,
weleche wir in die XZ-Ebene verlegen, immer ein Kreispunkt sich in
unendlich kleiner Entfernung befindet, wenn O — W einen endlichen
Werth hat, und wir haben die Formeln gefunden, nach welchen der
Ort dieses Kreispunktes bestimmt wird. Im gegebenen Falle ist es
also eine leichte Sache zu berechnen, ob dieser Kreispunkt innerhalb
des Wellenfliichenelementes des Strahlenbiindels sich befindet oder nicht.
Im ersten Falle erhalten wir die Evoluten aus den Evoluten der betref-
fenden Kreispunkte, wobei wir nur zu beachten haben, dass die Schnitte,
welche zur Tangentialebene parallel sind, nicht parallel zur Fokalebene
des Kreispunktes stehen. sowie dass das Strahlenbiindel auf der einen
Seite seiner Fokalebene einen grisseren Theil der Evolute enthiilt als
auf der anderen. In Uebereinstimmung hiermit treten auch die fin das
anastigmatische Strahlenbiindel charakteristischen Conoiddoppellinien
auf, obwohl excentrisch belegen. Wenn man die Durchschnitte des
Conoides mit den verschiedenen zur Fokalebene parallel gelegten Ebe-
nen punktweise construirt, so findet man, wenn die Brennstrecke nicht
zu klein ist im Verhiiltniss zu der Offnung des Strahlenbiindels und zu
den Ableitungen der Hauptkriimmungen der Wellenfliiche, keine an-
deren Doppelpunkte als diejenigen, welche den beiden, dem astigma-
tischen Strahlenbiindel eigenthiimlichen Conoiddoppellinien entsprechen,
wenn man aber die letzgenannten Werthe und die Offnung des Strah-
lenbiindels im Verhiiltniss zu der Brennstrecke grisser wiihlt, erschei-
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nen, wie erwiihnt, die fiir das anastigmatische asymmetrische Strah-
lenbiindel charakteristischen Conoiddoppellinien. In einer fritheren Ar-
heit habe ich die Doppelpunkte der Conoidquerschnitte fiir beide Fiille
an solchen punktweise construirten Figuren gezeigt und entsprechende
Strahlenbiindelquerschnitte photographisch abgebildet. Fiir die prak-
tisch nithige Kenntniss eines solchen Strahlenbiindels mag es nicht
iiberfliissig sein, daran zu erinnern, dass die Normalengleichungen.
welche durch Entwickeln nach Potenzen von x und y bezw. p und ¢
erhalten werden, unverindert bleiben. i die lateralen Aberrationen
pines Strahles finden wir demnach bei Anwendung dieser Variabelen
dieselben Werthe wie sonst, wiihrend betreffs der longitudinalen Aber-
rationen das tiber die anastigmatischen Strahlenbiindel Gesagte gilt,
weil die zweite abwickelbare Normalfliiche eine unendlich grosse Kriim-
mung besitzt. Da ©—=0 ist, so gelten fiir die s-Linie der s-Schale
die allgemeinen fiir das astigmatische und das anastigmatische Strah-
lenbiindel mit einfacher Asymmetrie gemeinsamen Ausdriicke und fiir
die s,<Linie der s,-Schale, d. h. ihre Kantlinie, die aus den allgemeinen
Formeln der Evolute S, 17 nach Uebergang auf die unabhiingigen
Variabelen xy erhaltenen Ausdriicke

el i i
"'l')ﬂ' I‘J.H'-
e 9 2
g Yy LS 7 o T e e

. "r'jr‘.f‘-‘: l{"‘I.i'.l"

welche bei v =0 keine unendlich grossen Werthe enthalten und bei
D, — D, =0 unmittelbar in die fiir die /~Linie der betreffenden abwie-
kelbaren Normalfliche des Kreispunktsnormalenbiindels geltenden Wer-
the iibergehen. Da die Punkte, in welchen diese Kantlinie das Grenz-
conoid des Strahlenbiindels schneidet, mit den Anfangspunkten der Dop-
pellinien aufl der Conoidoberfliiche zusammenfallen, so erhalten wir auf
diese Weise diejenigen Querschnitte des Strahlenbiindels, welche in der
X Z-Ebene liegende Spitzen aufweisen, und kiinnen also leicht die Kant-
linie construiren, da wir ausser diesen beiden Punkten noch einen drit-
ten, den zweiten Fokalpunkt, kennen. Die entsprechenden Ausdriicke
fiir die erste Doppellinie kinnen wir nicht erhalten, wofern nicht W=0
ist. da weder die Ausdriicke fiir die Evolute anwendbar sind, noch die
bei den Kreispunkten angewendete Methode zum Ziel fithrt. Fiir die
Kenntniss des Strahlenbiindels wiire auch diese Doppellinie von unter-
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geordneter Bedeutung, da ihre Endpunkte auf der Conoidoberfliche
bei endlichem Werthe von {7 keinen Spitzen auf der Schniltlinie der
Begrenzungsfliche des Strahlenbiindels mit der beziiglichen zur Fokal-
ebene parallelen Ebene entsprechen, weil die Evolute, auf welcher diese
Endpunkte belegen sind, eine Schnittlinie mit der niimlichen Ebene hat.

Fiir die vier (uerschnitte, welche ausser den beiden Fokalebe-
nen die Brennstrecke eines Strahlenbiindels mit einfacher Asymmetrie
und unendlich kleinem Astigmatismus charakterisiren, haben wir also
in den Gleichungen

s R U U

D, DR A= D,
el 1 Hr if-f.‘ﬁ |" TF 2 ”:TE
L = oo == 7. —_— = | .5.! i_:' I]‘ ﬁ f— I-j oty
e Ry e el S )

fir ein Conoid #* + #* = R* das eine Mal & durch 4 R, das andere
Mal durch — £ zu ersetzen. Diese Gleichungen, welche, wie wir ge-
sehen haben, fiir alle Strahlenbiindel mit wenigstens einer Symmetrie-
ebene vollkommen unabhiingig vom Grade des Astigmatismus giltig
sind, geben uns die Endpunkte der Schnittlinien der beiden Evoluten
mit der XZ-FEbene. Im astigmatischen Strahlenbiindel ist nun der Un-
terschied zwischen den zwei Werthen von ', sowie der zwischen den
beiden Werthen von £" unendlich klein im Verhiiltniss zur Differenz
2" _C": wenn aber die Brennstrecke von derselben Grissenordnung ist
wie die Offnung des Strahlenbiindels, sind auch siimmtliche genannten
Differenzen von einer und derselben Grissenordnung, Wihrend also
in ersterem Falle niemals Schnittlinien der beiden Evoluten aul einem
und demselben Querschnitte des Strahlenbiindels vorkommen kinnen,
ist dies in letzterem Falle die Regel. Da es unnithig erscheint, die
keine Schwierigkeiten bietende Diskussion aufl alle migliche Fiille aus-
zudehnen, wollen wir uns hier auf die fiir die Ophthalmologie und wohl
auch fiir die Optik im allgemeinen wichtigsten Fiille wiu —w) = 0
beschriinken.

Da die Brennstrecke von derselben Grissenordnung wie der
Durchmesser der Begrenzungslinie des Strahlenbiindels auf der Wel-
lenfliiche ist, und da wir die Werthe £’ nur bis zur zweiten Potenz
von x entwickeln kinnen, so ist das Glied D, D, (D, — D,,) in der Glei-
chung fiir £ wegzulassen, und es ist bis auf unendlich kleine Griissen
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hiherer Ordnung f'.'._,., eleich Y. Fiir die Differenz £’ — ' erhal-
'Il'r'j.-'- }:Jh’-
ten wir:
sefd g | | () W I . (R T’[”]J
;- ] ma -— _— - .- x - m -— .!‘ —— —— e L %
T AR (;}j D, *) + ?j,:x ( - D,

Die Bedingung dafiir, dass innerhalb des Strahlenbiindels eine
Kreispunktsnormale vorkommt, ist, dass die Gleichung £ — £ =0 einen
Werth von & giebt, welcher numerisch kleiner als £ ist. Wenn wir
D,, durch I, und (D, — D,) ersetzen, ergiebt sich nach Multiplication
mit D, D,

D, — D, 3 x(U _1H+ {m o J_S* (T — W) —
’

(D M,,}[ g, ;f) =0

in welchem Ausdrucke wir die im letzten Gliede enthaltene Differenz
D, - D, durch —x(U — W) ersetzen kinnen, da diese Werthe laut
der Gleichung selbst nur um unendlich kleine Griissen zweiter Ordnung
differiren, wonach sich die beiden letzten Glieder ausgleichen, und die
im vorigen Capitel gefundene Bedingungsgleichung fiir die Existenz
eines Kreispunktes in der Niihe eines Flichenpunktes mit unendlich
kleiner Differenz der Hauptkriimmungen wieder erhalten wird, Bei
endlichem Werthe von U — W giebf uns diese Gleichung den ersten
Anniiherungswerth:

LDe D
U—W

mit welchem wir uns hegniigul, da das zweite Glied, welches (D,— D,,)*
enthiilt, den Ausdruek fiir £ bezw. £ unbequem macht. In der ersten
Anniiherung sind diese ."!.u:-.tll licke fiir die zur Fokalebene parallele
Ebene, welche den Kriimmungsmittelpunkt des Kreispunktes enthiilt,

' I+D o) o =__+1}J_}_:.~ I
= ToT F 2 T T § (S Ty

ot
-

amf
— ™

Wenn wir nun, indem wir uns mit der ersten Anniéiherung be-
gniigen und die Kriimmungsdifferenz D, — D, sowohl wie die Ablei-
tungen der Hauptkriimmungen positiv wihlen, die successiven zur
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Tangentialebene parallelen Schnitte des Strahlenbiindels von der Wel-
lenfliche aus verfolgen, so finden wir den Anfang der Brennstreke
bei € = e F—I{ . wo die aul der XZ-Ebene vertikal stehende, negativ
I)} Drﬂ * L }
gekriimmte, aul der Seite positiver .\ des centralen Strahles belegene
Schnittlinie der ersten Evolutenschale zu erscheinen anfingt. In den
weiteren Schnitten nimmt diese Schnittlinie der Evolute einen immer
grissseren Theil der Begrenzungslinie des Querschnittes des Strahlen-
biindels ein, wihrend der entsprechende Theil der Schnittlinie des
Grenzconoides sich immer mehr von der Evolutenschnittlinie entfernt
und dem gegeniiberliegenden Theile der Begrenzungslinie des Strahlen-

biindelquerschnittes nihert, bis sich die beiden Curventheile bei £ = I
1 RW 2
= e 1 & . Foa +  a
beriihren. Bei C = . _ bildet der auf diese Weise hiniiberge-
L rr

schobene Theil der Schnittlinie des Grenzeonoides eine nach der Rich-
tung negativer X schauende, in der XZ-Ebene belegene Spitze, den
Anfangspunkt der Kante der zweiten Evolutenschale. Je nachdem also
HI!’E D, — D,, ist, erscheint diese Spitze, bevor die erste Fokalebene
erreicht wird, wobei die Kante innerhalb des Strahlenbiindelquerschnittes
beginnt, oder erst nachher, wobei die Spitze auf der Begrenzungslinie
des Strahlenbiindelquerschnittes liegt, und die Kante auf der Oberfliche
beginnt, Im ersten Falle hat die Schnittlinie des Grenzeonoides schon

zwei Doppelpunkte bei Z= Ilf und die folgenden Schnitte zeigen drei Dop-
r

St : e el o

pelpunkte, wiithrend in letzterem die zwischen £= = und = - — =

‘;'}F j}ﬂ' 'r")f.r“

fallenden Schnitte zwei und erst die folgenden drei Doppelpunkte zeigen.
Die der Ebene £ = L

I'].H Dﬂ'ﬂ
linie der ersten Schale und der Kante der zweiten, letztere in der Form
einer nach der ersteren zu schauenden Spitze. In den weiteren Schnit-
ten verkleinert sich der Kriimmungsradius der Sehnittlinie mit der er-
sten Schale in ihrem Schnittpunkte mit der X Z-Ebene, und die Schnitt-

linie mit der Kante, von welcher immer mehr sichtbar wird, nihert

folgenden Schnitte zeigen die Schnitt-

sich ihr mit ihrer Spitze, welche bei C = ol den centralen Strahl trifft,
#r
bis bei & — % DD, 0 1  D,-D, W
!

Arald S R SR AN el ——— die Ebene
i U—W 1, D U-W
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den Kriimmungsmittelpunkt des Kreispunktes trifft. Es bildet hierbei
die Schnittlinie der ersten Schale eine Spitze mit zwei Tangenten,
welche auch Tangenten der Schnittlinie mit der Kante der zweiten
Schale sind. Jenseits dieser Ebene finden wir wieder eine auf der
Seite positiver X des centralen Strahles belegene, negativ gekriimmte
Evolutenschnittlinie, deren Kritmmungsradius im Schnittpunkte mit der
XZ-Ebene immer mehr zunimmt, welche aber jetzt der zweiten Schale
angehirt, wihrend die erste Schale jetzt eine Kante bildet, deren
Schnittlinie als gegen die andere Schale gewendete Spiize erscheint.
Die beiden Sehnittlinien der Evolutensehalen entfernen sich von einan-

der, und bei £ = 1 o _jf_” verschwindet die Schnittiinie der Kante

D, rr
innerhalb der Begrenzungslinie des Strahlenbiindelquerschnittes, wobei
im beziiglichen Punkte die Schnittlinie des Grenzconoides eine nach
der Richtung negativer X schauende Spitze aufweist. In den folgen-
den Schnitten nédhert sich der betreffende Theil der Schnitilinie des
Grenzeonoides immer mehr der eine immer schwiichere Kriilmmung
aufweisenden Evolutenschnittlinie, bis bei C = e B * Er
IR
menfallen, und die letzte Spur der Evolute als ein Zeichen des Authi-
rens der Brennstrecke sichtbar ist.

Wenn R < —ﬂ’_—ﬂi ist, so fiillt kein Kreispunkt innerhalb der

beide zusam-

Begrenzungslinie des Strahlenbiindels auf der Wellenfliche, es findet
sich auf den Querschnitten des Strahlenbiindels kein Berithrungspunkt
zwischen den Schnittlinien der beiden Evoluten und in der beziiglichen
Schnittserie des Strahlenbiindels wird die Ebene £ = 1, RU ;
D, 1k
cher die letzte Spur der ersten Evolute zu sehen ist, frilher angetroffen
als die Ebene C = s + _‘"Iﬂ’, in welcher die Schnittlinie mit der Kante
l}ﬂ I)}!‘
der zweiten Evolute aufhort. Die entsprechende Spitze der Schnittlinie
des Grenzeonoides kommt dann auf der Begrenzungslinie des Strahlen-
biindelquerschnittes zu liegen und schaut nach der Richtung positiver
X, was auf dieselbe Weise bewiesen wird wie beim Strahlenbiindel

D, — D,
W

in wel-

des Kreispunktsflichenelementes, Ist dabei E < » 50 liegt,

wie wir gesehen haben, auch die andere in der XZ-Ebene fallende
Spitze der beziiglichen Schnittlinie mit dem Grenzeonoide auf der Be-
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grenzungslinie des Strahlenbiindelquerschnittes, und es verlduft mithin
die zweite Doppellinie des Conoides ganz wie im allgemeinen astigma-
tischen Strahlenbiindel.

Bei R < E"—_&E”- hat auf der Schnittserie die Schnittlinie der
ersten Evolutenschale aufgehirt, bevor die zweite Fokalebene erreicht
”’ I{-_’_f- giebt es keine Schnitte des Strahlenbiin-
U+ W
dels mehr, welche Schnittlinien der beiden Evoluten enthalten, es kiin-
nen also die beiden Doppellinien des Conoides nicht auf demselben
Schnitte zum Vorschein kommen. d. h. aul den Sehnittlinien des Grenz-
conoides finden sich niemals mehr als zwei Doppelpunkte vor,

Nach eben derselben Methode kann die Diskussion der Fiille
wiw— w) < 0 durchgefiihrt werden. Da aber solche Strahlenbiindel
nicht im Auge vorzukommen scheinen, und auch bei excentrischer
Brechung in centrirten optischen Systemen sowie bei Brechung in
schiefgestellten Linsen, wie ich friither gezeigt habe, nur ganz aus-
nahmsweise entstehen, soll die Diskussion hier nicht weiter gefiihrt
werden.

Es ist eine leichte Sache, die verschiedenen diskutirten Strah-
lenbiindel optisch zu erzeugen. Bekanntlich erhiélt man bei Brechung
durch schiefgestellte Linsen ein astigmatisches Strahlenbiindel, von
dessen Asymmetrie ich gezeigt habe, dass, wenn die Linse planconvex
mit der ebenen Fliiche dem Lichte zugewendet, und der leuchtende
Punkt nicht zu nahe der Linse belegen ist — eine Distanz, welche
zwei oder drei mal die Brennweite der Linse betrigf, geniigt bei nichf
allzu schriiger Stellung — die Bedingung w(x—w) = 0 erfiillt ist. Durch
Hinzufiigen einer Cylinderlinse. deren ebene Fliche an die entspre-
chende der Linse angelegt wird, kann nun der Astigmatismus beliebig
veriindert werden, wihrend die Offnung und die Asymmetrienwerthe
des gebrochenen Strahlenbiindels nicht merklich beeinflusst werden,
wonach simmtliche beschriebenen Formen der Strahlenbiindel leicht
zu erhalten sind. So bekommt man z. B. mit einer combinirten Linse
+ 10,0 = 4 3,0 c., wenn die cylindrische Fliiche dem leuchtenden Punkte
zugewendet ist, und die Schiefstellung durch Drehung der Linse um
eine auf der Cylinderachse senkrechte Achse bewirkt wird, bei nicht
zu starker Schiefstellung ein Strahlenbiindel, welches eine Kreispunkis-
normale enthiilt, die sich bei stiirkerer Schiefstellung immer mehr der
Peripherie niéihert, indem dabei der Astigmatismus zu-, die Asymmetrie

wird, und bei R < -
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abnimmt, und wenn die Schiefstellung durch Drehung um die Cylin-
derachse bewirkt wird und so gross ist, dass kein Punkt U = 0 auf der
Wellenfliiche des Strahlenbiindels vorhanden ist, ein typisches Strahlen-
biindel mit einfacher Asymmetrie, dessen beide Evoluten Schnittlinien
auf denselben Querschnitten des Strahlenbiindels zeigen, ohne dass ein
Berithrungspunkt irgendwo zwischen ihnen vorkommt. Diese Experi-
mente zeigen in allen Details die oben deducirten Erscheinungen, welche
sehr leicht zu constatiren sind, da nicht nur die heller erscheinenden
Sehnittlinien der Evoluten, sondern auch die. verschieden helle Partien
abgrenzenden, Schnittlinien des Grenzeonoides ohne Schwierigkeit zu
erkennen sind.

Wenn im letzterwiihnten Experimente die Schiefstellung gering
ist, so enthiilt die innerhalb der Begrenzungslinie des Strahlenbiindels
belegene Partie der Wellenfliche, wie gesagt, einen Punkt U = W = 0,
welcher sich dadurch kundgiebt, dass die erste Evolutenschale zwar
in den ersten Schnitten der oben befolaten Serie nur eine Schnittlinie
zeigt, in den folgenden aber zwei, welche sich schliesslich in einer ge-
raden Linie, der dem Punkie U = W = 0 entsprechenden Kante, verei-
nigen, wonach in den folgenden Schnitten des Strahlenbiindels diese
Evolutenschale keine weiteren Schnittlinien aulweist. Solehe Strahlen-
biindel, aufl deren Bedeutung fiir die Correction des Astigmatismus des
Auges in einem folgenden Capitel niiher eingegangen werden soll, ha-
ben also in der That zwei Symmetrieebenen, obwohl diese nicht den
centralen Strahl schneiden.

Wenn die Brennstrecke des Strahlenbiindels von derselben Gris-
senordnung wie das Quadrat des Durchmessers der Begrenzungslinie
auf der Wellenfliiche und dabei U7 — W unendlich klein oder gleich
Null ist, wiihrend &' — 2" einen endlichen Werth hat, so konnen, wie
wir gesehen haben, zwei Kreispunkte auf der Wellenfliche innerhalb
der Begrenzungslinie des Strahlenbiindels vorhanden sein, und wenn
nicht nur die Differenz der Asymmetrienwerthe, sondern auch diese
selbst unendlich klein sind, so kann ein Strahl vorkommen, welcher
von zwei Symmetrieebenen des Strahlenbiindels geschnitten wird, wie
es bei Verschwinden siimmtlicher Asymmetrienwerthe mit dem centralen
Strahl der Fall ist. Ohne siéimmtliche diese Fille zu diskutiren, wollen
wir uns den Strahlenbiindeln mit zwei Symmetrieebenen, welche den
Hauptstrahl enthalten, zuwenden und dabei wieder die praktisch wich-
tigsten Formen 2(@ — £) > 0 niher untersuchen. Wenn diese Bedin-
gung liings den beiden Hauptkriimmungslinien der Wellenfliche erfillt
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ist, so finden sich, wie wir gesehen haben, immer zwei Kreispunkte in
der Niihe, welche bei positiven Aberrationswerthen und negativem
Werthe der Differenz n, — D, auf der ersten Hauptkriimmungslinie be-
legen sind und bei R* > "}[_”,H_ Ef}
= m
zungslinie des Strahlenbiindels liegen und in der Ebene

innerhalb bezw. ani der Begren-

e

l D,-—D, o | D, — D, 2

; [ (7} : =, rF [ ! ¥
j-’r I-]" lfj oo ;!! ]rjrq- ‘ir‘lr" fjl’ e !!

angetroffen werden. Aus schon erwiihnten Griinden ist die Differenz
2" — 0" zu vernachliissigen, wonach wir beide Werthe mit £ bezeich-
nen. Fiir die Untersuchung der gewihnlichen Schnitiserie des Strah-
lenbiindels reichen die durch die Gleichungen S. 153 bestimmten Werthe
von ¢ und ¢ nebst den Fokalebenen und der Ebene, welche die Fo-
kalpunkte der Kreispunkte enthalten., villig aus. Wenn in einem sol-
chen Strahlenbiindel bei positiven Aberrationswerthen und negativem
Werthe von n, — b, die gewihnliche Schnittserie des Strahlenbiindels
1 I
Do 2l 8

, wonach die folgenden Schnitte eine geschlossene

verfolgt wird, so treffen wir zuerst die beiden Ebenen ;=

Ligsar A
£ 2D
Schnittlinie der einen Evolutenschale, welche wir als die erste bezeich-
nen, aufweisen. Je nachdem nun die eine oder die andere der ge-
nannten Ebenen zuerst kommt. erscheinen aufl dem Querschnitie des
Strahlenbiindels zuerst die die eine oder die andere Coordinatenebene
schneidenden Theile dieser Evolutenschnitilinie. In den weiteren Schnil-
ten wird die Kritmmung dieser Schnittlinie der Evolute in denjenigen
Punkten, in welchen sie die X Z-Ebene schneidet, immer grisser. Bei
g
D, 2p;

Schnittlinien mit der einen Kante der zweiten Schale in Form von zwei
Spitzen, welche von dem Haupistrahl weg schauen, und welche sich
immer mehr den gegeniiberstehenden Theilen der Schnittlinie der ersten

2

Evolute nihern. Bei ¢ =~ — &2
0.0 8BD.F

auf, mit der Begrenzungslinie des Strahlenbiindelquerschnittes zusam-
menzufallen, und bei ; = II}_ = {E;ﬁ entstehen in den Schnittpunkten

! =hend |

und ¢ =

entstehen innerhalb derselben in der XZ-Ebene die

hirt die Schnittlinie der Evolute
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dieser Begrenzungslinie mit der YZ-Ebene die beiden Spitzen, welche
die Anfangspunkte der zweiten Kante der zweiten Schale markiren,
Bei ¢ = L5 aply =y : —,-*f —, in der Ebene, welche die Fokalpunkte
D, D} @ — 0
der beiden Kreispunkte enthélt, hat der Kriimmungshalbmesser der
beiden die X Z-Ebene schneidenden Theile der ersten Schale soweit
abgenommen, dass eine Spitze enfstanden ist, deren beide Tangenten
auch Tangenten der die Schnittlinie mit der ersten Kante der zweiten
Schale darstellenden Spitze sind, und die beiden Schnittlinien mit der
zweiten Kante werden von der Begrenzungslinie des Querschnittes iiber-
ragt. In den folgenden Schnitten gehiirt die erstgenannte Kante der
ersten Schale an, welche eine immer kleiner werdende, in zwei in der
X Z-Ebene belegene Spitzen auslaufende, geschlossene Sehnitteurve
zeigt, die bei { = _1_ die letzte Spur der ersten Schale in Form einer
r
kurzen in der XN.Z-Ebene liegenden Linie darstellt, withrend die zweite
Schale eine geschlossene Schniftlinie hat, weleche mit zwei in der T %-
Ebene belegenen Spitzen, Durchschnitten der beziiglichen Kante, schliess-
lich bei ¢ = !} in einer kurzen, in der Y.Z-Ebene liegenden Linie en-
F

digt, nachdem die die XZ-Ebene schneidenden Curventheile einen immer
grisseren Kriilmmungsradius erhalten und sich einander immer mehr
genithert haben. Wenn in einem solchen Strahlenbiindel der Astigma-
tismus nach Null hin abnimmt, so nihern sich die beiden Fokalpunkte
der Kreispunkte und fallen schliesslich zusammen, wobei der der ersten
Schale angehiirige Theil der ersten Kante immer kleiner und schliess-
lich zu einem Punkte, der Evolutenspitze des nunmehr anastigmatischen
Strahlenbiindels, reducirt wird.

Das geschilderte Strahlenbiindel entspricht den Bedingungen

r 2 _— - f rE " .
¢ ' —a> 2(D, - D) und 8(p,,— D,) + B¥{e” —42)>0. Bei Nichter-

=
filllung der ersteren bildet die Schnittlinie der ersten Schale keine ge-
schlossene Curve in der Ebene, in welcher die Schnittlinien der ersten
Kante zuerst erscheinen, sondern erst in einem der folgenden Schnitte,
jedoch immer bevor die Schnittlinien mit der zweiten Kante auftreten.
Bei 8(n,, — D,) + B (a" — 4 2) <0 entstehen diese innerhalb der Schnitt-
curve der ersten Schale, bei 6(D,, — D,) 4 £*(¢” — 38) = 0 liegen ihre
Anfangspunkte auf dem Hauptstrahl, und bei 6(n,, —D,) 4+ B (o — 3 82)<0
entstehen sie wieder zwischen Hauptstrahl und Schnittlinie der ersten
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Schale, aber jede auf der entgegengesetzten Seite, niihern sich in den
folgenden Schnitten an einander, kreuzen sich in einem auf dem Haupt-
strahl belegenen Punkte und gehen dann weiter aus einander, um
schliesslich den beschriebenen Verlauf zu befolgen.

2(D, — D,)
e —g
hilt das Wellenflichenelement des Strahlenbiindels keine Kreispunkte
mehr, jede Schale hat eine Kante, und aul den Querschnitten des
Strahlenbiindels liegt immer die Schnittlinie der einen ganz innnerhalb

Ist endlich die Bedingung R* > nicht erfiillt, so ent-

2 e :
der der anderen. Bei F* < i}i’] kommen iiberhaupt keine Strah-
} .

lenbiindelquerschnitte mit Sechnittlinien der beiden Evoluten wvor, und
der Uebergang zu typischen astigmatischen Strahlenbiindel ist un-
mittelbar,

Solche Strahlenbiindel kinnen optisch erzeugt werden, wenn man
zu einer planconvexe Linse, deren ebene Fliche dem Lichte zugewendet
ist ein Cylinderglas hinzufiigt, wobei die Brennstreke beliebig gross ge-
wiihlt wird, so dass man den Uebergang vom anastigmatischen zum
typischen astigmatischen Strahlenbiindel gut verfolgen kann.
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5. Die Brechung eines Strahlenbiindels.

Unsere Kenntniss von der Constitution der Strahlenbiindel im
allgemeinen und der geometrischen Grissen, welche im speciellen Falle
seine Figenschaften bestimmen, wiiren von hauptsiichlich theoretischem
Interesse und wiirden insbesondere die Ophthalmologie nicht sehr fir-
dern, wenn wir nicht gleichzeitig die Mittel angiiben, um die genann-
ten Grissen in den vorkommenden Fillen berechnen zu kinnen,

Um dies zu thun, gehen wir von dem Brechungsgesetz aus, das
bekanntlich folgende analytische Form hat.

po — g0, = Ay,

3 —p, 3, = 43,

Jy — p e, = A,
in welchen Ausdriicken «3y die Richtungscosinuse des einfallenden,
«, 3,7, die des gebrochenen Strahles und «, /4,7, die der Normale der
brechenden Fliche darstellen, wiithrend gpu, die betreffenden Brechungs-
indices sind, und i, wenn ¢q, Einfalls- bezw. Brechungswinkel sind,
durch folgende Beziehung definirt wird:

A= COS @ — u, COS g,

Wenn wir nun das einfallende Strahlenbiindel und die brechende
Fliche kennen, so sind die Richtungscosinuse «3y bekannte Funktio-
nen der Coordinaten &y des Punktes, in welchem ein Strahl des einfal-
lenden Strahlenbiindels die Wellenfliche trifft, und ebenso sind «,3,;,,
bekannte Funktionen der Coordinaten des Punktes xyz auf der brechen-
den Fliche, in welchem der fragliche Strahl gebrochen wird. Anderer-
seits wiirden wir das gebrochene Strahlenbiindel kennen, wenn wir die
Richtungscosinuse e,,7, als Funktionen der Coordinaten §7,6 des
Punktes, in welchem der gebrochene Strahl die Wellenfliiche trifft, kann-
ten. Das ist aber eben, was uns die oben angefithrten Gleichungen



ALLGEMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHENX ABERRATIONEN rrTe. 163

geben, wenn wir die Beziehung der Coordinaten &x¢ xyz &4,¢, zu einan-
der einfithren.

Diese Bezichung erhalten wir auf folgende Weise, Dass ein
Strahl im Punkte &3¢ senkrecht auf der Wellenfliiche des einfallenden
Strahlenbiindels steht, und im Punkte xyz die brechende Fliche trifft,
wird durch die Gleichung

S—z4+p(f—=2)=0
ausgedriickt, und die entsprechende Gleichung

& —& bk, —2)=10
giebt an. dass ein Sirahl, welcher im Punkte wxy:z die brechende Fiiiche
trifft, eine Normale der Wellenfliiche des gebrochenen Strahlenbiindels
im Punkte & 1,5 ist. Wir haben also nur diese beiden Gleichungen zu
differentiiren und die Resultate mit denen, welche wir durch Differen-
tiation der das Brechungsgesetz enthaltenden Gleichungen erhalten, zu
combiniren, um die Ableitungen von «,/,, nach §,¢ und mithin auch
die das gebrochene Strahlenbiindel bestimmenden geometrischen Griis-
sen zu bekommen. Bei dieser Differentiation ist dé=pd& 4 gdy....
de=p,dz + q,dy di,=p,dE + q,dy, u. s. w. zu setzen. Fiir den
allgemeinen Fall wiihlen wir am besten ein Coordinatensystem, dessen
Origo mit dem Punkte auf der brechenden Fliche zusammenfiillt, in
welchem der Hauptstrahl gebrochen wird, dessen X Y-Ebene die Tan-
genfialebene dieser Fliche darstellt, und dessen X-Achse in der Bre-
chungsebene liegt. Wenn dabei weder eine Haupttangente der bre-
chenden Fliiche noch ein Hauptschnitt des einfallenden Strahlenbiindels
mit der Brechungsebene zusammenfillt, so werden die Ausdriicke ziem-
lich komplicirt. Die erste Stufe dieser Rechnung giebt uns die Orien-
tirung der Haupttangenten und die Hauptkriimmungen der Wellenfliche
des gebrochenen Strahlenbiindels und wurde schon von Sturwm, obwohl
nach anderer Methode, ausgefithrt. Wenn wir mit 44,6, die Winkel
bezeichnen, welche der erste Hauptschnitt des einfallenden bezw. des
gebrochenen Strahlenbiindels bezw. die erste Haupttangente der bre-
chenden Fliiche mit der Brechungsebene bilden, und unter D, D,, die
Hauptkriimmungen der durch den Brechungspunkt des Hauptstrahls
gelegten Wellenfliiche des einfallenden Strahlenbiindels, unter D, D,
die entsprechenden Werthe fir das gebrochene Strahlenbiindel und
unter I, D, die Hauptkritmmungen der brechenden Fliche verstehen
So haben die betreffenden Gleichungen folgendes Aussehen:
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ueos* (D, cos*e 4 D,,sin’6) — u,costp, (D, cost s, + D,, sin’s,) =
= L”’ COSp — F‘JGGS{FJ [ﬂ_,_, cos” 6, + -Dm sin’ H'fr}

u(D,sin*e 4 D,,.co8°8) — u, (D, sin’e, 4 D, cos’s,) =
= (weosq — w,cosq,) (D, sin*e,, + D, cos's,,)

peosp(D, — D, )sin2¢ — p,cosq, (D, — D,,)sinyg, =
= (ucosy — w,cosqg,) (D, — D, )sin2g,,

Diese Gleichungen sind immer leicht zu lisen, obwohl sie nicht
gerade bequem zu handhaben sind.  Aus den beiden ersten erhiilt man
theils die Summe D, 4 D,,, theils das Produkt (D, — D, Jcos2g,, wel-
ches, quadrirt und mit dem Quadrate des Produktes (D, — D,,)sin2s,
addirt, das Quadrat der Differenz D, — D, giebt.

Um die Asymmetrienwerthe fiir den allgemeinen Fall zu finden,
habe ich vor zehn Jahren allgemeingiltige Formeln angegeben, betreffs
deren etwas umstindlicher Dedukiion ich aufl die betreffende Stelle
verweise!, Wenn wir die Asymmetrienwerthe der drei Fliichen durch
dieselben Bezeichnungen wie die Hauptkriimmungen unterscheiden, dann
folgende Bezeichnungen einfiithren

a=— (Ucos’s + 3 V,cos"asing 4+ 3 W cosesin*s 4 W sin’y
b= _ (Ucos*esing — V,cosa(cos’s — 2sin’e) 4
+ Wisina(sin®e — 2cos*s) — JT, cosgsin®s)
'= — (U,cosesin®es + V,sing(sin's — 2cos’e) +
+ Wieosa(cos® s — 2sin®6) + I, cos® asing)

d=— (Usins — 3V sin*4cosg 4 3 W,sing cos®s — I, cos’s)
e =D cos*e 4+ D, sin’g f=(D, — D,,)sinecoss
g=D,sin*e 4 D,, cos*g
und a,b, . ... a,b, ....dieselbe Bedeutung fiir die geometrischen Grijs-
sen U, V,.....#s, der Wellenfliiche des gebrochenen Strahlenbiindels,
bezw,. fiir die der brechenden Fliche U,V,.... s, haben lassen, so

sind die fraglichen Formeln folgende:
placosiy — 3(e* 4 F)eostgsing 4 dee, cosgsing) —
— maco8tyg, — 3(e)} + fF)oostgsing, - 3e,e,co5¢,sing,} =
= (1 cos ¢ — u, cos q,)a,,

1 Nord, Med. Arch. Bd. XXII N:o 8 8. 31 ff. (schwedisch) und Skand. Arch. fir
Physiologie Bd. 11 5. 324 . (deulsch).
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wlb cos®qp — 2{ef + fg — ef,,) cosg sing + fe,, sing) —
== 4”'.!" th UUH*{FF e 2 [HIL + ‘F.:'Hl.f — r'!.fllr’.:"lfj (:UH{FI h;in {I':F + -||r..‘i"r‘.i'-r H'i” ‘f':.rl —
= (1 cosyp — u, cosq,) b,

wlecosp — (f*+ g i 21f) sing 4 eg,, sing cosg) —
: ] 2 E v Lu = i 3 - =1
— iyle, cosq, —(f," + 9, —2/,/,) sing, + 6,9, sing, cosg,| =

= (@ cosgp — p, COSY,)c,,
e id + 3!.{1";; singj — w, {d, 4+ 3 [, SN, = (1 COSp — e, COSE,)d,

also ein System von vier Gleichungen ersten Grades. Bei der Anwen-
dung ist nur fiir den Fall D, =D, zu bemerken, dass die Grissen
U, V,.... nicht mehr die beziiglichen geometrischen Griissen des ge-
brochenen Strahlenbiindels darstellen, weil dieses anastigmatisch ist,
sondern nur die entsprechenden Differentialquotienten ww . . . . fiir das-
jenige Coordinatensystem p =g =0 repriisentiren, dessen X-Achse in
der Brechungsebene liegt, Dadurch ist aber, wie wir gesehen haben,
das gebrochene Strahlenbiindel faktisch bekannt, da wir nur die Glei-
chung dritten Grades zu lisen haben, welche die Orientirung der Haupt-
tangenten angiebt, um die Werthe /°4'i"" unmittelbar zu belkommen.
Es ist offenbar, dass ausser der zu erwartenden Complicirtheit
der Ausdriicke nichts der Weiterfiilhrung der Rechnung, deren niichste
Stufe die Aberrationswerthe des gebrochenen Strahlenbiindels giebt,
fiir den allgemeinen Fall entgegensteht, aber sicherlich wiirden die
Formeln, wenn wir sie deducirten, niemals zur Anwendung kommen.
In der That haben wir ja auch gesehen, dass in den asymmeirischen

Strahlenbiindeln — so wohl den anastigmatischen wie den astigma-
tischen — die Aberrationswerthe von untergeordneter Bedeutung ge-

geniiber den Asymmetrienwerthen sind. Deshalb haben wir auch nicht
fiir die Fille, wo die Brechungsebene eine Symmetrieebene des einfallen-
den Strahlenbiindels und der brechenden Fliiche, mithin auch des ge-
brochenen Strahlenbiindels, darstellt, die Formeln fiir die Aberrations-
werthe zu deduciren fiir nithig erachtet. In diesem Falle werden die
Formeln fiir die Hauptkriimmungen und fiir die Asymmetrien viel ein-
facher:

i cos” @ BH — Hy cos® T, ‘J-}.rr = Lu, COSp — L, ﬂ‘“H‘r’r} 'U,pa
wbD,. —u D, —(ucosg —u, cosg,) D,

wcosby U, — u, cos’q, U, = (u cosg — u, cosy,) U, 4
+ Busing D, (cosqg D, — cosg,D,) — 3using(cos’y D’ — cos*q,D,)
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weosg W, — u, cosg, W, = (uwcosg — u, cosg,) W, 4
+ using D, (cosg D, — cosg,D,) —psing(D,,* — D, %)

e

Wenn in diesem Falle das gebrochene Strahlenbiindel anastig-
matisch ist, so haben die Grisssen U W, unmittelbar ihre geometrische
Bedeutung, da die Brechungsebene mit einem Hauptschnitte zusam-
menfiilit.

lch habe diese Formeln beniitzt, um die Brechung unter schiefer
Incidenz in einer einzigen brechenden Fliche, sowie die in einem Prisma
und in einer schiefgestellten Linse zu untersuchen. wonach controlirende
Experimente ergaben, dass die Resultate der Rechnung auch bei so
grosser Offnung, wie nach Brechung in einem Objective eines Opern-
glases, die Eigenschaften der Sirahlenbiindel hinreichend genau ange-
ben. Da dies einestheils betreffend der sphiirischen Aberration nach
Brechung in centrirten Rotationsfliichen lingst bekannt ist, anderentheils
aber betreffs der Aberrationswerthe iiberhaupt schon daraus gefolgert
wird, dass diese hiherer Ordnung als die Asymmetrienwerthe sind, so
habe ich weitere dergleichen Experimente {iir unniithig erachtet, und
wir werden uns demnach in den folgenden Zeilen darauf beschrinken,
die Aberrationswerthe des gebrochenen Strahlenbiindels bei Vorhanden-
sein von zwel Symmetrieebenen zu deduciren.

Hierbei fEllt in unserem Coordinatensystem der Hauptstrahl mit
der Z-Achse zusammen, und die Asymmetrienwerthe simmtlicher drei
Fliichen sind gleich Null. Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir
aus den zwei Differentialgleichungen

pdy — iy, = ddy,, 4+ 7,,d1
pdy — &y, =id’y,, + 2didy,, + ¥, 4" 2

da die drei Werthe dy gleich Null sind, unter Beachtung der beziigli-
chen Identitiiten d*y = — (de® 4 d3%) den Ausdruck:

dh=(u — p,) (de,* 4 df,7) — u(de® + dB%) + pu,(de; 4-dB,")

den wir mit Hilfe der aus den beiden Differentialgleichungen
wide — p,da, = Ade,,

udf — g, d 3, =idf,
leicht zu beweisenden Identitit

u,(da} —de,’) — u(da® —de,*) = — e 74 _-"i}- (de — dea,,)?
|uf
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und der entsprechenden Beziehung zwischen den Differentialen 3 in
folgender Form
Pa=— 4 =1 (G da,) 1 (28 —dB,))

L

anwenden. In der Differentialgleichung dritter Ordnung

pdle — u,de, = (u — F,]{faaﬂ 4+ dda, d'i
betrachten wir siimmtliche Richtungscosinuse als Funktionen von den
Coordinaten xy des Punktes, in welchem der betreffende Strahl die
brechende Fliiche trifft. Aus den bekannten Relationen

g =0 - i Sl i
VI +p?*+4° FLEE 0
finden wir
dete=—dp=—rds
dle=—d’p 4+ 3dp(dp4 dq’)= — D' dS® — 3.2 dédn® — rd®é

nebst analogen Werthen fiir die brechende Fliche und fiir das ge-
brochene Strahlenbiindel. Fiir den Uebergang auf die Ableitungen nach
xy finden wir aus den eben angefilhrten Gleichungen, welche die be-
giiglichen Punkte von einander abhiingig machen,

di=dx=d§, TE=d"E, =0
g5=—drdeslr—r. jdz" (i —t.)dy*)
d'E =_ 3r,dx{(r, — r,)dz* + {t, — L,)dy’}
Nach Elimination von r, und {, mittels der Gleichungen
w7, = (t, — 17, +
oty = (1, — u)t,, 4 ut
erhalten wir folgenden Ausdruck

prd3€ — wr,d*s 4 3de,, d¥i=_ e, s_-'ﬂ {r_?',,}’([g.r,, 4 ) — Ir.w',,.)&’:ﬂa -
M

»

_gi{&it “) (& — .f.”}ii:'r - v { (e, 4 ) v 4 (g, — o) v} =, 1, (1 —1y) i;f—;;;.:.fy“

’
wonach sich schliesslich aus der Differentialgleichung dritter Ordnung
der Richtungscosinuse « eine Gleichung ergiebt, welche nur da’ und
dxdy’ enthiilt, und welche demnach, da x und y unabhiingige Variabe-
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le sind. zwei Gleichungen giebt, Auf eben dieselbe Weise finden wir
hei Ausgang von den Differentialgleichungen, welche aus der Gleichung
zwischen den Richtungscosinusen 4 erhalten werden, zwei #éihnliche
Gleichungen, welche auch einfach durch Drehung des Coordinatensy-

stemes um einen Winkel von _: ans den beiden ersten erhalten werden

kimnen, Diese vier Gleichungen, welche die Aberrationswerthe des
gebrochenen Strahlenbiindels geben. wenden wir in folgender Form an:
: ' o Bufw,—p) ARy =
B, = (u, — p) b, 4 gy’ S (r,, — ) {uer, — (4, + u)r}

b

1,9, =(u, — u) 9 +p0 + "i“:f 3y — 1) (b — Ol — (2 + )T}

L
/
: .'t"r"'.-'"”—’-' 5 ” Ir."" = '!rhr =1 T “1.

rr 4 i rE iy i TN e
M, 2. {.”r = -":'-Q-' LB K2 + ; [ :[ F] ; : J l'rlrr "’“ rlnr ; f} 51!.‘“’"!.!'! i l."! +,“]:: +
,

+ p by vy =1l — 4, — 7 + !]E
_u,rl.r,.”: (4, — )@, 4+ pa” 4 =0 —— by — 1) {ud,, — (4, + )i}

Man sieht, dass die Gleichungen fiiv @, bezw. @,”, wenn die
brechende Fliche sphiirisch ist, mit den [rither bekannten Formeln fiir
die sog. sphiirische Aberration bei Brechung in sphiirischen Flichen
vollkommen iibereinstimmen, und weiter, dass bei v — t=1, — {,=
o —80,=0"-30/=0, —830,=0," —80,=0 d. h. wenn die Wel-
lenfliiche des einfallenden Strahlenbiindels und die brechende Fliiche
centrirte  Umdrehungsfliichen sind, dasselbe auch mit der Wellenfliiche
des gebrochenen Strahlenbiindels der Fall ist, indem r, — f, = @, — 30, =
=, — 309 =0 erhalten wird. Dem allgemeinen Gesetze zufolge ist
Q' — 9 ' =rifr -1 sowie 2, — 9~ =r,t, 0, —1t) und es muss
9" — 0" =rt(r, 1) sein, was auch die Formeln nach Einsetzung
der beziiglichen Werthe geben.

In Bezug auf Linsen und die vielfiltigen Zusammensetzungen von
solchen kinnen diese Formeln eine reichliche Anwendung finden, inshe-
sondere bei gleichzeitiger Anwendung der von den Ableitungen vierter
Ordnung in den Gleichungen der Wellenflichen und der brechenden
Fliiche abhiingigen Formeln fiir Bildkriimmungen und Distorsion. Was
die letzteren Aufgaben befrifft, so gehiren sie nicht in den Rahmen
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der vorliegenden Arbeit. und was die Aberrationen von Glisern betrifft,
so haben sie fiir die Opthalmologie eine ganz untergeordnete Bedeu-
tung, da die Abblendung durch die Pupille hinreichend ist, um die durch
die Brillen verursachten Aberrationen ohne Bedeutung fiir das Sehen zu
machen. Da wir aber mittels dieser Formeln die Eigenschalten des
bei Brechung in eciner beliebigen sphiiroeylindrischen oder torischen
Combination entstehenden Strahlenbiindels berechnen kinnen, so haben
wir es auch in der Hand, die verschiedenen Formen von Strahlenbiin-
deln fiir Unterrichts- oder andere Zwecke demonstriren zu kinnen,
Andererseits sind sie geeignet, auf solche Flichen wie die Hornhaut,
die auch im schinsten Auge keine Umdrehungsfliche darstellt, ange-
wendet zu werden.

Man miichte glauben, die Eigenschaften des zebrochenen Strah-
lenbiindels wiiren hinreichend bekannt, wenn wir seine Wellenfliiche
kennen, und in der That wird wohl der rein mathematische Gesichts-
punkt nicht mehr fordern. Aber bei opfischen Strahlenbiindeln miissen
wir auch iiber die Lichtvertheilung auf den einzelnen Querschnitten des
Strahlenbiindels, sowie iiber die durch die Brechung veriinderte Form
der Begrenzungslinie Aufschluss zu gewinnen suchen. Beide Aulgaben
gehiiren zusammen und werden durch die Normalengleichungen bezw.,
durch diejenigen Gleichungen gelist, welehe die Coordinaten des Punk-
tes. in welchem ein Strahl nach der Brechung die Wellentliiche trifft,
von den Coordinaten des Punktes abhiingiz machen, in welchem der-
selbe Strahl vor der Brechung die beziigliche Wellenfliiche schneidet,

Was zuniichst die Begrenzungslinie eines Strahlenbiindels betriffi,
s0 kennen wir sie entweder als Blende, welche also einen Strahlenbiin-
delquerschnitt von bekannter Form darstellt, oder als Fassung eciner
brechenden Fliche, wobei die Linie als Schnittlinie zwischen dieser und
einer cylindrischen Fliiche von bekannter Form in der Rechnung er-
scheint. Wie wir im Cap. 2 gesehen haben, ist dann durch die Glei-
chungen der Normale die Schnittlinie des Conoides, welches das Strah-
Jenbiindel ausser in der Niihe der Fokalpunkte begrenzt, mit einer belie-
bigen zur Fokalebene parallelen Ebene bekannt. Wenn uns demnach
die Begrenzungslinie vor der Brechung durch Differentialgleichungen,
welche

Nova Acla Beg. Soe. Sc. Ups. Ser. 1L lmpr. "Vxo 10900,

5]
(]
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rf_tM" e‘l’.:f il‘r_f:_:

dEd*s dndPy dE d&dy didy® dif

dEdPs  (BPEF  (dPy)F dydPy dit dEdy dFEdy® didy®  dyt

enthalten, bekannt isf, so haben wir nur die oben angewendeten Bezie-
hungen zwischen den Coordinaten 5Z des Schnittpunktes eines Strah-
les mit der Wellenfliche vor der Brechung und den Coordinaten & 4,5
des Schnittpunktes desselben Strahles mit der Welleniliiche nach der
Brechung einzufiihren, um sofort die Begrenzungslinie des Strahlenbiin-
dels auf der Wellenfliiche nach der Brechung und damit auch auf je-
dem in endlicher Entfernung von den Fokalpunkten gelegten Schnitte
in iihmlichen Differentialgleichungen dargestellt zu finden,

3 Wir sehen unmittelbar, dass dieselbe Methode auch anf andere
ein Strahlenbiindel schneidende Linien oder Liniensysteme anwendbar
ist, Fir den Fall, dass zwel Svmmetrieebenen existiren, wollen wir
die Formeln angeben, Wenn wir mit &L die Coordinaten eines
Punktes bezeichnen, durch welchen ein beliebiger Strahl vor der Bre-
chung geht, mit b 0 die Coordinaten des Punktes, in welchem derselbe
Strahl — wenn nithig verliingert — vor der Brechung die Tangentialebene
der brechenden Fliche trifft, endlich mit &.4,C. a,b, 0 die Coordinaten
der entsprechenden Punkte, welche derselbe Strahl nach der Brechung
passirt, so finden wir ohne Schwierigkeit folgende Formeln:

dé = da(l —&,7) diy, = db(l — &)
P8 = d®a(l — &) — L(w'da® + 30, " dadb¥)
fl!l:%fjl. — -I'l.!”h{:l —_ :Er} — E.{gﬂ:tf{!—g(fb + t'p[HL!EJH}

welche mutatis mutandis auch fir das gebrochene Strahlenbiindel gel-
ten, und fiir den Uebergang von dem einen Strahlenbiindel auf das
andere bei der Brechung die nachstehenden:

da, = da b, = db

rf""-'f-’, = r.-',mfi' + *;—'I!—h = 'u} i:r.r.r m— -*;I ﬁ‘ﬂ f'f':-'ﬁﬁ + fh‘ cit f'!‘rE"E]
i,

@b, = B 4 3 =8 @ _ 3§ (r, da2db 4 t,d0%)
= )
Durch diese Formeln sind also die Coordinaten &, bekannte
Funktionen der beiden Variabeln &g, und wir kennen die Eigenschal-
ten des Liniensystemes, welches in der Ebene T = I im gebrochenen
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Strahlenbiindel einem orthogonalen Liniensysteme in der Ebene & =¢
vor der Brechung entspricht. Um z B. eine s -Linie aul dem Quer-
schnitte £ = {, zu finden, theilen wir & einen beliehigen constanten
Werth zu und betrachten & als Funktion von »,. Fiir den Schnittpunlkt
der fraglichen Linie mit der XNZ-Ebene und ilwe Kriimmung in diesem

Punkte finden wir aufl diese Weise durch Entwickelung von £ und :e'::
nach Potenzen von & bezw, £ ¢ J
13:'-'-
T d§, © _§,:"'+ 15 dc Rl [i:‘:',&:‘fl. .
H " dE 6  a&, dni. " T dE dnin®
dé& [n" rj-,-)

Die auf diese Weise leicht zu constroirenden Liniensysteme ge-
ben uns bis auf unendlich kleine Grissen hiherer Ordnung als der
dritten die Schnittlinien der Ebene = { mit den geradlinigen Fliichen,
welche nach der Brechung den geradlinigen Flichen entsprechen, die
vor der Brechung aus den durch die Linien § = const,, { = § bezw,
1, = const. . ¢ = § gehenden Normalen gebildet werden, Die Zahl der
Brechungen ist, wie ersichtlich, ohne Einfluss: die einzige Bedingung
ist, dass die brechende Fliche in endlichem Abstande von den Fokal-
punkten des einfallenden Strahlenbiindels sich befindet.

Wenn wir also die Ebene §= & das urspriingliche homocentri-
sche Strahlenbiindel schneiden lassen und den beiden Variabeln £,
jeder fiir sich verschiedene Werthe zuertheilen, welche nach einer und
derselben arithmetischen Progression wachsen, so giebt uns das ent-
sprechende Liniensystem in der Ebene = £ die anschaulichste Vor-
stellung von der Variation der Dichtiglkeit des Strahlenbiindels auf dem
Querschnitte. Beim Lichtstrahlenbiindel erhalten wir einen solchen
Querschnitt durch Auffangen des Lichtes auf emem Schirme, und es
geben dabei diese Liniensysteme die Vertheilung der Beleuchiungsin-
tensitiit aufl dem beleuchteten Theile des Schirmes an,  Werden die
Linien gezeichnet, erhiilt man unmittelbar eine korrekte Vorstellung
von dieser Vertheilung, welche um so naturgetreuer ist, je dichter das
Liniennetz gezeichnet worden ist. Nur muss man sich erinnern, dass
ein mit den urspriinglichen vollkommen iibereinstimmendes Liniensystem
nicht etwa angiebt, dass jeder Theil des Schirmes die gleiche Beleuch-
tung hat, sondern nur, dass die Beleuchtungsintensitiit eines beliebi-
gen Punktes sich zu der eines anderen so verhiili, wie wenn der
Schirm von einem wirklichen leuchtenden Punkte mit nach allen Rich-
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tungen gleicher Ausstrahlung beleuchtet wiire, welcher sich in einem
eleichen Abstande vom Schirme befindet, wie der des urspriinglichen
leuchtenden Punktes von der Ebene £ = §.

Iitr praktische Zwecke scheint mir diese Methode, die Beleuch-
tungsintensitit auf den Querschnitten zu untersuchen, ohne Frage die
beste zu sein,  Will man sie wissenschaftlicher haben, so werden auch
die Ausdriicke komplicirter. Man kann dann das Liniensystem in der
Fhene (= & von einem anderen auf der ursprimglichen sphiéirischen
Wellentliiche abhiingen lassen, dessen Linien kleinste Flichentheile von
constantem  Fliicheninhalte abgrenzen, wonach die entsprechenden Li-
niensysteme  aul einem Querschnitte des gebrochenen Strahlenbiindels
kleinste Theile abgrenzen, welche eine und dieselbe Lichtmenge emp-
fangen. Aus den Elementen, welche das Liniensystem bestimmen, kann
man dann  die Ableitungen der Beleuchtungsintensitit nach & und ¥,
erhalten,  Schliesslich kann auch die Eigenschaft des Strahlenbiindels,
welche diese Vertheilung der Beleuchtungsintensitiit aul den verschie-
denen Querschnitten bedingt, als Ableitungen des Ausstrahlungsvermi-
gens nach den Variabeln p und ¢ bestimmt werden. Aber, wie gesagt,
die Ausdriicke werden zu komplicict, und da fiir unsere Zwecke die
angelithrte  Methode ausrveicht, begniige ich mich damit, diesen Weg
angedeutet zu haben,



6. Die néchsten Ergebnisse der Theorie im Gebiete
der Ophthalmologie.

Dass die Asymmetrien und Aberrationen von eminenter Bedeu-
tung fitr das menschliche Auge sind, obwohl die Lehre von den mono-
chromatischen Aberrationen bisher aus nativlichen Griinden nur einen
untergeordneten Platz in der Ophthalmologie eingenommen hat, unter-
liegt keinem Zweifel.

Das normale menschliche Auge hat niimlich einen solchen Grad
von Aberration, und bei Vorhandensein von Astigmatismus ist die Brenn-
strecke so klein im Verhiiliniss zum Durchmesser der Pupille, dass in
der Regel Schnittlinien beider Evoluten auf denselben (Juerschnitten
des Strahlenbiindels vorkommen, und in den fiir die Praxis so wich-
tigen Fiillen von Astigmatismus niedrigen Grades die Wellenfliiche des
im Auge gebrochenen Strahlenbiindels zwei Kreispunkte innerhalb der
der Pupille entsprechenden Begrenzungslinie enthiill. Und diese Aber-
ration, kann wihrend der Accommodation veriindert werden, wie
TscaeryiNG gezeigt hat, und wie leicht zu constatiren ist.

Wenn also schon im normalen Auge das Sehen bei der unter
so mannigfaltigen Verhiilinissen wechselnden Pupillengrisse von den
Aberrationen beeinflusst wird, so muss andererseils die Aenderung der
Aberration wiihrend dem Accommodationsacte einen veriinderten Ac-
commodationsmechanismus in den fraglichen Fillen andeuten, iiber
deren Bedeutung fiir die durch Nahearbeit resultirenden Symptome und
Folgezustiinde weitere klinische Untersuchungen hoffentlich niiheren
Aufschluss geben werden. Und nicht nur fiir die Accommodation d, h,
fiir die tiiglich und stiindlich vorkommenden temporiiren Veréinderun-
@en in der Linse in den fraglichen Fillen, sondern auch fiir die blei-
henden senilen Veriinderungen hat die Aberration eine weitgehende
Bedeutung, da z. B. die die Staarbildung in einer Reihe von Fiillen
einleitende, bezw. begleitende Myopie mit einer abnormen Aberration
einhergeht. Um nicht von Keratoconus und falschem Leniconus zu
sprechen, in welchen Fiillen diese einen kolossalen Grad erreicht!
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Nicht minder wichtig sind die Asymmetrien. Obwohl die durch
die schiefe Incidenz auf die brechenden Fliichen des Auges verursachte
horizontale Asymmetrie, wie ich gezeigt habe, vollkommen bedeutungs-
los ist, und die im normalen Auge gewihnliche vertikale Asymmetrie
auch zu unbedeutend ist, um von Einfluss zu sein, kommt eine patho-
logische Steigerung dieser so hiufig vor, und ist von so bedeutendem
Finflusse sowohl auf die Funktionstiichtizkeit des Organes wie auf die
Nothwendigkeit einer Correction und aufl die Sehwierigkeit der Unter-
suchung, dass die Kenntniss dieser Anomalie den Ophialmologen in
Stand setzt, manche segensreiche Correctionen zu ermitteln, welche
ohne diese nicht zu erhalten sind. :

Unter solchen Umstiinden ist es npatiiclich, dass verschiedene
Autoren versucht haben, den durch die Asymmetrien und die Aberra-
tionen verursachten Zustiinden mift zugiinglichen Mitteln niither zu treten,
und die Litteratur weist schon eine Reihe von Arbeiten auf, in wel-
chen die fraglichen Zustiinde unfersucht und dabei gewéhnlich als eine
Veriinderung  der Refraction innerhalb der Pupille aufgefasst werden.
Von den meisten Ophthalmologen werden aber die [raglichen Fille in
das grosse Fach des unregelmiissigen Astigmatismus hineinrangirt, ein
FFach, welches, abgesehen von den Fiillen mit Hornhautnarben, Linsen-
tritbungen oder wirklich constatirbaren Unregelmiissigkeiten in der
Form der brechenden Fliichen, solche Fiille enthiilt, die der betreffende
Ophthalmologe nicht versieht, Man findet sogar als Definition des re-
gelmidssigen bezw. des unregelmiissigen Astigmatismus die Angabe,
dass bei dem ersteren die Brechung von Meridian zu Meridian wech-
selt, wiithrend bei den letzteren die Brechung innerhalb eines und des-
selben Meridianes nicht dieselbe ist, In das Fach des unregelmiissigen
Astigmatismus geworfen zu werden ist aber fiir den Kranken dasselbe
als das Urtheil: es giebt keine Hilfe.

Dass andererseits die angestellien Untersuchungen der Aberra-
tionen und Asymmetrien, da die Constitution der betreffenden Strahlen-
biindel und damit das Wesen dieser Anomalien bisher nicht belkannt
war, gewissermassen ein Herumtappen im Dunkeln gewesen sind, ist
leicht einzusehen. Dasselbe ist offenbar der Fall mit der ganzen Dis-
kussion, ob ein Astigmatiker ohne Correction beim Sehen eine der
Brennlinien oder den kreisfirmigen Durchsehnitt des nach dem Typus
des Srturm’schen Conoides construirten, im Auge gebrochenen Strah-
lenbiindels auf die Netzhaut fallen liisst. eine Diskussion, welche in
dem Augenblicke ganz hinfiillig wird, wo wir beweisen kimnen, dass
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die Form des fraglichen Strahlenbiindels aueh nicht anniherungsweise
mit der des genannten Conoides verglichen werden kann.

Am meisten aber entbehrt man bei der Deutung der Resultate
der sonst sehr verdienstvollen, im Laboratorium der Sorbonne ausge-
filhrten Untersuchungen des Auges mit cinem leunchtenden Punkt die
Hilfe der theoretischen Kenntnisse des Strahlenbiindels; und die Me-
thode, nach welcher die Untersuchungen der Aberration des Auges
ansgeftihrt worden sind, auf welche u. A. ecine neue Theorie der Ac-
commaodation sich stiitzt, ist, wie wir schen werden, eine Methode, mit
welcher andere als die beabsichtigten Grissen bestimmt werden, ob-
wohl besondere Umstiinde es bedingen, dass aus den Resultaten fiir
die’ Praxis hinreichend genaue Schliisse gezogen werden kiinnen,

Es leuchtet also ein, dass der Theorie der monochromatischen
Aberrationen ein weites Feld im Gebiete der Ophtalmologie offen liegt,
welches wir hier nur in einigen wenigen Richtungen und ohne An-
spruch auf Vollstiindigkeit erforschen kimnen.

Bevor wir uns aber daraul einlassen, wollen wir zuerst den
Uebergang von den Asymmetrien- und Aberrationsgriissen zu dem
mehr ophthalmologischen Begriife der Veriinderung der Refraction des
Auges innerhalb des Pupillargebietes ermitteln. Wenn wir in dem
optischen Systeme des Auges die =Achse mit dem Hauptstrahl des
gebrochenen Stirahlenbiindels zusammenfallen lassen und als Origo den
zweiten Hauptpunkt wiihlen, dann mit f die beziigliche vordere Brenn-
weite des optischen Systemes, mit @ den Abstand des leuchtenden
Punktes wvon dem auf dem Hauptstrahl des einfallenden Strahlenbiin-
dels belegenen ersten Hauptpunkt und schliesslich mit # den Brechungs-
index des Glaskirpers bezeichnen, so haben wir fiir den Bildpunlt:

ol
T

welche Formel auch im astigmatischen Auge und bei schiefer Incidenz
sowie bei Decentration der brechenden Fliichen giltig ist, wofern nur
immer eine Hauptkriimmungslinie der brechenden Fliche mit der Bre-
chungsebene des Hauptstrahls zusammenfiillt, d. h. wofern nur das im
Auge gebrochene Strahlenbiindel eine Symmetrieebene hat!. Nur ist

I
' +_fc_

- -
e | =

zu beachten, rlass% verschiedene Werthe fiir die beiden Hauptrichtun-

! Vergl. Usher die Bedeutung der Dioptrie, Arch. f. Ophth. XLIX, 1, 18991
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een hat, und dass die Hauptpunkte in der einen nicht mit denen in
der anderen zusammenfallen.,

Durch Differentiation finden wir lilr a4 = ==:
a2 7

P (R (=

€,

g} “

|—— QP g’..r':'-"+ e Hr""
- ] . : = o )

Wenn wir nun fiir die beiden Hauptrichtungen die Bezeichnun-

1 e o :

gen [, .], bezw. [, — anwenden und die Grissen g, D, Ua’.... auf die
£ £

durch den Anfangspunkt des Coordinatensystemes gehenden Wellen-

fliiche des cebrochenen Sirahlenbiindels beziehen, so finden wir bei
Anwendung der im ersten Capitel fiir die Evolute deducirten Formeln
D, (D, — D,

n,

d i

di,=dp, d'L=d%4d’z240,d'y = dp, 4
nebst den analogen fiir die zweile Evolute die einfachen Beziehungen

o '1 = il {), d ]. =n{d'D, — D, “n[“r — D.rr'd."fg}

, #

d 1 =ndD, o I =\ D,, 4 D, D, (D, — D,)dz*}
Jr.f.i' i

Wiire nun das im Auge gebrochene Strahlenbiindel vom Typus
des allgemeinen astigmatischen, was eventuell bei kiinstlich erzeugtem
hochgradigem Astigmaiismus und enger Pupille erreicht werden kinnte,
so kinnten die Ableitungen in Dezug auf die beiden Variabelen s,s,,
auf der Wellenfliiche ausgefithri werden: da aber bei den vorkommen-
den Graden wvon Asfigmatismus und bei normaler Pupillengriisse die
Brennstrecke immer von derselben Grissenordnung wie der Durch-
messer der Pupille, ja gewdhnlich kleiner als dieser ist, so kann dieses
Coordinatensystem nicht angewendet werden, sonden wir miissen uns
anf die Fille mit wenigstens einer Symmetriecbene beschriinken, wobei
wir nach den Ausfithrungen im Cap. 4 die Ableitungen in Bezug auf
die Bogenliinge der betreffenden Hauptkrimmungslinie vornehmen kiin-
nen, die Brennstrecke mag noch so klein oder das Strahlenbiindel sogar
anastigmatisch sein. Hierbei ist, wie wir gesehen haben, das Glied
D,D,\D, — D, in den beziiglichen Ableitungen wegzulassen. Ebenso
Jisst sich leicht zeigen, dass die Fehler, welche wir hegehen, indem
wir f= 15 mm und » = *3 setzen sowie die Bogenlingen s, bezw. g,
der Hauptkriimmungslinien der Wellenfliche des im Auge gebrochenen
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Strahlenbiindels in dem Luftbilde der Pupille messen, von grijsserer
Kleinheitsordnung sind, als dass sie in dieser Rechnung zu beriiksich-
tigen wiiren.

Als Mass der Relraction des Auges wenden wir, wie gewiihn-
lich, den reciproken Werth des Abstandes von dem Punkte an, fiir
welchen das Auge eingestellt ist. messen den Abstand in Metern und
rechnen ihn positiv, wenn der betreffende Punkt reell ist, wonach die
Refraction in Dioptrien gemessen wird und bei myopischer Einstellung
positiv ist. Wenn wir die Refraction des Auges in den beiden Haupt-
richtungen mit p° bezw. p”", den Abstand der Netzhaut von dem hin-
teren Hauptpunkte mit & bezeichnen und den Millimeter als Masssein-

e - : L : | 1
heit wiihlen, so gilt nach dieser Definition allzemein -2 e — — .
S i T Tam T

d. h. dp’ = 1000 n!.{_ d'n’ = 1000 1 i, 8. w. Ist nun das Auge in

! ’

der einen Hauptrichtung fiir unendlich grossen Abstand eingestellt, so
S| e r

ist { = 0 und der entsprechende Kriimmungshalbmesser der Wellen-

14

fliiche ist gleich 20 mm — der hinteren Brennweite des Auges. Bei
Anwendung dieses Werthes finden wir fiir eine Hauptkriitmmungslinie,
liings welcher das gebrochene Strahlenbiindel eine Symmetrieebene hat,
und wenn das Auge in der betreffenden Hauptrichtung fiir die Ferne
eingestellt ist:

1
dp’ = l_{]dﬂ" @D = ﬂr_}—),_

3 15, 617,
nebst analogen Werthen fiir die zweite Hauptkriimmung, wonach wir
die Refractionswethe D" D nach Potenzen der Bogenliinge ¢ der Frag-
lichen Hauptkriimmungslinie entwickeln kinnen: '

! Hierbei haben wir die Verschicbung des hinleren Hauptpunktes des Auges nicht in
Rechnung  gezogen, weil dadurch nur unendlich kleine Grissen hitherer Ordnung vernachbis-
sigt werden. Wenn wir ndmlich seinen Abstand vom Anfangspunkt des Coordinatensystemes

3 - . 1
mit z bezeichnen, so haben wir ﬁ—m = .}. it und fiir 2 = 0
- A
# 1 ]
d). = = e GE = (s = ]2

O TR R
; : i 2 S
ndtD, = = = L+ —rde = @ — — g APz - o da(ds = 2dY)

. B r ;

Nova Acla Reg. Soc. Sc. Ups. Ber. 1L Impr. Yxn 1900, 20
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In diesen Formeln sind also p’'p"” Dioptrienwerthe, withrend
al’AC in Millimetern gemessen sind, und, wie im anastigmatischen
Strahlenbiindel, " = —Igrrijf’: gesetzt worden ist.  Sie sind allgemeingil-

3 i
tig fiir Strahlenbiindel, deren Brennstrecke von derselben Girissenord-
nung wie der Durchmesser der Pupille oder gleich Null ist, und fiir
welche die X.Z-Ebene eine Symmetrieebene ist. Dass in dem letzten
Gliede die Differenz I, — D,, vernachliissigt werden und somit D,
durch D, ersetzt werden kann, ist schon bewiesen worden, ebenso wie
dass aus demselben Grunde bei Vorhandensein von zwei Symmetrie-
ebenen die Differenz £ — 0" zu vernachliissigen ist. Aus derselben
Ursache kann im Nenner des ersten Gliedes p, durch p,, oder vice
versa ersetzt werden, wenn entweder die Asymmetrienwerthe von der-
selben Grissenordnung wie der Durchmesser der Pupille sind, oder im
entgegengesetzien Falle nur die erste Potenz von ¢ mitgenommen wird.
Wie wir sehen werden, ist ersteres, wenn nicht die Pupille durch Sy-
nechien eine erhebliche Decentration erlitten hat, gewihnlich der Fall,

T f)
Die in den Formeln vorkommenden Griissen If.x- Eﬁ Ry 711

DE D,
Zahlenwerthe und erlauben also, die Grissen Ua’ .. ... fiir eine be-

liecbige Messeinheit zu finden. Sie sind bequemer als diese, es mige
der Millimeter oder der Centimeter die Einheit sein, Wenn die Sym-
metrieebene mit der YZ-Ebene zusammenfiillt, gelten die analogen For-

1
Da nun weiter db = = 2 isl, mithin & 0¥ = 1000 (:I ;— - ::-;.r‘z] a2 D= 1000 (dif -
»

2

- ’:*;J"s - -_,f rf:‘) erhalten wird, so resullirt 42 = 1000 nd D, 0 = 1000 (:i’ﬂ, =
-} = £
[ S ; . . p

- n’g::’z) . Aus den allgemeinen Formeln fir die Lage des hinteren Hauplpunkles cines
o

optischen  Systemes (1. e, S. G68) gehl aber hervor, dass wenn der Abstand zwischen den
brechenden Flichen von derselben Grissenordnung ist wie der Diameter der Pupille, und eine
elwaige Schiefstellung  der brechenden Flichen von derselben wie die Offnung des Strahlen-

hiindels — welche Bedingungen immer im Auge erfiillt sind — der Werth von f—; anch von
i

derselben Grossenordnung ist, mithin in dieser Rechnung zu vernachlissigen ist.
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meln, und wenn das Strahlenbiindel anastigmatisch ist. hat man nur
R'a'dA" durch @, 4, hezw, Ry, @,4, z ersetsen und fiie D,D, D' D"
die Bezeichnungen D, D, sowie die analogen 11/ zu gebrauchen,
Indem wir, wie gesagt, o im Luftbilde der Pupille messen, finden
wir durch diese Formeln die geometrischen Eigenschaften der Wellen-
fliche des gebrochenen Strahlenbiindels, wenn wir durch Untersuchung
ermittelt haben, wie sich die Refraction des Auges innerhalb des Gebie-
tes der Pupille veriindert, und umgekehrt. Diese Veriinderung der
Refaction ist so zu verstehen, dass der einem bestimmten Werthe von
a entsprechende Werth von D die Refraction angiebt, welche das Auge
bei minimaler, um ¢ mm decentriter Pupille aufweisen wiirde, wenn

es bei minimaler, centraler Pupille — eventuell mit Hilfe eines Correc-
tionsglases — in der beziiglichen Hauptrichtung emmetropiseh ist.

Zum Beispiel finden wir, dass, wenn in einer Hauptrichtung die
centrale Refraction emmetropisch ist, aber am Rande der 4 mm im
Durchmesser haltenden Pupille beiderseits eine Hypermetropie von 1
D. in derselben Hauptrichtung gefunden wird, die Wellenfliiche des
gebrochenen Strahlenbiindels lings der betreffenden Hauptkriimmungs-
linie eine Beriihrung vierter Ordnung mit einer Parabel hat, indem

L

Al
3D,

= — 1 gefunden wird, und A" gleich — 6 cm. ist.

A priori ist zu erwarten, dass von den Unlersuchungsmethoden
des Auges, welche die Asymmetrien und Aberrationen zum Vorschein
kommen lassen, die mil einem leuchienden Punkte in einfachster Weise
die sichersten Resultate ergeben sollte, Und in der That verhiilt es
sich so, wenn niimlich die Erscheinungen gedeutet werden kiimnen, was
erst mit Hilfe der Theorie der monochromatischen Aberrationen mig-
lich ist. Schon das Wesen der in erster Linie aultretenden Erschei-
nung — der sichtbaren Strahlen der Sterne — ist bisher ein Rithsel
gewesen, da zu der Vermuthung von v. Hepsmorntz, dass sie in der
Linse entstehen, welche er auf ihre Abwesenheit nach Staarextraction
und ihren bei gewisser Versuchsanordnung zu constatirenden Ueber-
gang in die entoptische Linsenfigur stiitzt, nichts Wesentliches hinzu-
gefiigt werden konnte, und das Phiinomen gewihnlich als von einem
in gewissem Grade unter normalen Verhiilinissen vorhandenen unregel-
miissigen Astigmatismus herriihrend angesehen wurde.
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Bekanntlich verschwinden, wenn man die Pupille von einer Seite
her zudeckt, die nach derselben Seite gervichteten Strahlen, und die
kleine helle Scheibe, von welcher die Strahlen ausgehen, wird von der-
selben Seite her kleiner. Wenn man die Sternfizur an einem leuchten-
den Punkte beobachtet, den man durch ein Diaphragma vor einer hel-
len kiinstlichen Lichtguelle erzeugt hat, und dabei durch ein Cobaltglas

sieht, so erscheint die centrale Scheibe vorausgesetzt, dass ein etwa
vorhandener Astigmatismus corrvigirt ist — purpurn, wiihrend die Strah-

len blau leuchten. Alles bekannte Beweise dafiir, dass die sichtbaren
Strahlen durch Lichtstrahlen erzeugt werden, welche im Auge den
centralen Lichtstrahl gekreuzt haben, bevor sie die Netzhaut erreichen.
Man sieht zwar die Sternfigur am grissten, wenn der leuchtende Punkt
an der Grenze der Accommodationssirecke oder etwas ausserhalb des
Fernpunktes belegen ist. aber wenn der Punkt nur hinreichend klein
ist, kann man ihr auch bei scharfer Fixation nicht entgehen, und es
gehirt keine grosse Pupille dazu, da es gut gelingt, durch ein Loech
von 3 mm Durchmesser nicht nur einzelne Strahlen, sondern bei rich-
tiger Centration die volle Sternfigur walirzunehmen,

Um diese Sternfigur zu verstehen, wollen wir ups zunichst fra-
gen, wie wir emen leuchtenden Punkt sehen wiirden, wenn das im
Auge gebrochene Strahlenbiindel von dem im Cap. 4 beschriebenen
Twvpus mit diagonalastigmatischer Aberration wire. Wie wir uns erin-
nern, kann kein kreisfirmiger kleinster Durchschnitt eines solehen
Strahlenbiindels vorhanden sein, sondern der fiir die Abbildung giinstig-
ste Theil des Strahlenbiindels zeigt einen centralen, mehr oder weniger
kreisformigen Durchschnitt der Evolute und vier von diesem ausge-
hende schlingenfirmige Ausbuchtungen, welche in den beiden Coordi-
natenebenen orientirt sind, und welche den vier betreffenden Kanten
der zweiten Evolutenschale entsprechen, mithin eine Lichtconcentration
in ihren Mittellinien aufweisen miissen. Wenn wir nun bedenken, dass
die Lichtempfindlichkeit des Auges bei Beleuchtung abnimmt, so dass
Halbtiine in der Nihe eines hellen Punktes nicht unterschieden werden,
indem die Netzhaut dabei das Licht in etwa derselben Weise in Ner-
venthiitigleit umsefzt, wie eine hart arbeitende photographische Platte
in chemisch wirksame Energie, so erhellt, dass bei solcher Brechung
im Auge ein leuchtender Punkt als eine kleine Scheibe mit vier kreuz-
firmig ausgehenden Strahlen erscheinen miisste.

Nun wissen wir aber, dass, wenn die Wellenfliiche eines Strah-
lenbiindels eine vollstéindige Beriihrung vierter Ordnung mit einer Um-
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drehungsfliiche hat, die zweite Evolutenschale eine beliebige, von den
Ableitungen hitherer Ordnung abhiingice Zahl von Kanten aufweisen
kann, welche abwechselnd nach entgegengesetzten Richtungen schauen,
Aber auch wenn eine solche Berithrung nicht existivt, sondern die Fvo-
lute nur zwei oder vier durch den Fokalpunkt gehende Kanten hat,
kiinnen diese sich in unendlich kleiner Entfernung nach den im Cap.
I besprochenen Typen zertheilen, wobei wieder jede zweite der so ent-
standenen Kanten nach einer anderen Richtung schauen muss,

Man ersieht, dass die um einen leuchtenden Punkt sichtbare
Strahlenfigur durch die Existenz einer jedem sichibaren Strahle entspre-
chenden, nach der betreffenden Richtune schauenden Kante auf derje-
nigen Evolutenschale erkliivt werden kann, welche, wenn die Wellenfliiche
eine Umdrehungsiliiche wiire, in die Rotationsachse degeneriren wiirde,
und welche wir als die zweite bezeichnen., Um die Sternfigur zu erkli-
ren, eriibrigt also nur die Beweise zu erbringen. dass die i‘-:m.-q:-rvn:rhnn—
den Kanten auf der zweiten Evolutenschale des im normalen Auge ge-
brochenen Strahlenbiindels vorhanden sind. .

Zuniichst constatiren wir, dass das im normalen Auge gebro-
chene Strahlenbiindel bei Abwesenheit von Asymmetrie vom Typus
n[dh—.fzj = 0 ist mit positiven Aberrationswerthen, indem wir durch
suceessive Aenderungen der optischen Einstellung mittels verschiedener
sphirischer Gliser bei corrigirtem Astigmatismus und  erschlaffter
Accommodation die verschiedenen Durchschnitte des Strahlenbiindels
und der Evolute auf der Netzhaut fallen lassen, wobei, wenn der leuch-
tende Punkt anfangs jenseits des Fernpunktes belegen ist, bei dem be-
wirkten Hinausriicken dieses zuerst die Sternfigur, dann eine mehr
weniger kreisfirmige helle Evolutenschnittlinie auftritt, welche die Be-
grenzungslinie des im Inneren weniger hell erscheinenden Strahlenbiin-
delquerschnittes darstellt. Da diese weder in zwei orthogonalen Rich-
tungen merkbar ungleichen Durchmesser hat, noch eine wahrnehmbare
Ungleichheit zwischen zwei solchen Ebenen auf der einen Seite und den
auf ihnen diagonal orientirten auf der anderen aufweist, so kiinnen wir
mit fiir unsere Zwecke hinreichender Genauigkeit die Wellenfliiche als
eine, welche mit einer Umdrehungsiliiche eine vollstiindige Beriihrung
vierter Ordnung hat, erkliiven. Dagegen zeigt die Schnittlinie der Evo-
lute strahlenférmige Ausbuchtungen, obwohl die Strahlen bei mittelgros-
ser Pupille nicht mit derselben Deutlichkeit erscheinen, wie in der ge-
wihnlich sichtbaren Sternfigur. Diese Strahlen verschwinden auf der
entgegengesetzten Seite, wenn die Pupille von einer Seite her zuge-
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deckt wird, und leuchten im Versuche mit dem Cobaltglas roth, wonach
die entsprechenden Ausbuchtungen auf dem auf die Netzhaut fallenden
Querschnitt  des Strahlenbiindels von Lichtstrablen gebildet werden,
welche nicht den centralen Strahl gekreuzt haben. An der Zahl iiber-
wiegen diese sichtbaren Strahlen die in der gewihnlichen Sternfigur
hedeutend, und was ihre Orientation betrifft, kann man mit sicherheit
constatiren, dass diese nicht mit derjenigen der Strahlen in der gewidhn-
lichen Sternfigur iibereinstimmt, sondern dass im Gegentheil in denje-
nigen Richtungen, in welchen deutliche Strahlen der gewdhnlichen
Sternfigur wahrgenommen werden, keine Strahlen auf der erwiihnten
Evolutenschnittlinie vorkommen. Diese Erscheinung beweist eben, dass
das ganze Phinomen von den Kantenbildungen der zweiten Evolute
herriihrt.

Wenn nimlich eine Fliche in einem Kreispunlkte eine Beriihrung

p-ter Ordnung mit einer Umdrehungsfliiche hat, so muss der Differen-
n=] I

tialquotient f— . — als Function von & bei Drehung des Coordinaten-
as*™" o -

systemes um die Normale herum abwechselnd durch ein Maximum und
ein Minimum passiren, wobei, wie wir S, 105 gesehen haben, die Li-
nie der entsprechenden abwickelbaren Normaliliche im erstgenannten
FFalle aul der entgegengesetzten Seite der Kreispunktsnormale, im letat-
genannten auf derselben wie der entsprechende Theil der s-Linie auf
der Fliche belegen ist. Wenn wir nun eine Kante der zweiten Evo-
lutenschale, welche der erstgenannten Form der {-Linien entspricht als
negativ bezeichnen, und demnach eine Kante positiv nennen, auf wel-
che die {-Linie den Typus der Fig. 6 5. 79 aulweist, so finden wir also,
dass bei fortwiihrender Drehung des Coordinatensystemes der in der
X Z-Ebene liegende Normalschnitt abwechselnd eine negative Kante

. = , e : i - - -
bei grisserem Werthe von —— . — und eine positive Kante bei kleine-
(aE™ o
=1

!F 1 ¥ = L B
rem Werthe von e aufweisen muss.  Eine Flichennormale, wel-
ds*! o

che in einem Normalschnitte liegt, der die osculirende Ebene einer
negativen Kante darstelit. schneidet also den Hauptstrahl in einem klei-
neren Abstande von der Fliche als eine Normale, welche in einem
Hauptschnitte liegt, der die osculirende Ebene einer positiven Kante
darstellt. Jenen Kanten miissen also Ausbuchtungen der von der Fléche
relativ. weiter ab gelegten Strahlenbiindelquerschnitte, diesen solche auf
der relativ niiher gelegten entsprechen, und in den Ausbuchtungen bei-
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der Arten muss liings der Mittellinie eine Lichtconcentration stattfinden.
Die Strahlenbiindel sind also ganz iihnlich dem im Cap. 4 beschriebenen
mit diagonalastigmatischer Aberration mit der einzigen Ausnahme, dass
die abwechselnden Normalschnitie verschiedener Constitution in gris-
serer Zahl vorhanden sind.

Es unterliegt also keinem Zweifel, dass die Sternfigur, welche
um einen leuchtenden Punkt gesehen wird, eine ebenso t'q-*;;ﬂlmiir-ar-:ign
Frscheinung wie irgend ecine andere ist, obwohl die Gesetze, welchen
diese Erscheinung gehorcht, etwas complicirter sind. Dass die auf den
Sehnittlinien der Evolute sichtbaren Strahlen in grisserer Anzahl vor-
handen sind als die Strahlen der gewihnlichen Sternfigur, stimmt damit
iiherein, dass die gewihnliche Sternfigur, wenn der leuchtende Punlt durch
optische Mittel jenseits des Fernpunktes des Auges verschoben wird,
auch eine grissere Anzahl von sichtbaren Strahlen zeigt., Hierbei sieht
man noch im Centrum ecinen hellen Punkt, und die neu hinzutretenden
sichtbaren Strahlen reichen nicht immer bis zu diesem hinein, Es ist
ersteres ein Beweis dafiir, dass derjenige Querschnitt des Strahlenbiin-
dels, welcher beim scharfen Sehen im normalen Auge auf die Netzhaut
filllt, nicht mit dem Fokalpunki zusammenfillt, sondern der Ebene ent-
spricht, in welcher ein in einem das Minimum der Aberration aufwei-
senden Normalschnitte der Wellenfliiche verlaufender Strahl den gege-
nitberliegenden Theil der Evolute schneidet, Wiire die Aberration in
allen Richtungen dieselbe, wiirde also diese Ebene mit der Ebene des
kleinsten Zerstrenungskreises identisch sein, und bei diagonalastigmati-
scher Aberration wiirde das an der betreffende Stelle Cap. 4 deducirte
Verhalten stattfinden,

In den best gebauten Augen findet man die am meisten hervor-
tretenden Strahlen der Sternfigur in den Hauptrichtungen des in den
meisten Augen in niedrigem Grade vorhandenen Astigmatismus und in
den zwischen diesen diagonal verlaufenden, so dass bei Correction des
Astigmatismus eine regelmiissig achtstrahlige Sternfigur zum Vorschein
kommt, welche jedoch gewdihnlich eine unbedeutende vertikale Asym-
metrie zeigt, indem die horizontalen Strahlen der Figur nicht durch das
Centrum gehen.

Nachdem wir in dieser Hinsicht die Constitution des im normalen
Auge gebrochenen Strahlenbiindels erforseht haben, wollen wir zusehen,
ob daraus einige Schliisse betreffs der brechenden Fliichen oder Medien
gezogen werden kinnen, Bei den gefundenen Eigenschaften der Wel-
lenfliiche des Strahlenbiindels sehen wir, dass ein zur Tangentialebene
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parallel gelegter Schnitt durch diese eine geschlossene Linie darstell,
deren Radius vector entsprechend jedem Sirahle der sichtbaren Stern-
figur ein Minimum hat. Eine solche Beschalfenheit der Wellenfliiche
lkkann aber nur dann entstehen, wenn entweder eine der brechenden
Fliichen dieselbe Beschaffenheit zeigt oder der Brechungsindex eines
der brechenden Medien nach entsprechenden Gesetzen variirt, Weder
das eine noch das andere friflt fiiv die Hornhaut zu, deren Form inner-
halb des Bezirkes, welcher bei dem minimalen fiir die Wahrnehnung
der Sternfigur nithigen Diaphragma oplisch wirksam ist, als sphiirisch
angesehen werden kann., Es muss also, wie schon aus anderen Griin-
den vermuthet worden ist, die Linse diese Eigenschalt der Wellenfliche
verursachen, Da aber der anatomische Bau der Linse zwar eine Stern-
figur erkliren kinnte, welche in den best gebauten Augen sechsstrah-
lig wiire, aber unter keinen Umstiinden eine regelmiissige achtstrahlige
Sternfigur bedingen kann. so kann nicht eine etwaige durch den ana-
tomischen Bau der Linse bedingte Variation des Brechungsindex dieser
die Ursache sein. Dagegen giebt es im Befestigungsapparate der Linse
wirksame Kriifte, welche efweder die entsprechende Deformation der
vorderen Linsenfliche oder das beziigliche Variationsgesetz des Bre-
chungsindex bedingen kinnen. Da nimlich sowohl die vordere Lin-
senkapsel als die Linse selbst als Ganzes eine bedeutende Elasticitiit
hat, und die Linse durch die Zonula an dem eine beschriinkte Zahl
von Vorsprilngen bildenden Ciliarkirper befestigt ist, und da weiter bei
der Accommodation die Formveriinderung des Ciliarkirpers vermittels
der gesieigerten bezw. erschlaffien Zonularspannung eine Formveriin-
derung der vorderen Linsenfliche bewirkt bezw., wenn sie durch die
Elasticitiit der Linse bewirkt wird, erlaubt, so erhellt es, dass in den-
jenigen Normalschnitten der vorderen Linsenfliiche, welche den Ciliar-
fortsiitzen entsprechen, bei Spannung der Zonula stiivkere Kriifte wirk-
sam sind als in den zwischenliegenden, wodureh die Bedingungen fiir
eine solche Beschaflenheit der vorderen Linseniliche gegeben sind,
welche zur Erklitung des Entstehens der die Sternfigur bedingenden
Beschaffenheit der Wellenfliiche ausreicht. Da aber somit die Linsen-
substanz in wverschiedenen Hauptschnitten unter verschieden hohem
Drucke steht, so kann a priori nicht abgemacht werden, ob eine De-
formation der wvorderen Linsenfliche wirklich vorhanden ist, oder die
Druckverhiilinisse bewirken, dass der Brechungsindex der Linse in den
den Ciliarfortsiitzen entsprechenden Normalschnitten nach anderen Ge-
setzen  peripheriewiirts abnimmi als in den zwischenliegenden, Fiir

-
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erstere Annalme spricht jedenfalls der Umstand, dass der Linsenrand
im lebenden Auge eingekerbt erscheint, wie z. B. nach Iridectomie
constatirt werden kann, ;

Die angegebenen Formeln liefern das Mittel, die Aberration des
Awiges zu messen. Wenn man sicher ist, die Accommodation wiithrend
des Versuches erschlaifen zu kinnen, wie es wohl der praktisch thiitige
Ophthalmologe sicher sein Lkann, wenn das Auge gut gebaut ist, so
braucht man nur bei erschlaffter Accommodation die Differenz der Glii-
sercorrectionen in Rechnung zu ziehen, welche die Evolutenspitze bezw,
die der Wellenfliiche am niichsten liegende Evolutenschnittlinie auf die
Netzhaut bringen, und unter fihnlicher Versuchsanordnung den Diame-
ter der Pupille zu bestimmen. Der leuchtende Punkt braueht nicht
weiter als 1 m entfernt zu sein. Man beginnt also mit einer Correc-
tion, welche den Fernpunkt des Auges eine hinreichende Strecke dies-
seits des Lichtpunktes verlegf, so dass im Centrum der Lichtfigur kein
heller. scharl begrenzter Punkt zu sehen ist, veriindert die Correetion
von halber zu halber Dioptrie und notirt das Glas, bei welchem die
erwiihnte Erscheinung zuerst deutlich auftritt. Bei den folgenden Ver-
dinderungen der Correction sieht man die kleine helle Lichtfliche von
einer helleren Lichtlinie begrenzt und notirt die letzte Correction, wel-
che noch diese Lichtlinie deutlich hervortreten lidsst. Die zwei gelun-
denen Dioptriezahlen geben direkt den Refractionsunterschied zwischen
»optischem Centrum» und Rand der Pupille', wenn wir unter jener
Bezeichnung den Punkt verstehen, durch welchen der die Evoluten-
spitze des gebrochenen Strahlenbiindels tangirende Strahl geht, und
dessen Decentration in der Pupille von der Lage des hellen Lichtpunk-
tes innerhalb der gewdhnlichen Sternfigur bestimmt wird, welcher mit-
hin bei positiver Aberration mit dem Punkte schwiichster Relraction
identisch ist. Den Diameter der Pupille misst man unmittelbar nach-
her unter derselben Versuchsanordnung, was am einfachsten mit dem
weiter unten zu erwiithnenden TscuerxiNG'schen Aberroskop oder einer
iihnlichen Vorrichtung geschieht. In meinem rechten Auge, das ich
als sehr gut gebaut zu bezeichnen zu diirfen glaube, betrigt diese Dif-
ferenz, bei einer Pupille von 6 mm Diameter, 4 Dioptrien. Das Auge
hat emmetropische Refraction mit geringem direkten Astigmatismus:
die Sehschiirfe ist ohne Glas */+ und die maximale, welche mit einem
concaven Cylinderglase von !’z D. horizontaler Achse erhalten wird,

! Richtiger der soplischen Zones. Siehe unten!
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ist /s, Mit diesem Glase ist die um einen leuchtenden Punkt sichtbare
Sternfigur fast vollkommen regelmiissig achtstrahlig, und die genau
vertikal nach oben und unten verlaufenden Strahlen bilden eine Sym-
metrielinie, wiihrend die eben so genau horizontal nach innen und aus-
sen verlaufenden einen etwas grisseren unteren Theil von dem etwas
kleineren oberen trennen. Das optische Cenirum der Pupille liegt dem-
nach etwas hiher als das anatomische. In Uebereinstimmung hiermit
verschwindet bei dem genannten Versuche der nach unten sichtbare
Theil der Evolutenschnittlinie bei einer Correction bei welcher noch der
nach oben sichtbare Theil deutlich wahrzunelimen ist, ein Beweis fiir
die  Empfindlichkeit der Methode und fiie die vollstiindige Erschlaffung
meiner Accommodation wiihrend dem Versuche. Ich hebe letztere,
auch durch den weiter unten angegebenen, von der Accommodation
ganz unabhiingigen Versuch constatirte, Thatsache besonders hervor,
da man bei MiLuer REe die Aufgabe findet, dass nach seiner Erfah-
rung auch Ophthalmologen, welche die Accommodation bei der oph-
thalmoskopischen Untersuchung vollstiindig beherrschen, bisweilen bei
der Untersuchung des Auges mit einem leuchtenden Punkte nicht im
Stande sind, diese hinreichend zu erschlaffen, Die angegebene Zahl
von 4 DL entspricht dem horizontalen Hauptschnitte und giebt mittels

> T - o = o :
der Formel S, 178 den Werth 75 = 0338 - - - Zum Vergleich erheben
& T q) = un . - -
wir den Werth =5 = 21 filr das reducirte Auge, welcher sich unmittel-

bar aus der Formel S. 168 ergiebt, indem diese fiir parallel einfallen-
des Licht und sphiirische Gestalt der brechenden Fliche die Form
ifs 3.‘”'2

0~ Ty — i
finden wir, wenn wir den beiden Linsenfliichen eine solche Form ge-
hen, dass das in jeder wvon ihnen gebrochene Strahlenbiindel, wenn
vor der Brechung ohne Aberration, auch nach dieser aberrationsirei

annimmt. Im schematischen Auge von v. HErmmerntz

ist, fiir parallel in die Hornhaut einfallendes Licht den Werth gx =81,

Bei der Ausfiihrung dieser Rechnung hat man die Aberrationswerthe
des in der Hornhaut gebrochenen Strahlenbiindels auf die im Schnitt-
punkte der optischen Achse mit der vorderen Linsenfliiche gelegte
Welleniliiche zu reduciren, was auch beim Uebergang von der vorde-
ren zur hinteren Linsenfliche gilt, und schliesslich nach der Brechung
in dieser die Werthe auf eine 20 mm von dem hinteren Brennpunkte
des Auges belegene Wellenfliche zu beziehen.
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Bevor wir aber die gefundene Zahl verwerthen, miissen wir Ver-
suche mit anderen Pupillengrissen machen. Da wir niimlich in unse-
rer Serie nur die zweite Potenz von ¢ mitgenommen haben, so ist der
Pupillenhalbmesser von 3 mm bei einem Kriimmungsradius der Wel-
lenfliiche von 20 mm etwas zu gross, und andererseits ist zu erwarten,
dass cin grisserer Diameter der Pupille Aufschluss tiber die peripheri-
sche Brechung des Auges geben wird. Und in der That, wenn ich die
Pupille mit Coeain oder Homatropin dilative, finde ich bei einem Diame-
ter von § mm dieselbe Zahl von 4 D). Die am meisten in die Augen
springende Veriinderung ist hierbei, dass die den positiven Kanten ent-
sprechenden Strahlen, welche an der Evolutenschnittlinie sichtbar sind,
in hohem Grade verliingert erscheinen und ausserdem in den der Evo-
lutenspitze niiher liegenden Schnitten auftreten, so dass sogar Strahlen
beider Art auf einmal gesehen werden kinnen, wobei sicher zu con-
statiren ist, dass immer die einen in den Zwischenriumen der anderen
belegen sind. Wenn ich die Durchschnitte des Strahlenbiindels auf der
Netzhaut von der Evolutenspitze aus verfolge. so finde ich, dass die
Evolutenschnittlinie zum letzten mal bei derselben Correction wie bei
nicht dilatirter Pupille gesehen wird und zwar mit demselben scheinbaren
Diameter, wiihrend der Querschnitt des Sirahlenbiindels viel grisser
ist. Es hat also die Evolute eine Kante, welche einer mehr oder we-
niger kreisfirmigen Linie 7=0 auf der Wellenfliiche des gebrochenen
Strahlenbiindels entsprechen muss. Da diese Kante nach der Wellen-
fliche zu schaut, hat & auf der betreffenden Linie =0 einen nega-
tiven Werth. Es leuchtet ein, dass unter diesen Umstiinden der diinn-
ste Querschnitt des Strahlenbiindels derjenigen Stelle entsprechen muss,
wo der umgebogene Theil der Evolute den anderen schneidet, welche
Stelle weiter ab von der Spitze liegen muss als bei undilatirter Pupille,
obwohl nicht so viel weiter, wie wenn die Aberration fiir jeden Punlt
der Wellenfliche positives Vorzeichen hiitte. In voller Uebereinstim-
mung hiermit steht die durch die entsprechende Vergrisserung des
kleinsten Querschnittes bedingte Herabsetzung der Sehschiirfe, sowie
die leicht zu constatiende Thatsache, dass, wenn der leuchtende Punlt
innerhalb der Accommodationsstrecke liegt und moglichst scharf fixirt
wird, niemals Strahlen erscheinen, welche den negativen Kanten ent-
sprechen, sondern im Gegentheil immer solche, welche bei Verdecken
der Pupille von einer Seite her auf der entgegengesetzien verschwin-
den, und welche mit dem Cobaltglas roth leuchten, ja bei gewdhnlichem
Lichte deutlich rothe Spitzen zeigen. Ausserdem kann ich die Schnitt-
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linie des umgebogenen Theiles der Evolute bei dilatirter Pupille in dem-
jenigen Strahlenbiindelquerschnitte erkennen, welcher die Ewvoluten-
spitze enthiilt, indem hier ein deutlicher, obwohl zackiger heller Ring
die Begrenzungslinie ausmacht, was sonst nicht der Fall ist,

Auf der anderen Seite ergeben wiederholte Versuche. dass ich
noch durch ein Loch von 4 mm Diameter die Evolute bis zur erwilthn-
ten Kante sehe und denselben Refractionsunterschied von 4 D. be-
komme, was einem Werthe -;“;- = 12 entspricht. Schon bei den Ver-
suchen ohne Diaphragma, aber noch mehr mit dieser kommen am
Rande der Zerstreuungskreise Interferenzerscheinungen vor, indem die
Begrenzungslinie wie verstiirkt aussieht, so dass man an eine Evoluten-
schnittlinie denken kinnte, wenn das Phiinomen nicht durch Auftreten
eines ganz dunklen Ringes unmittelbar auf der Innenseite der Begren-
zungslinie und durch das Vorkommen an Querschnitten des Strahlen-
biindels, welche in grisserem Abstande von der sichtbaren Evolute
gelegt werden, als eine Interferenzerscheinung erwiesen wiire.

Wir haben also gefunden, dass die Linie V=0 auf der Wellen-
fliiche des in meinem rechten Auge gebrochenen Strahlenbiindels einen
Diameter von ungefihr 4 mm hat. Da lings dieser Linie > einen ne-
gativen Werth hat, so miissen negative Aberrationswerthe hiherer Ord-
nung fiir den centralen Strahl gellen. Wenn wir also in unserer Serie
nur die zweite Potenz von ¢ mitnehmen, so kimnen wir sicher sein,
dass die fiir den Diameter von 4 mm gefundene Zahl %%: 12 nicht zu
aross ist,

Das Auge hat mithin bei der Pupillengrisse, welche beim schar-
fen Sehen in Frage kommt, eine positive Aberration, welche nicht al-
lein von der Hornhaut herrithren kann, auch wenn wir die optische
Zone dieser — wie wir bisher miissen — als sphiirisch ansehen. Vom
optischen Centrum der Pupille aus nimmt die Refraction nach beiden
Seiten zu und erreicht in einem Abstande von 2 mm den Maximalwerth
mit einem Ueberschuss von vier Dioptrien, wonach wieder eine Abnahme
stattfindet, so dass im Abstande von 4 mm — am Rande der maximal
dilatirten Pupille — die Refraction wieder ungefiihr gleich der centralen
ist. Man beachte, dass hierbei der #Husserste Strahl negative sowohl
laterale als longitudinale Aberrationswerthe hat, was durch eine ein-
fache Construetion der Schnittlinie der Evolute mit dem fraglichen Haupt-
schnitte unmittelbar erhellt, d. h. dass die periphere negative Aberra-
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tion nicht ausreicht um den #dussersten Strahl zum Durchgehen durch
den Fokalpunkt zu bringen. Es ist also nothwendig, den Begriff der
nach der Peripherie siibercorrigirten» Aberration des Strahlenbiindels
von dem Begriffe der nicht corrigirten Aberration des fiussersten Strah-
les streng zu scheiden.

Die in den meisten Augen vorhandene unbedeutende Asymme-
trie bringt man am einfachsten in demjenigen (uerschnitte des Strah-
lenbiindels zur Anschauung, welcher die Evolutenspitze enthiilt. Wenn
ich also,' nachdem der leuchtende Punkt ausserhalb der Accommoda-
tionsstrecke versetzt worden ist, diese mit optischen Hilfsmitteln immer
mehr hinausschiebe, bis ich deutlich einen hellen Punkt innerhalb des
Zerstreuungskreises sehe, so finde ich diesen deutlich oberhalb der
Mitte der Lichtfigur und auch — obwoehl sehr unbedeutend — nasal-
wiirts davon, Da die laterale Aberration der extremen Strahlen nega-
tiv ist, und das Netzhautbild umgekehrt projiciirt wird, so ist also das
optische Centrum der Pupille etwas nach oben und unbedeutend nasal-
wiirts vom anatomischen belegen. Wie ich schon erwiihnt habe, kann
ich die vertikale Componente der Asymmetrie schon im gewihnlichen
Lichtsternbild sehen, wiihrend die horizontale zu unbedeutend ist und
erst bei diesem schiirferen Versuche zu Tage tritt. Letztere halte ich
fiir unmessher; was erstere befrifft, schiitze ich die Proportion der auf
den beiden Seiten des hellen Punktes belegenen Theile der vertikalen
Symmetrielinie der Lichtfigur aul ungeldhr 3:4 bei einer Pupille von
6 mm Diameter, was, da die laterale Aberration zur dritten Potenz
des Abstandes in der Pupille proportional ist, einer Decentration von
e:a /7 mm als Wurzel der Gleichung j;_-i::f -'-i— entspricht. Dieser
Werth kann aber nicht sehr genau sein, da er bei so grosser Pupille
ermittelt worden ist, dass die angefithrte Gleichung hihere Potenzen
enthalten miisste, Auch hiitle es keinen Sinn, einen genauen Werth
fiir diese Decentration zu suchen, da sich die Pupille nicht concen-
trisch erweitert und verengt. Wenn ich z. B., um eine kleinere Pu-
pille zu erhalten, den Versuch im hellen Zimmer mache und dabe
einen solchen Platz aufsuche, dass die Pupille bei Offenhalten des an-
deren Auges einen Diameter von 4 mm hat, so finde ich die horizon-
tale Componente der Decentration mehr ausgepriigt als die vertikale,
um nicht von der kiinstlichen Dilatation zu sprechen, bei welcher meine
rechte Pupille am meisten in der Richtung nach oben und nasalwiirts,
die linke am meisten nach unten erweitert wird, und die fraglichen
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Zerstrenungskreise die entsprechenden Phiinomene zeigen. Wir finden,
dass wir fiir die Messung der Asymmetrie nicht den Pupillenrand in
Rechnung ziehen kinnen. Dagegen kinnen wir die Asymmetrie des
Strahlenbiindels in Bezug auf das Centrum der Linie U = 0 bestimmen,
und in der That ist diese Asymmetrie, welche von der jeweiligen Lage
des anatomischen Centrums vollkommen unabhiingig ist, die fiir die
Funktion des Auges einzig wichtige, da durch sie die Beschaffenheit
der Evolute bestimmt wird. Wenn ich auf dieselbe Weise vorgehe wie
bei der Messung der Aberration im horizontalen Hauptschnitte, dabei
aber den letzten Querschnitt des Strahlenbiindels suche, welcher nach
oben, bezw. nach unten die Schnittlinie der Evolute erkiinnen liisst, so
finde ich 4.5 bezw. 3, Dioptrien. Wenn wir nun den vertikalen Haupt-
schnitt als den zweiten bezeichnen und die Richtung nach oben als
positiv rechnen, so finden wir. da der nach oben sichtbare Theil der
Evolutenschnittlinie auf der Netzhaut nach unten belegen ist:

Lo W00, U, 0%, @,

e, U, e
i R '

Frlete i =Ty p T
d. h. fiir den der Linie U = 0 entsprechenden Werth o = 2 die Werthe
i}f_,’ = — 0,075 {j:f = 2. Diese Werthe geben uns also die Beschaffen-
heit der Wellenfliche in dem mit dem Centrum der Linie U = 0 zu-
sammenfallenden Punkte. Wenn wir die Decentration des optischen
Centrums innerhalb dieser Linie suchen wollen, so haben wir nur, in-
dem wir mit U den Werth bezeichnen, welchen U,, in einem beliebigen
Punkt auf der s,,-Linie annimmt, in der Gleichung U, = —0,05s 0+ 1240, D®
die Bedingung U = 0 einzufiihren, woraus g, = (0,122 mm resultirt. Wenn
wir den von der Linie U = 0 hegrenzten Bezirk als die optische Zone
bezeichnen, so kinnen wir entweder die geomefrischen Eigenschaften
der Wellenfliiche auf das Centrum der optischen Zone beziehen oder
aul das optische Centrum, wobei wir i’; = Pu _ 12 sowie -g‘-’-’=—(}ms
L V14 *
bezw. fiir die Coordinaten des optischen Centrum, wenn das Centrum
der optischen Zone Origo ist, o, =0 0, = 4 0,25 erhalten.

Die Erscheinungen, welche der Astigmatismus bei der Aberration
eines normalen Auges und bei Abwesenheit von pathologischer Asym-
metrie am gebrochenen Strahlenbiindel verursacht, kinnen mit Hilfe
des leuchtenden Punktes untersucht werden, indem man das Auge
durch Cylindergliiser astigmatisch macht. Wie wir uns erinnern, theilt
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sich dann der Kreispunkt auf der Wellenfliche in zwei solche, welche,
aufl einer Hauptlkriimmungslinie belegen, sich bei steigendem Grade des
Astigmatismus immer mehr von einander entfernen, und die beiden
Schalen der Evolute schneiden einander in der Weise, dass die Kante
der zweiten immer bei posifiver Aberration weiter von der Wellen-
fliche entfern! ist als die der ersten. Es miissen also die den um
einen leuchtenden Punkt sichtbaren Strahlen entsprechenden negativen
Evolutenkanten eine ihnliche Erscheinung in dem von der Wellen-
fliche am weitesten abliegenden der beiden diinnsten Querschnitte des
Strahlenbiindels verursachen. Von den iibrigen durch die Evoluten-
kanten bedingten Erscheinungen kinnen wir nur von vornherein sagen,
dass die in einem gewdihnlichen Strahlenbiindel, dessen Brennstrecke
von derselben Griissenordnung ist wie der Diameter der Begrenzungs-
linie, vorkommenden verschiedenartigen Zerstreuungsfiguren durch die
Kantenbildungen auf den Evoluten zerkliiftet sein miissen d. h. ab-
wechselnd helle und dunkle Linien aufweisen miissen, deren Anordnung
nicht mit unseren Hilfsmitteln vorausgesagt werden kann. Und in der
That, nachdem wir diese Bemerkung der S, 159 gegebenen Beschrei-
bung wvon solchen Strahlenbiindeln hinzugeltigt haben, finden wir bei
den Versuchen mit Cylindergliisern nichts wesentliches iiber die Con-
stitution des im normalen Auge mit artificiellem Astigmatismus gebro-
chenen Strahlenbiindels hinzuzufiigen. Wenn ich vor mein rechies Auge
ein Cylinderglas von 5 D. halte, so diirfen, wie wir wissen, Schnitt-
linien beider Evoluten nicht auf cinem und demselben Querschnitte des
Strahlenbiindels vorkommen. Das ist auch nicht der Fall, sondern die
beiden Evoluten passiren in der gewdihnlichen Serie der Querschnitte
nach einander Revue, und das Strahlenbiindel besitzt in Uebereinstim-
mung hiermit wirklich zwei »diinnste» Querschnitte. Wenn ich aber
das Auge 4 D. astigmatisch mache, so finde ich auf dem letzten Quer-
schnitte, welcher die Schnittlinie der zweiten Schale zeigt, schon die
Kante der ersten. Je geringer der kimstliche Astigmatismus ist, um
so breiter wird der der Wellenfliiche am niichsten liegende »diinnstes
Querschnitt, wiithrend der andere nicht so sehr breiter wird, aber immer
mehr die fiir die gewihnliche Sternfigur charakteristischen Strahlen in
der dieser zukommenden Anordnung aufweist. Die bei geringem Astig-
matismus im Strahlenbiindel vorhandenen Fokalpunkte der beiden Kreis-
punkte der Wellenfliiche kann man wegen der Zerkliftung durch die
Kantenbildung nicht so gut beobachten, erkennt sie aber an dem pfeil-
spitzeniihnlichen Aussehen der Spitzen auf der geschlossenen Schnitt-
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linie der Evolute in dem fraglichem Querscimitte, welches durch die
sinander berithrenden Spitzen beider Schalen entsteht und bei dem im
Cap. 4 erwiihnten Versuchen mit Linsen auch sehr deutlich zu Tage
tritt. Als Zeichen des Vorhandenseins der schon untersuchten Asym-
metrie der Evolute in wvertikaler Richtung finde ich, wenn ich dem
Auge einen direkten Astigmatismus gebe, dass der Uebergang der die
Kante der zweiten Schale andeutenden Linie zu einer geschlossenen
Curve nicht in der Mitte beginnt, und dass der untere Theil der Schnitt-
linie der ersten Evolute bei gewisser sphiirischer Correction nicht mehr
wahrgenommen werden kann, wiithrend der obere Theil noch gut sicht-
bar ist,

Ks ist klar, dass die bei anastigmatischer Correction angewen-
deten Methoden, die Asymmetric und die Aberration in den beiden
Hauptrichtungen zu messen, auch bei astigmatischer angewendet wer-
den kénuen, da sie in keiner Weise von der Differenz der Hauptloriim=
mungen der Wellenfliiche abhiingen. Aber ausserdem bekommen wir
hier eine Methode, welche die bei ungeniigender Beherrschung der
Accomodation vorhandene Fehlerquelle ausschliesst, indem wir nur das
stirkste Cylinderglas zu suchen haben, mit welchem noch auf einem
und demselben Querschnitte des Strahlenbiindels Schnittlinien beider
Evoluten zu sehen sind. Diese Untersuchung ist bei artificiellem direk-
tem und inversem Astigmatismus zu machen, und der Grad des Astig-
matismus, welchen das Auge mit der fraglichen Correction aufweist,
ergiebt, wie leicht einzusehen ist, unmittelbar den Refractionsunterschied
zwischen optischem Centrum und dem entsprechenden Theile der Linie
U=10. Bei direktem artificiellem Astigmatismus erhilt man die Aber-
ration im horizontalen, bei inversem im vertikalen Hauptsehnitte.

Das wverschiedene Verhalten der beiden diinnsten Querschnitte
bedingt die so oft bei der klinischen Untersuchung des Astigmatismus
zu constativende Thatsache, dass nur die mit dem stiirkstbrechenden
Hauptschnitte parallele Linie der Sternfigur, welche zur Untersuchung
angewendet wird, mehr markirt erscheint als die anderen, so dass der
Astigmatismus in manchen Fillen iiberhaupt nicht entdeckt werden
kann, wenn nicht das Auge bei Anwendung der Sternfigur etwas myo-
pisch gemacht wird, eine Thatsache, fiir welche bisher bei Abwesen-
heit von pathologischer Asymmetrie keine befriedigende Erklirung ge-
geben werden konnte, obwohl sie dem gewissenhaften Ophthalmologen
lingst bekannt ist.
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is leuchtet ein, dass wir erst nach erworbener Kenntniss von
der Constitution des im normalen Auge gebrochenen Strahlenbiindels
zu einer fruchtbringenden Untersuchung pathologischer Fille schreiten
kimnen. Auf dieses Gebiet soll jedoch hier nicht niiher eingegangen
werden, sondern es mag hinreichend sein, zu erwiihnen, dass solche
Grade von Asymmetrie, dass die Evolute keine Spitze innerhalb der
optischen Zone hat, nicht selten sind, und betreffs der klinischen Be-
deutung dieser Asymmetrien auf meine [ritheren Untersuchungen zu
verweisen. Interessant ist es, dass Tscuerxive selbst, welcher mit so
grossem Fleisse die Aberrationen des Auges studirt hat, und unter
dessen Leitung die meisten hierher gehirigen Untersuchungen ausge-
fithrt worden sind, ein Auge mit so grosser vertikaler Asymmetrie hat,
dass die Evolute keine Spitze aufweist. Der Grad des Astigmatismus
ist auch, wie es aus den Zeichnungen hervorgeht. die er von den
Querschnitten des im Auge gebrochenen Strahlenbiindels publicirt hat,
ein derartiger, dass die Wellenfliiche innerhalb der optischen Zone
einen Kreispunkt hat, dessen Fokalpunkt man an dem pfeilspitzeniihn-
lichen Aussehen einer der Lichtfiguren erkennt. Es ist erklirlich, dass
es Tscuerning nicht gelingen konnte, die fraglichen Figuren vollstin-
dig zu deuten, da dies erst mit Hilfe der hier entwickelten Theorie der
monochromatischen Aberrationen geschehen kann, aber anderseits haf
er sich durch theilweise Verdeckung der Pupille eine hinreichende
Kenntniss vom Strahlenbiindel verschaflt, um eine nach unten concave
Evolutenlinie fiir den vertikalen Hauptschnitt richtig zu construiren.

Von den Mitteln, welche zur Untersuchung der Aberrationen des
Auges angewendet worden sind, spielt die theilweise Verdeckung der
Pupille eine hervorragende Rolle. In diese Categorie gehiren niimlich
nicht nur die soeben angedeuteten Hilfsmittel bei der Untersuchung
mit dem leuchtenden Punkte. sondern auch die auf den ScueNeER schen
Versuch basirten und ihnlichen Methoden. Von diesen stellt wohl
die mit dem Optometer von Youxa die grissten Anspriiche an die Be-
herrschung der Aceommodation. Dagegen liefert die auch von Youne
angewendete Methode, den Schatten eines linearen Gegenstandes auf
der Netzhaut zu untersuchen. in der Form des Aberroskopes wvon

Kova Acla Reg. Soc. Se, Ups, Ser, L. Impr. "/xn 1900 25
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Tscuerxing! eine Methode, bei welcher die Erschlaffung der Accom-
modation nicht nithig ist. Das kleine Instrument besteht bekanntlich
aus einer planconvexen Linse — in meinem Exemplar 4 D. — mit
cinem rectanguliiren Liniennetze auf der ebenen Fliche, welche bei
der Untersuchung vor das Auge gehalten wird, so dass die durch eine
punktformige Lichtquelle entworfenen Schatten der Linien auf die Netz-
haut fallen und im Zerstreuungskreise des leuchtenden Punktes sicht-
bar werden. Nach Angabe des Verf, soll die Distanz der Linse vom
Auge 10 bis 20 em sein, und eine nach der Mittellinie zu convexe
Gestalt der Schatten giebt positive, eine concave negative Aberration
im fraglichen Hauptschnitte an, wiihrend bei gewisser Aenderung der
Correction das Umgekehrte stattfindet.

Da die Untersuchungen mit dem Aberroskop theilweise als Basis
fitr die Tscuersmye’sche Aecommodationstheorie dient, deren Widerle-
gung oder Bestiitigung eine wichtige Aulgabe der modernen Ophthal-
mologie sein muss, so wollen wir als ein weiteres Ergebniss fiir die
Ophthalmologie die bisher unbekannte Theoirie des Aberroskopes und dhn-
licher auf die Gestalt der Schatten linearer Gegenstiinde aul der Netz-
haut gegriindeten Untersuchungsmethoden der Aberration in aller Kiirze
entwickeln.

Schon ein {liichtiges Nachdenken lehrt, dass bei Abwesenheit
von Aberration des gebrochenen Strahlenbiindels die Schatten im all-
gemeinen Falle nicht ohne Kriilmmung sein kinnen. Wenn wir uns
beispielsweise an das reducirte Auge halten, und das durch die Linse
des Aberroskopes gebrochene Strahlenbiindel als aberrationsfrei an-
sehen, so bilden die Schatten auf der brechenden Fliche einfach ge-
kriitmmte Linien, welche in Ebenen liegen, die sich in dem durch die
Convexlinse entworfenen Bilde des leuchtenden Punktes schneiden,
IFalls aber die Schatten auf der hinteren Fokalebene des reducirten
Auges linear sein sollen, wenn das gebrochene Strahlenbiindel homo-
centrisch ist, so miissen sich diese Ebenen in dem durch das von
Linse und Auge zusammengesetzte System entworfenen Bilde des leuch-
tenden Punltes schneiden, was also unmdiglich ist, wenn nicht der
Bildpunkt nach Brechung in der Aberroskoplinse mit dem Kriimmungs-
mittelpunkt der brechenden Fliche des reducirten Auges zusammenfillt.

In voller Uebereinstimmung hiermit finden wir unter Anwendung
der Formeln S. 170 und mit denselben Bezeichnungen:

' Optique physiologique, Paris 1898, S. 96 u. Arch. d'Ophth. XIII, S. G15. 1893.
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wobei also ein Strahl, welcher vor der Brechung die Tangentialebene
im Punkte # = a # = 0 schneidet, nach der Brechung durch den Punkt
Ey L geht., Wir sehen unmittelbar theils, dass die Kritmmung der Schat-

g=

tenlinien, welche dem Differentialquotienten "{nq,j-» direlt proportional
o (g ™

ist, nichts mit der direkten Aberration im betreflenden Hauptschnitte
des gebrochenen Strahlenbiindels zu thun hat, sondern von der trans-
versalen abhiingt, theils aber auch dass diese Kriimmung ausserdem
von einer anderen Grisse beeinflusst wird, welche von den Aberra-
tionswerthen wvillig unabhiingig ist, und welche nur dann gleich Null
sein kann, wenn entweder £ = I oder r,, = 1 ist. Die erste dieser Be-
i

dingungen entspricht aber dem Falle, dass der leuchtende Punkt auf
der Netzhaut abgebildet wird, wobei die Zerstreungskreise nicht zur
Beobachtung der Linienschatten ausreichen, und die zweite besagt,
dass das von der Aberroskoplinse entworfene Bild des leuchtenden
Punktes im Kriitmmungsmittelpunkt der brechenden Fliche liegt, was
durch die angegebene Versuchsanordnung ausgeschlossen ist. Es kann
also die Aberration des gebrochenen Strahlenbiindels im reduecirten
Auge niemals gleich Null sein, wenn die Linienschatten ohne Kriim-
mung sind. Und trotzdem ist das Instrument, wie wir sehen werden,
filr praktische Zwecke sehr anwendbar,

Wo die Form der brechenden Fliichen nicht wesentlich von der
einer Umdrehungsfliiche abweichen, d. h. bei Abwesenheit von abseh-
barer Asymmetrie sowie astigmatischer oder diagonalastigmatischer
Aberration, betriigt, wie wir wissen, die direkte Aberration das Drei-
fache der transversalen, und das Insirument ist also fiir diese Fille
anwendbar, wenn der Einfluss der Griissen, welche ausser den Aber-
rationswerthen des gebrochenen Strahlenbiindels auf die Kriimmung
der Linienschatten einwirken, ausgeschlossen werden kann, Wenn
wir nun die Formel auf das schematische Auge anwenden, so zeigt es
sich, dass fiir jede der drei brechenden Flichen das Produkt s =)
positiv ist, wiihrend u, — u filr die hintere Linsenfliiche negatives, fiir
die beiden iibrigen positives Vorzeichen hat. Was die Coefficienten
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I — Zr, betrifft. so haben die den beiden ersten Fliichen entsprechenden
positive  Werthe, wiihrend fiir die hintere Linsenfliiche dieser Coeffi-
cient negativ ist, da fiir die beiden ersten Brechungen I gleich dem
Abstande zur nichsten brechenden Fliche, fiir die letzte aber grisser
als der Abstand zum hinteren Bildpunkte der Lichtquelle ist. Da bei
jeder Brechung -eine Grisse resultict, welche ausser dem Aberrations-
werthe des gebpochenen Strahlenbiindels auf die Kriimmung der Linien-
schatten einwirkt, und alle drei Griissen mit dem letzten der Coeffici-
enten 1 — Z, zu multipliciven sind, so finden wir, dass von diesen drei
Grissen die bei der Brechung in der hinteren Linsenfliiche resultirende
entgegengesetztes Vorzeichen gegeniiber den beiden anderen hat, wo-
nach eine Ausgleichung im Auge miglich ist. Allgemein erhalten wir,
wenn wir mit a, b, die Coordinaten des Punktes bezeichnen, durch wel-
chen der fragliche Strahl nach der Brechung in der letzten Fliche eines
centrirten Systemes die Tangentialebene dieser Fliiche schneidet, und
diec Werthe », @ 2" auf die dieselbe Ebene tangirende Wellenfliiche
des gebrochenen Strahlenbiindels beziehen, die Gleichung:

g = : . i (. ra d e rr -"H {EE-' - -
PEa(nn)da 230l —tr) L% pov 00 e lgiITHE
( } - i =) daahe 5 el it r”})

Wenn wir nun bei einem constanten Werthe von ¢ die Coordi=
naten & als Funktionen von a und b betrachten, so erhalten wir fiir
eine b-Linie in der fraglichen Ebene:

g dE @ [nf_.’f (nf.:f)!].
dé dyf — dadb® " lda\dw/ 1’
und wenn wir weiter die Kriimmung der Schattenlinien als positiv be-

zeichnen, wenn die niichstliegenden Linien ihre convexe Seite der ge-

raden Mittellinie zuwenden, wonach diese Kriimmung fiir die b-Linien
| L] - . !I-

dasselbe Verzeichen wie der Differentialquotient _”r: _:E _i hat, so finden
s L

wir, da bei der Untersuchung des Auges mit dem Aberroskop ¢ und

o a, SN g sk il
' positiv sind, und == =1 —¢r)— " ist, dass von den zwel diese
da da da
Kriimmung bestimmenden Grissen die eine dasselbe Vorzeichen wie
a4,

e die andere dasselbe wie das Produkt £2”(zr, —1) hat. Wie

wir gesehen haben, kann erstere verschwinden, aber fiir eine Berech-
nung, ob dies im Auge geschieht oder nicht, kinnen wir nicht das
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schematische Auge anwenden, da der in der Linse variirende Bre-
chungsindex kaum ohne Einfluss hieraufl sein kann. Dagegen finden
wir eine praktische Probe, ob diese Grisse neben dem Aberrations-
werthe von Einfluss auf das Untersuchungsresuliat ist, darin, dass bei
einem Zeichenwechsel von {r, — 1 die eine Grisse das Vorzeichen éin-
dert, die andere nicht. Eine Aenderung des Vorzeichens von gr, — 1
bei der Untersuchung mit dem Aberroskope ist aber gleichbedeutend
mit dem Vorhalten einer Concavlinse von geniigender Stiirke, um den
Bildpunkt des leuchtenden Punktes hinter die Netzhaut zu verlegen.
Es ergiebt sich also die Regel, dass das Vorzeichen der transversalen
Aberration des im Auwge gebrochenen Straldenbindels dureh die Untersu-
chung mit dem  Abervoskope gefunden werden kann, wenn die Krimmung
der Schatlenlinien das Vorzeichen wechsell, je nachdem das Bild des leuch-
tenden Punktes vor oder hinter der Nelzhaut fGlll. Da dies fiir das mensch-
liche Auge die Regel zu sein scheint, so kann bei Abwesenheit von
pathologischer Asymmetrie das Vorzeichen der Aberration mit dem In-
strumente erhalten werden — es wiire denn, dass die direkte und die
transversale Aberration verschiedenes Vorzeichen hiitten, was aber,
wenn iiberhaupt solche Fille vorkommen. ausserordentlich selten sein
muss, Der Vorsicht halber ist es aber immer das beste, die Controle
mit dem erforderlichen Concavelase vorzunehmen.

Die oben angewendete Formel ist unter der Bedingung hergelei-
tet, dass eine b-Linie ohne Kriimmung sei. Ist dies nicht der Fall, so
haben simmtliche diese Linien im Zerstreuungskreise auf der Netzhaut
dasselbe Vorzeichen der Kriimmung, und das Aberroskop giebt die
transversale Asymmetrie des gebrochenen Strahlenbiindels im fragli-
chen Hauptschnitte. Nach derselben Methode, nach welcher wir die
oben angewendete Formel deducirt haben, finden wir niimlich allgemein
fiir die den Hauptstrahl schneidende O-Linie:

g s )2 B (20 ] Gy

T AT gu(db (: .:.m}
wonach wieder die Kriimmung der Schattenlinien durch zwei Grissen
bestimmt werden, von denen die eine mit dem Coefficienten 1 — v,
das Vorzeichen wechselt, die andere nicht. Hier ist aber letztere zur
transversalen Asymmetrie des gebrochenen Strahlenbiindels direlt pro-
portional, withrend erstere von der Asymmetrie vor der letzten Brech-
ung und von der Incidens bei dieser! abhiingt. Hs ergiebt sich also

! Yergl, Beitrag zur Theorie des Astigmatismus 8. 327, Formeln £
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die Regel, dass dic [ransversale Asynuelrie dem Vorzeichen nach bei der
Untersuchung mit dem Aberroskop bestimmt werden Fann, wenn die Kritmn-
gnung der cenfralen Schaltenlinie dasselbe Vorzeichen had, das Bild des leuch-
lenden Punktes mag vor oder hinler der Nefzhaut fallen.

Auch niedrige Grade von Asymmetrie kinnen auf diese Weise
diagnosticirt werden, So giebt das Aberroskop fiir mein rechtes Auge
eine Schattenfigur, deren Linien die convexe Seite dem Centrum zu-
wenden, aber wiithrend dies fiir die vertikalen Linien genau stimmt, so
liegt diejenige horizontale Linie, welche ohne Kriimmung ist, deutlich
oberhalb der Miite. Seize ich aber ein passendes Concavglas vor das
Auge — je nach dem Abstande des leuchtenden Punktes — so lkeh-
ren die Linien die concave Seite der Mitte zu, und diejenige horizon-
tale Linie, welche ohne Kriimmung ist, liegt deutlich unterhalb der
Mitte. s hat also in beiden Fiillen die dem Centrum des Zerstreuungs-
kreises entsprechende horizontale Linie nach unserer Bezeichnung ne-
gative Kriimmung, Da die Kriimmung der Linie aul der Netzhaut ent-
gegengesetzies Vorzeichen hat, und die transversale Asymmetrie im
vertikalen Hauptschnitte wiederum gegeniiber dieser entgegengesetztes,
s0 hat also W, fiir den centralen Strahl negatives Vorzeichen.

In wie weit man allgemein von dem Vorzeichen der transver-
salen Asymmetrie aul das der direkten schliessen darf, kiinnen erst
weitere klinische Untersuchungen lehren, obwohl es a priori zu ver-
muthen ist, dass die beiden gewdGhnlich dasselbe Vorzeichen haben,
weil die Asymmetrien gewihnlich durch Decentrationen der brechen-
den Fliichen oder der Pupille entstehen, und die bei schiefer oder ex-
centrischer Incidenz in Linsen gebrochenen Strahlenbiindel, wie meine
fritheren Untersuchungen beweisen, am hiiufigsten dasselbe Vorzeichen
fiir die transversale wie fiir die direkte Asymmetrie haben,

Mit diesen Beschrinkungen liefert also das Aberreskop verwerth-
bare Untersuchungsresuliate, und mit den angegebenen Vorsichtsmass-
regeln angewendet, ist die fragliche Methode niichst der mit einem
lenchtenden Punkte die beste von den subjekiiven Untersuchungsme-
thoden der Asymmetrie und der Aberration des Auges. Ohne irgend
eine Beschriinkung wiirden die Resultate gellen, wenn das Instrument
hinter der hinteren Linsenfliiche applicirt werden kinnte.
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Neben diesen Methoden giebt es auch objektive, welche theils
auf der direkten Untersuchung der Refraction wmil dem Augenspicgel durel
verschicdene Theile der Pupille hindwreh, theils auf den bei der skiasko-
pischen Untersuchung zu Tage tretenden Erscheinungen basiven,

Von diesen scheint erstere zu wenig beachtet zu sein. Wenn
das Spiegelloch nicht mehr als 1,5 bis 2 mm Durchmesser hat, so kann
man bei nicht zu enger Pupille sehr gut die Refraction durch verschie-
dene Theile dieser hindurch im direkten Bilde bestimmen, ohne dass
das Resultat durch den stenopiischen Effect des Loches unsicher wird.
Hierbei ist es aber nicht gleichgiltigz, welehe Details im Augengrunde
Gegenstand der Refractionsbestimmung sind. Je mehr sich das im
Auge gebrochene Strahlenbiinde! dem in centrirten, aus Umdrehungs-
fliichen zusammengesetzten Systemen gebrochenen niihert, um so nii-
her der Wahrheit kommt der Satz, dass die direkte Refractionsiin-
derung dreimal so gross ist als die transversale, Es muss also jene,
d. h. die Refraction des radiiiren Hauptschnittes innerhalb des frag-
lichen im Pupillargebiete decentrirten Diaphragmas, Gegenstand der
Untersuchung sein, wenn der Ausschlag grisst miglich sein soll.
Wenn wir z. B. den vertikalen Hauptschnitt des Auges untersuchen
wollen, haben wir ein kleines horizontales Gefiiss am temporalen Papil-
lenrande auszuwiihlen und die Aenderung der Refraction bei grisstmig-
licher Verschiebung des Spiegels nach oben und nach unten zu unter-
suchen, wobei aber genau daraul zu achten ist, dass keine Verschie-
bung des Spiegels zur eigenen Pupille stattfindet. Auch kann der ent-
stehende Astigmafisimus und die dadurch verursachte Formveriinderung
der Papille unserem Zwecke dienen. Da niimlich immer der radiiire
Hauptschnitt verhiilinissmiissig stiirker brechend als der tangentiale bei
Zunahme der Refraction wird, so gilt die Regel, dass wenn bei einer
Verschiebung die Papille in derselben Richtung relativ mehr ausge-
dehnt erscheint, in welcher die Verschiebung stattgefunden hat, bei
dieser eine Refractionszunahme constatirt worden ist und viee versa.
Zwar gelingt es nicht immer die physiologische Aberration mit diesen
Methoden nachzuweisen, was sicher seine Ursache darin hat, dass die
Stelle der grissten Refraction so wenig vom Centrum entfernt ist, und
dass die transversale Asymmetrie, welche an dieser Stelle nicht wie
die direkte verschwindet, Unschiirfe verursacht. Dagegen gelingt es
oft zu constatiren, dass diese Unschirfe bei Decentration des Spiegel-
loches zuerst zunimmf, um dann wieder abzunehmen, wie es unsere
Kenntniss von dem gebrochenen Strahlenbiindel fordert. Uebrigens
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kann man bei gul dilatirter Pupille sehr oft die der positiven Aberra-
tion eigenthiimliche relative Ausdehnung des zur Verschiebungsrichtung
parallelen Papillendiameters constatiren. Aber wenn die Aberration
einen ungewihnlich hohen Grad erreicht, wie es bisweilen mit der
positiven der Fall ist, oder wenn eine ausgepriigite negative Aberration
vorhanden, wie z. B. bei der vor der Triibung der Linse auftretenden
Staarmyopie, oder wenn eine ausgeprigte pathologische Asymmetrie
vorliegt, kinnen diese Methoden immer angewendet werden, und die
eine ergiebt einen Refractionsunterschied von mehreren Dioptrien, die
andere zeigt deutliche Formveriinderung der Papille.

Natiirlich erhalten wir gleichwohl nicht mit Sicherheit die Aberra-
tion innerhalb der optischen Zone auf diese Weise. Es kann niimlich
sehr wohl hier eine positive Aberration vorhanden sein, obwohl die
periphersten Strahlen den centralen jenseils des Fokalpunktes schnei-
den, wobei diese Untersuchung negative Aberration ergeben muss.
Was wir finden, ist also nur ein Ausdruck fiir die Relation zwischen
den centralen und den periphersten Strahlen. Diese Relation ist es,
die man bisher unter dem Namen der sphiirischen Aberration des

Auges verstanden hat. Nun kann aber ich habe es eben bei einer
fiinfunddreissigjihrigen Dame mit normalen Augen gefunden — diese

Aberration negativ sein, withrend sowohl die Untersuchung der Evo-
lute mit dem leuchtenden Punkic wie die Untersuchung mit dem Aber-
roskope positive Aberration innerhalb der optischen Zone angeben.
Wir miissen also die Aberration innerhalb der optischen Zone, welche
allein fiir die Funktion des Auges Bedeutung hat, und welche im nor-
malen Auge, so weit ich bisher gefunden habe, posiliv ist, von der
»sphiivischen  Aberration des Auges», welche unter normalen Verhiilt-
nissen positiv oder negativ sein kann, streng unterscheiden. Um nun
Missverstindnissen vorzubeugen, brauchen wir den Ausdruck Aberra-
tion schlechtweg nur fiir die Aberration innerhalb der optischen Zone
und bezeichnen die dem bisherigen Ausdrucke sphiirische Aberration
des Auges zu Grunde liegende Relation zwischen den centralen und
den periphersten Strahlen als periphere Totalaberration. Nur diese kin-
nen wir mit der objektiven Untersuchungsmethode finden.

Dass bei ungleichmiissiger Dilatation der Pupille auch éhnliche
Unterschiede zwischen den Untersuchungsbefunden wie bei Asymmetrie
vorkommen kinnen, ist offenbar. Da aber bei der pathologischen
Asymmetrie die vom Centrum aus eintretende Refractionsiinderung in
den beiden entgegengesetzten Richtungen des fraglichen Hauptschnittes
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ungleiches Vorzeichen hat, so diirfte wohl die objektive Untersuchung
in Praxi nicht betriigen kinnen, wenn die Resultate bei erheblich un-
gleichmissiger Dilatation der Pupille vorsichtig aufgefasst werden, um
so mehr da der Refractionsunterschied oft ohne kiinstliche Dilatation
wahrgenommen werden kann.

Auch die Unlersuchung der Aberrvation witlels der skiaskopischen
Phiinomene giebt nur die periphere Totalaberration, wie es u. A, der
eben erwihnte Fall beweist, da hier auch diese Methode die fiir die
negative periphere Totalaberration charakteristischen Erscheinungen in
typischer Form gab. Ieh begniige mich mit der Feststellung dieser
Thatsache, da es zu weit fithren wiirde, hier aul die verschiedenen
Erscheinungen nither einzugehen.

Betrelfs der denderung der Abevration wihvend der Accommoda-
tion, welche Aenderung eine der Stiitzen der neuen TscuErwiNg'schen
Accommodationstheorie ist, will ich zuniichst constatiren, dass in eini-
gen Fillen mittels der skiaskopischen Methode ohne Schwierigkeit fest-
gestellt werden kann, dass die perviphere Totalaberration bei Einstellung
mittels der Accommodation negatives Vorzeichen hat, wiihrend bei Ein-
stellung aufl denselben Abstand mittels einer Convexlinse dies nicht
nachzuweisen ist. Wenn man seiner Untersuchung einigen Werth bei-
legen will, darf man diesen Vergleich niemals versiumen, da man, wie
wir gesehen haben, nicht von der Annahme ausgehen kann, die peri-
phere Totalaberration sei immer positiv im normalen Auge. Dass nicht
die positive Aberration innerhalb der optischen Zone bei der Aeccom-
modation das Vorzeichen wechselt, wird sehr leicht dadurch constatirt,
dass man, wenn der leuchtende Punki bis in die Niihe des Nahepunk-
tes hineingeriickt wird, bei der Fixation immer zuerst die Schnittlinie
der Evolute zu sehen bekommt, welche erst nach weiterer Anstrengung
der Accommodation der gewihnlichen Sternfigur bezw. bei nicht dila-
tirter Pupille dem scharfen Bilde Platz macht. Auch mit dem Aberro-
skope tritt in der Regel nach meiner Erfahrung keine Aenderung der
Kriimmung der Schattenlinien wiihrend der Accommodation ein, wenn
die Untersuchung unter Vermeidung gewisser Fehlerquellen vorgenom-
men wird. Man darf nicht glauben, es kiinnte beweisend sein, wenn
man bei der gewdhnlichen Untersuchung mit dem Aberroskop die po-
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sitive Kriimmung constativt hat, dann eine Accommodationsanstrengung
macht und dabei findet, dass die Linien weniger gekriimmt erscheinen.
Dies rithrt niimlich davon her, dass die Kriimmung, wie aus den For-
meln hervorgeht, und wie Tsouerxive selbst angiebt, weniger deutlich
wird, wenn das Bild des lenchtenden Punktes von der Netzhaut ent-
fernt wird, Man kann sich auch leicht iiberzeugen, dass dieselbe Epr-
scheinung zu Tage tritt, wenn die Einstellung fiir die Niihe nicht durch
die Accommodation, sondern durch eine aequivalente Convexlinse zu
Stande kommt. FHine iihnliche Fehlerquelle liegt im Vergrissern des
Abstandes des Aberroskopes von dem Auge, Um den Versuch ein-
wandsfrei zu machen, muss man also bei Emmetropie, die nithigen-
falls durch Gliisercorrection zu erzielen ist, in gewihnlicher Weise die
Zeichen der positiven Aberration constatiren, dann bei Vorsetzung von
immer stirkeren Concavglidsern bezw. bei entsprechender Aenderung
der fritheren Correction accommodiren lassen, wobei das Aberroskop
unmittelbar vor das Correctionsglas gehalten wird., Sollte dann bei der
Accommodation successive eine positiv gelkriimmte Schattenlinienfigur,
dann der Lichtpunkt und schliesslich bei maximaler Anstrengung der
Accommodation eine negativ gekriimmte Schattenlinienfigur erscheinen
- Alles mit einer und derselben Correction und ohne Aenderung des
Abstandes des Aberroskopes vom Auge — dann freilich wiire mit die-
ser Methode eine Veriinderung der Aberration withrend des Accommo-
dationsactes im fraglichen Falle bewiesen.

Nach meinem Dafiirhalten kann man also betreffs der Aende-
rung der Aberration wiithrend dem Accommodationsacte bis anf Wei-
teres mit Bestimmtheit nur sagen, dass die periphere Totalaberration
in gewissen Iiillen negativ wird, ohne dass es mdiglich ist, fiir die iibri-
gen Fille eine Veriinderung zu constatiren, und ohne dass eine Veriin-
derung der Aberration innerhalb der optischen Zone bewiesen wiire.
Ob also diese Aenderung der Aberration fiir die Physiologie oder mégli-
cherweise finr die Pathologie der Accommodation ihre eigentliche Bedeu-
tung hat, scheint zur Zeit dahingestellt werden zu miissen, Dass sie
jedenfalls von eminenter Bedeutung ist, unterliegt wohl keinem Zweifel.

Bei dieser Gelegenheit michte ich erwiihnen, dass die durch
die Schwere erfolgende Decentration der Linse wiihrend des Accom-
maodationsactes bei der Untersuchung mit dem leuchtenden Punkte con-
statirt werden kann, Wenn ich néimlich unter Vorhalten von Conecav-
glisern verschiedener Stiirke accommodire und ein Glas aufsuche,

-

welches bei maximaler Accommodation die Evolutenspitze noch auf

'L.‘ -
o



ALLGEVMEINE THEORIE DER MONOCHROMATISCHEN ABERRATIONEN ETC. 203

die Netzhaut zu bringen zuliisst, so finde ich, dass immer der entspre-
chende helle Punkt unabhiingic von der Haltung des Kopfes nach
oben im Zerstrenungskreise decentrirt ist. lch kann auf diese Weise
die Asymmetrie im vertikalen Meridiane des rechten Auges das Vor-
zeichen wechseln lassen. Wie aber diese Decentration zu Stande
kommt, ob dureh Hinuntersinken der Linse oder durch Drehung um
eine horizontale Achse, das kann nicht durch diesen Versuch entschie-
den werden,

Dass bei verschiedener Aberration in den beiden Hauptrichtun-
gen der Astigmatismus der Aberration im anastigmatischen Strahlen-
biindel die Erscheinungen eines mit der Pupillengrisse wechselnden
Astigmatismus hervorrufen muss, ist schon erwiihnt, Um den Grad die-
ses Astigmatismus zu finden, haben wir uns nur zu erinnern, dass der
diinnste Querschnitft eines Strahlenbiindels ohne Asymmetrie, sei es
astigmatisch oder nicht, aul einem Abstande von der Evolutenspitze
des betreffenden Hauptschnittes gelegen ist, weleher gleich /4 der Pro-
Jektion der Evolute auf dem Hauptstrahle ist. In der Rechnung S. 176
haben wir also nur den Werth von £ mit 4 zu dividiren, um die den
diinnsten Querschnitten entsprechenden Dioptrienwerthe zu finden. Der
Grad des durch die astigmatische Aberration bei einer bestimmten Pu-
pillengrisse vorgetiuschten Astigmatismus ist demnach gleich /4 des
Unterschiedes zwischen der Relraction am Rande der Pupille bezw.
der optischen Zone in den beiden Hauptrichtungen. Wenn 2z, B. ein
Auge, das bei minimaler Pupille keinen Astigmatismus aufweist, mit
einer optischen Zone von 4 mm Durchmesser ?::’ = 12 j;g = G hatte,
s0 wiirde bei einer Pupille von 4 mm Diameter ein inverser Astigma-
fismus von 0O, D. bei der Untersuchung gefunden werden, und das
entsprechende Glas wiirde bei dieser Pupillengrisse Erleichterung schal-
fen, wiihrend es bei kleinerer Pupille nicht von Vortheil sein wiirde.
In wie weit die astigmatische Aberration Schuld ist an dieser nicht
selten zu constaticenden Erscheinung, bin ich nicht in der Lage ent-
scheiden zu kiénnen. Dieselbe Erscheinung kann niimlich, wie ich
frither gezeigt habe, durch Asymmetrie des gebrochenen Strahlen-
biindels hervorgerufen werden, und da diese nur eine leicht auszu-


















