Die nichteuklidische geometrie : historisch-kritische Darstellung ihrer
Entwicklung / Autorisierte deutsche Ausgabe besorgt von prof. dr.
Heinrich Liebmann. Mit 52 figuren im text.

Contributors

Bonola, Roberto, 1874-1911.
Liebmann, Heinrich, 1874-1939.

Publication/Creation
Berlin?, 1919.

Persistent URL

https://wellcomecollection.org/works/vgh993mz

License and attribution

This work has been identified as being free of known restrictions under
copyright law, including all related and neighbouring rights and is being made
available under the Creative Commons, Public Domain Mark.

You can copy, modify, distribute and perform the work, even for commercial
purposes, without asking permission.

Wellcome Collection

183 Euston Road

London NW1 2BE UK

T +44 (0)20 7611 8722

E library@wellcomecollection.org
https://wellcomecollection.org



http://creativecommons.org/publicdomain/mark/1.0/

ADG




22101264298










)

Waissenschaftund Hypothese

Sammlung von Einzeldarstellungen
aus dem Gesamtgebiete der Wissenschaften mit
besonderer Berlicksichtigung ihrer Grundlagen und
Methoden, ihrer Endziele und Anwendungen

I. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von Henri
Poincaré - Paris. Deutsch von F., und L. Lindemann-
Miinchen, 3. Aufl. 1914. Geb. 4 4.80.

Dies Buch behandelt in den Hauptstiicken: Zahl und GriéBe, Raum,
Kraft, Natur, Mathematik, Geometrie, Mechanik und einige Kapitel
der Physik. Zahlreiche Anmerkungen des Herausgebers kommen dem
allgemeinen Verstindnis noch mehr entgegen und geben dem Leser
wertvolle literarische Angaben zu weiterem Studium. Die dritte Auflage
ist durch einige Bemerkungen des Verfassers iiber die nichtarchimedische
Geometrie und iiber die neueren elektrodynamischen Theorien erweitert.

II. Band: Der Wert der Wissenschaft. Von Henri
Poincaré-Paris. Deutsch von E. und H. Weber-Stralburg.
Mit einem Bildnis des Verfassers. 2. Aufl. 1910. Geb. 4 3.60.

Der geistvolle Verfasser gibt einen Uberblick iiber den heutigen
Standpunkt der Wissenschaft und iiber ihre allmihliche Entwicklung, wie
sie sowohl bis jetzt vor sich gegangen ist, als wie er sich ihre zokiinftigen
Fortschritte denkt. Das Werk ist fiir den Gelehrten zweifelloavon gribtem
Interesse; durch seine zahlreichen Beispiele und Erliuterungen wird es
aber auch jedem modernen Gebildeten zugiinglich gemacht.

III. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine
Abhandlung iiber die Grundlagen der Philosophie. Von G. F,
Lipps-Leipzig. 1907. Geb., M §5.—

Der Verfasser zeigt, dal erst durch die Widerspriiche, die mit dem
naiven, zur Mythenbildung filhrenden Verhalten unvermeidlich wver-
kniipft zsind, der Mensch auf die Tatsache aufmerksam wird, dal szein
Denken die Quelle der Erkenntnis ist — er wird kritisch und gelangt
zu der kritischen Welthetrachtung, Die Entwicklung der kritischen
Weltbetrachtung stellt die Geschichte der Philosophie dar.

IV.Band: Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-
kritische Darstellung ihrer Entwicklung. VonR.Bonola-Bologna.
Deutsch von H. Liebmann-Miinchen. 1908. Geb. 4 5.—

Will in miiglichst elementar gehaltener Darstellung Ziele und
Methoden der nichteuklidischen Geometrie auch denen verstiindlich
machen, die mit nur elementaren mathematischen Vorkenntnissen

& ausgestattet sind. J
. _,/_J

Wissenschaft und Hypothese, XXIL 15.
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;F V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Ers::he;\

nungen im Sonnensystem. VonG.H.Darwin-Cambridge.
Deutsch von A. Pockels-Braunschweig,. 2. Aufl. Mit einem
Einfihrungswort von G. v. Neumayer und 52 Illustrationen,

1911. Geb. 4 8, —

Nach einer Ubersicht iiber die Erscheinungen der Ebbe und Flut,
der Seeschwankungen, der besonderen Flutphiinomene sowie der Be-
obachtungsmethoden werden in sehr anschaulicher, durch Figuren er-
liuterter Weise die fluterzeugenden Krifte, die Theorien der Gezeiten
sowie die Herstellung von Gezeitentafeln erklirt. Die folgenden Kapitel
sind geophysikalischen und astronomischen Fragen, die mit der Einwir-
kung der Gezeitenkriifte auf die Weltkirper zusammenhingen, gewidmet,

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie.
Von Max Planck-Berlin. 3. Auflage. 1913. Geb. &£ 6.—

Behandelt die historische Entwicklung des Prinzips von seinen Ur-
anfingen bis zu seiner allgemeinen Durchfiihrung in den Arbeiten von
Mayer, Joule, Helmholtz, Clausius, Thomson; die allgemeine Definition des
Energiebegriffs, die Formulierung des FErhaltungsprinzips nebst einer
Ubersicht und Kritik iiber die versnchten Beweise.

VIL. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D.
Hilbert-Gottingen. 4. Auflage. 1913, Geb. # 6. —

Ein Versuch, fiir die Geometrie ein vollstindiges und méglichst
einfachesSystem von Axiomen aufzustellen und aus denselben die wich-
tigsten geometrischen S..tze in der Weize abzuleiten, daB dabei die Be-
deutung der verschiedenen Axiomgruppen und die Tragweite der aus den
einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen miiglichst klar zutapge tritt

VIIL Band: Geschichte der Psychologie. Von O.
Klemm-Leipzig. 1911. Geb. M 8. —

In der gegenwiirtigen Zeit, wo die Psychologie als eine selbstiindige
Erfabrungswissenschaft auftritt, diirfte ein geschichtlicher Ausweiz ge-
eignet sein, zahlreichen MiBverstindnissen vorzubeugen. Dal dabei die
Grenzfragen der Psychologie stirker in den Vordergrund treten, wird
um so weniger als Fehler empfunden werden kinnen, da sich ja nach
einem Ausspruch Poincarés das Wachstum einer Wissenschaft gerade
auf ihren Grenzgebicten wveollzieht

IX. Band: Erkenntnistheoretische Grundziige der
Naturwissenschaften und ihre Beziehungen zum

Geistesleben der Gegenwart. Von P. Volkmann-
Konigsberg i. P. 2. Auflage, 1910, Geb. /& 6. —

Die sichtliche Zunahme der erkenntnistheoretischen Interessen auf
allen Gebieten der Naturwissenschaften veranlaBt den Verfasser, seine
spiteren erkenntnistheoretischen Untersuchungen in die Grundziige ein-
zuarbeiten und damit eine weitere Idurcharbeitung des gesamten fiir ihn
in Betracht kommenden Gegenstandes zu versuchen.

X.Band: Wissenschaft und Religion in der Philo-

sophie unserer Zeit. Von E. Boutroux-Paris. Deutsch

von E, Weber-Stralburg i. E. 1910. Geb. 4 6. —

Boutroux zeigt uns in klarer und anschaulicher Weise die Ideen einiger
der grilten Denker iiber die Bezichungen zwischen Wissenschaft und
Religion. Er iibt aber auch strenge Kritik und verhehlt uns nicht alle
die Schwierighkeiten und Einwendungen, die sich gegen jedes dieser J

Systeme erheben lassen.
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; XI.Band:Probleme d. Wissenschaft. VonF.Enriques- ;

Bologna, Deutsch von K, Grelling-Miinchen. 2 Teile. 19I10. |

L Teil: Wirklichkeit und Logik. Geb. ./ 4.—
I[I. — Die Grundbegriffe der Wissenschaft. Geb. J# 5.—

Der Verfasser entwickelt durch eine Analyse der Fragen der Logik
und Psychologie eine neue Theorie der Erkenntnis, dabei die verschie-
denen Zweige der Wissenschaft, von der Mathematik bis zur Biologie,
Wirtschaftslehre und Geschichte, beriihrend,

XII. Band: Die log, Grundlagen d. exakten Wissen-
schaften. Von P.Natorp-Marburg. 1910. Geb. A4 6.60.

Das Buch, das gleichsam eine nach modernen Begriffen reformierte
wKritik der reinen Vernunft” darstellt, versucht eine in den Hauptziigen
vollstiindige, geschlossene Philosophie der exakten Wissenschaften zu
bieten, wobei ein strenger Systemzusammenhang angestrebt ist.

XIII. Band: Pflanzengeographische Wandlungen
der deutschen Landschaft. Von H. Hausrath-Karls-
ruhe. 1911. Geb. M 5.—

Das Aussehen der deutschen Landschaft hat im Laufe der Zeiten
grobe Anderungen zum Teil unter dem Einflub des Menschen erfahren.
Ebenfalls bildet die kiinftige Gestaltung dieser Verhiiltnisse, die zweck-
mibige Verteilung von Wald und Feld, die Nutzbarmachung der Heiden
und Moore eine viel eriérterte Frage. Ausgehend von den natiirlichen
Bedingungen der Vegetationsformen sucht der Verfasser diese Fragen
aufzukliren, indem er vom Ende der Eiszeiten an dem Wechsel in der
Verteilung und in dem Zustand von Wald, Feld, Wiese und Moor nach-
geht und seine wahrscheinlichen Griinde feststellt.

XIV. Band: Das Weltproblem vom Standpunkte des
relativistischen Positivismus aus. Historisch-kritisch
dargestellt von J. Petzoldt-Charlottenburg. 2., vermehrte Aufl,
1912, Geb. M 3.—

Vom Standpunkte des relativistischen Positivismus sucht
der Verfasser auf neuen Wegen und zum Teil mit neuen Hilfsmitteln die
Geschichte der Philosophie als eine sinnvolle Geschichte eines vor-
wissenschaftlichen, ursprilnglich unvermeidlich gewesenen Irrtums des
menschlichen Denkpns verstindlich zu machen. Auf Grund der von
Schuppe, Mach und Avenarius vertretenen Anschanungen wird dieser
Irrtum Schritt fiir Schritt verfolgt und endlich vollstindig aufgelést,

XV. Band: Wissenschaft und Wirklichkeit. Von M.
Frischeisen-Kohler-Berlin. 1912, Geb. 4 8.—

Das Buch, das aus umfassenderen Studien iiber die philosophischen
Grundlagen der Natur- und Geisteswissenschaften hervorgegangen ist,
gibt eine neue Grundlage des kritischen Realismus. Es zerfillt in zwei
Teile. Der erste begriindet in Auseinandersetzung mit dem transzen-
dentalen Idealismus, insbesondere in seiner Durchbildung durch die
Marburger Schule einerseits, die Freiburger Schule andererseits, das
Recht, iiber die immanente Erkenntnisanalyse hinaus fiir die Neube-
stimmung des Begriffes von Wirklichkeit auf Erlebnisgrundlagen und
hier vor allem auf unsere Willenserfahrungen zuriickzugehen, Der zweite
Teil entwickelt dann den so ableitbaren Begriff des Wirklichen und
verfolgt, wie in den Erfahrungswissenschaften sich fiir uns der ﬁuf’hauj

einer Wirklichkeit als Natur und Geschichte vollzieht,
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XVI. Band: Das Wissen der Gegenwart in Mathe-

matik und Naturwissenschaft. Von E. Picard-Paris.
Deutsch von F.u.L.Lindemann-Miinchen. 1913. Geb. . 6.—

_Der Verfasser hat versucht, in diesem Buche eine zusammenfassende
Ubersicht iiber den Stand unseres Wissens in Mathematik, Physik und
Waturwissenschaften in den ersten Jahren des zo. Jahrhunderts zu geben.
Man findet die verschiedenen Gesichtspunkte, unter denen man heute den
Begriff der wissenschaftlichen Erklirung betrachtet, ebenso wie die Rolle,
die hierbei die Theoriea bilden, eingehend erdrtert.

XVII. Band: Wissenschaft und Methode. Von
H. Poincaré-Paris. Deutsch von F. und L. Lindemann-
Miinchen., 1914. Geb. # §.—

Eine summarische und getreue Darstellung des gegenwirtigen Zu-
standes der Wissenschaften, ihrer Methoden und Tendenzen, der
einige historische Bemerkungen vorangehen, lilt vielleicht besser als
abstrakte Abhandlungen verstehen, was die Gelehrten suchen, welche

Vorstellung man sich von der Wissenschaft machen soll, und was man
fiiglich von ihr erwarten darf,

XVIIL Band: Probleme der Sozialphilosophie. Von
R. Michels-Basel. 1914. Geb. £ 4.80.

Bezweckt eine eindringliche Untersuchung der im Mittelpunkt der
soziologischen Forschung stehendea Probleme, wies: Cooperation,
Solidaritit, Kastenbildung. Der Verfasser bietet allenthalben nicht
so sehr Lilsungen als vielmehr newe Gesichtspunkte fiir die behandelten
Probleme.

XIX.Band: Ethik als Kritik der Weltgeschichte.
Von A. Gorland-Hamburg. 1914. Geb. M 7.—

Dieses Buch ist keine systematisierte Tugendlehre, sondern es baut
onmittelbar auf den praktischen Konsequenzen auf, die sich aus der
Kritik der Weltgeschichte und des gesellschaftlichen Lebens der
Gegenwart ergeben. FEine starke unmittelbare Einwirkung aof die
Gestaltung aller praktischen Lebensprobleme der Gegenwart wird ihm
darum gesichert sein.

XX /XXI. Band: Grundlagen der Psychologie. Von
Th. Ziehen-Wiesbaden. 1915. Geh. je # 4.40, geb. je M 5.—

Verf. behandelt im 1. Teil die erkenntnistheoretischen Grundlagen der
Psychologie, insbesondere also das Problem der Abgrenzung des Psy-
chischen vom Materiellen und der Zusammenfassung des Psychischen im
Begriff des Ichs oder der Seele (im Sinn des Subjekts)., Im 2. Teil werden
die psychischen Grundbegriffe dargestellt. Vor allem sei hier auf die vom
Verfasser neu entwickelten Theorien der Introspektion, der Begriffs-
bildung, der Gefiihle und Affekte und der Willensvorgiinge hingewiesen.

In Vorbereitung befinden sich:

Die Erde als Wohnsitz des Men- | Die moderne Eiweillchemie,
schen. Von K. Dove. ihre Errungenschaften und Ziele.
5 Von P.Pfeiffer.
1 e des ;
P?g ;ﬁ?:dg:r Trz ZPR? I_cf %1“ S Anthropologie u. Rassenkunde.
1 Von O, S5chlaginhaunfen,

Vererbungslehre. Von Meteorologische Zeit- u. Streit-
W.Johannsen. fragen. Von R. Siiring.
Kolloidale Metalle, Von V. Kohl- | Deszendenzlebre. Von
schiitter. 8. Tschulok.
Die Sammlung wird fortgesetzt. J|
A
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Vorwort.

Der Geist des Werkes des allzufriih verstorbenen Verfassers
R.Bonola (f 16. Mai 1911) ist erhalten geblieben, die Fassung
und Anordnung wurde zum Teil unter Beriicksichtigung der
Anregungen der Kritik umgestaltet, wobei das Ziel war, die
Durchdringung von historischer und systematischer Darstellung
" noch inniger zu gestalten, eine Kunst, fiir die die Vorlesungen
von Felix Klein ein kiirzlich von A. VobB treffend charakte-
risiertes und von der modernen Mathematik allgemein aner-
kanntes Vorbild abgeben.

In diesem Sinne werden die Freunde der nichteuklidischen
Geometrie auch den neuen funktionentheoretischen Anhang,
den Herr L. Schlesinger zu verfassen die Giite hatte, als
dringend erwiinschten Zuwachs betrachten.

Im tibrigen sei an dieser Stelle noch besonders auf die
umfassende ,,Bibliography of non-euclidean geometry* von
M. Sommerville (London 1911) und den S. 87 angefiihrten
Artikel von M. Zacharias hingewiesen,

Heinrich Liebmann.
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Erstes Kapitel.
Die Beweise des V. euklidischen Postulats.

Das Postulat der Parallelen bei den
griechischen Geometern.

§ 1. Euklid [um 300 v. Chr.| nennt zwei in einer Ebene ge-
legene Gerade Parallele, wenn sie, verlingert, einander nicht
treffen [Def. XXIII]* Er beweist [Prop. XXVII, XXVIII], daB
zwei Gerade, die mit einer ihrer Transversalen gleiche innere
Wechselwinkel oder gleiche korrespondierende Winkel oder auf
derselben Seite innere Winkel bilden, die einander zu zwei
Rechten ergianzen, parallel sind. Um dann die Umkehrungen
dieser Satze zu beweisen, bedient sich Euklid des folgenden
Postulats [V]:

Wenn eine Gerade zwei Gerade trifft und mit ihnen
auf derselben Seiteinnere Winkel bildet, deren Sum-
me kleiner ist als zwei Rechte, so treffen sich die
beiden Geraden, wenn man sie auf dieser Seite ver-
langert.

Die euklidische Parallelentheorie wird dann vervollstindigt
durch die folgenden Lehrsitze:

Gerade Linien, die zu ein und derselben Geraden parallel
sind, sind untereinander parallel [Prop. XXX].

Durch einen gegebenen Punkt kann man eine einzige Gerade
ziehen, die zu einer gegebenen Geraden parallel ist [Prop. XXXI],

Geradenabschnitte, die zwischen gleichen und parallelen Ge-
radenabschnitten liegen, sind gleich und parallel | Prop. XXXIII].

! Bei Angaben des euklidischen Textes werden wir uns immer an
die kritische Ausgabe von J.L.Heiberg (Leipzig 1883, Teubner) halten.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. z. Aufl, I



2 1. Die Beweize des V. enklidischen Postulats

Aus dem letzten Satz wird die Aquidistanz von zwei Par-
allelen abgeleitet. Zu den wichtigsten Folgerungen aus dieser
Theorie gehort der bekannte Lehrsatz von der Winkelsumme
im Dreieck und die Eigenschaften der dhnlichen Figuren.

§ 2. Schon die iltesten Erklirer des euklidischen Textes
meinten, daB das V. Postulat nicht hinreichend selbstverstind-
lich sei, um es ohne Beweis hinzunehmen, weshalb sie ver-
suchten, es als Folgerung aus anderen Sitzen abzuleiten,

Proclus [410—485] iberliefert uns in seiner Erkliarung
zum ersten Buch Euklids® wertvolle Nachrichten iber die
ersten in dieser Hinsicht gemachten Versuche. Er berichtet
z. B.,, daB Posidonius [im I. Jabrh. v. Chr.| vorgeschlagen
hatte, zwei Gerade in einer Ebene parallel zu nennen, wenn
sie gleichen Abstand haben. Diese Definition und die von
Euklid entsprechen also zwei Tatsachen, die sich getrennt
vorfinden konnen, und Proclus [S, 177] fiihrt, wobei er auf
eine Abhandlung von Geminos [1. Jahrh. v, Chr.] verweist, in
dieser Beziehung die Beispiele der Hyperbel und der Con-
choide an und ihr Verhalten in bezug auf die entsprechenden
Asymptoten, um zu zeigen, dafl Linien im euklidischen Sinne
parallel sein kénnen, d. h., daB diese Linien ins Unendliche
verlangert, einander nicht treffen, und trotzdem nicht parallel
im Sinne von Posidonius, d. h. nicht dquidistant sind.

Diese Tatsache wird von Geminus — immer nach Angabe
des Proclug — als die widersinnigste [wapadoZotatov| der
ganzen Geometrie bezeichnet.

Weiter lebnt Proclus [S. 364] ab, es unter die Forderungen
zu rechnen; er erwihnt zur Unterstiitzung dieser seiner Ansicht
die Tatsache, daf seine Umkehrung {,,l}ie Summe zweier
Winkel eines Dreiecks ist kleiner als zwei Rechte*]
ein von Euklid bewiesener Lehrsatz ist [Prop. XVII], und es

1 Den Text des Proclus entnehmen wir aus G. Friedleins Aus-
gabe: Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum Commen-
tarii. Leipzig 1873, Teubner,



Bericht des Proclus 3

schien ihm unmoglich, daB ein Satz, dessen Umkehrung be-
weisbar ist, seinerseits unbeweisbar sein sollte.

Er warnt auch vor miBbranchlichen Berufungen auf die Selbst-
verstindlichkeit und besteht auf der Méaglichkeit, dafl es asym-
ptotische Gerade geben kann [p. 191—192].

Ptolemaus [IL Jahrh. n. Chr.], immer nach Angabe des
Proclus [p. 362—365], suchte die Frage mit folgender selt-
samen Erwagung zu losen.

Seien (Fig. 1) AR, CD zwei Parallelen, /'G eine Transver-
sale, @ und B die beiden inneren Winkel zur Linken von #'G
und o und B’ die beiden inne-
ren Winkel zur Rechten. Dies /
festgesetzt, wird die Summe o +p A 14
entweder groBeroder kleineroder ‘/ .
gleich zwei Rechten sein. Man

c FA' D
/6

B

wZibt zu*, dafi, wenn fiir ein
Paar von Parallelen z. B. der

erste Fall /
[@¢ + B > 2 Rechte]

gilt, er gleichfalls eintritt fir jedes andere Paar. Da weiter die
Geraden /B, G0 einander parallel sind, weil die Geraden
4, G C parallel sind, so folgt aus:

o+ B> 2 Rechte: a’"4 B> 2 Rechte.

Es wiirde folgen o 4+ B + of 4 B’ > 4 Rechte, was offenbar wider-
sinnig ist. Demnach kann nicht ¢ 4+ B > 2 Rechte sein. In
derselben Art beweist man, daB nicht

a+ B < 2 Rechte

sein kann, also muB o+ B = 2 Rechte sein (Proclus p. 3635).
Aus diesem Ergebnis entnimmt man leicht das euklidische
Postulat.
§ 3. Nachdem Proclus [p. 371] die Betrachtung des Ptole-

maus beurteilt bat, sucht er dasselbe Ziel auf anderem Wege
I*

Fig. 1.
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zu erreichen. Der Beweis des Proclus beruht auf folgendem
Satz, den er als selbstverstindlich annimmt. Der Abstand
zwischen zwei auf zwei einander schneidenden Ge-
raden gelegenen Punkten kann beliebig grofl gemacht
wercden, wenn man die beiden Geraden hinreichend
verlingert.! Hieraus leitet er den Hilfssatz ab:

Eine Gerade, die eine von zwei Parallelen trifft,
trifft notwendig auch die andere,

Proclus schlieBt so: Seien (Fig. 2) 48, CD zwei Parallele
und £ eine Transversale, die in # die erste trifft. Der Ab-
stand eines verinderlichen Punktes auf dem Strahl 7/ & von der
Geraden 4 B wichst iiber alle Grenzen, wenn der Punkt sich
E\\\__’_F unbegrenzt von /" entfernt;
A B und da der Abstand

—&h\_'—n

G von zwei Parallelen
endlich ist, so wird die
c £ Gerade ZG die Gerade CD
e notwendig treffen miissen.

Proclus fiihrte also die Annahme ein, dafl der Abstand von
zwei Parallelen endlich bleibt, eine Annahme, aus der logisch
die des Euklid folgt. :

§ 4. DaB das Postulat des Euklid Gegenstand von Dis-
kussionen und Untersuchungen bei den Griechen war, ergibt
sich auch aus der folgenden widersinnigen Betrachtung, mit der
man, nach Angabe des Proclus [p. 369], zu beweisen vorgab,
daB zwei von einer dritten geschnittene Gerade sich nicht treffen,
auch wenn die Summe der inneren Winkel auf derselben Seite
kleiner ist als zwei rechte Winkel.

Sei (Fig. 3) 4 C eine Transversale der beiden Geraden 425,
CD und £ der Mittelpunkt von 4 C. Auf derjenigen Seite von

! Dieser als selbstverstindlich angenommene Satz wird von Proclus
mit der Autoritit des Aristoteles gestiitzt. Vgl. De Coelo, I, 5. Ein
strenger Beweis des genannten Satzes wurde vom Pater G, Saccheri
gegeben. Vgl. Kap. 11, § 11,
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AC, wo die Summe der inneren Winkel kleiner ist als zwei
Rechte, werden auf 45 und CD die Abschnitte 4/ und CG
gleich 4 £/ abgetragen. Die beiden Geraden 4.2 und C2 kénnen
sich nicht treffen zwischen den Punkten A/ und C'G, weil im
Dreieck jede Seite kleiner ist als die Summe der beiden anderen.

Nachdem man dann die Punkte /7, ¢ verbunden hat, wieder-
hole man von /' an die vorhergehende Konstruktion, d. h. man
bestimme auf 4.5 und CZ) die beiden Abschnitte /K und G Z,
beide gleich der Hilfte von #'G.

Die beiden Geraden A7, CD F
werden sich nicht zwischen den
Punkten 7, £ und G, L treffen
konnen. Und da dieses Ver-
fahren unbeschrinkt wiederholt D
werden kann, wollte man schlie- G L

Ben, daf die beiden Geraden
AZB, CD sich niemals treffen.

Der Grundfehler der Betrach-
tung beruht auf dem Gebrauch des Unendlichen, da doch die
Abschnitte 4#, # K durch fortwihrende Abnahme nach Null
streben konnten, wihrend ihre Summe endlich ist. Der Er-
finder dieses Widerspruchs hat von demselben Grundsatz Ge-
brauch gemacht, mit dem Zeno [495—435 v. Chr.] zu be-
weisen behauptete, daB Achilles die Schildkrote nicht er-
reichen wiirde, auch wenn er sich mit doppelt so groBer Ge-
schwindigkeit als sie bewegte.

Dies ist unter anderer Form Proclus bekannt [p. 369—370],
wenn er namlich sagt, dal so nur bewiesen wird, dal man mit
dem angegebenen Verfahren den Schnittpunkt nicht erreichen
[bestimmen: épiZewv| kann, nicht, daB er nicht vorhanden ist.

Proclus bemerkt iiberdies, daB, ,,da die Summe von zwei
Winkeln im Dreieck kleiner ist als zwei Rechte [Euklid. XVII],
es Gerade gibt, die von einer dritten geschnitten sich auf der
Seite treffen, wo.die Summe der inneren Winkel kleiner ist als

K

E H

Fig. 3.
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zwei Rechte; man kann also dem, der behauptet, daf fiir jedén
Unterschied zwischen genannter Summe und zwei Rechten Win-
keln die beiden Geraden sich nicht treffen, antworten, dall bei
kieineren Unterschieden die Geraden sich treffen*,

»Aber wenn es fiir irgendwelche Paare von Geraden, die
mit einer dritten auf derselben Seite innere Winkel bilden,
deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, einen Schnittpunkt
gibt, so mufl noch nachgesehen werden, ob dies fiir alle Paare
eintritt, Alsdann kdénne man feststellen, daB es einen
bestimmten Unterschied [von zwei rechten Winkeln| gibt,
fiir den sie [die Geraden] sich nicht treffen, wiahrend
sich dagegen alle andern treffen, fiir die dieser Un-
terschied grofler sei* [Proclus, p. 371]. Aus dem Folgen-
den wird sich ergeben, daB die hier von Proclus aufgeworfene
Frage nur in dem Fall berechtigt ist, wo der Abschnitt 4 C der
Transversale unverindert bleibt [Fig. 3], wihrend die beiden
Geraden des Paares bei der Drehung um die Punkte 4 und C
ihren Winkelunterschied dndern.

) 5. Ein anderer sehr alter Beweis des V. Postulats, der
im arabischen Kommentar des Al-Nirizi®! [IX. Jahrh.] wieder-
gegeben ist, und zu uns auch durch die lateinische Ubersetzung
des Gherardo da Cremona?® [XII. Jahrh,] gelangt ist, wird
Aganis® zugeschrieben.

Der Teil dieses Kommentars, der sich auf die Definitionen,
Postulate und Axiome bezieht, enthilt hiufige Verweise anf den

! Cf. R. O. Besthorn u. J. L. Heiberg, Codex Leidensis 399, I.
Euclidis Elementa ex interpretatione Al-Hadschdschadsch cum commen-
tariis Al-Narizii. Copenhague 1893—¢g7, F. Hegel.

* Cf. M. Curtze, Anaritii in decem libros priores Elementorum
Euclidis Commentarii. Ex interpretatione Gherardi Cremonensis in co-
dice Cracoviensi 569 servata. Leipzig 1899, Teubner.

® Aganis wird von Curtze und Heiberg mit Geminus identifi-
ziert, P. Tannery dagegen verwirft diese Identifizierung. Cf. Tannery,
Le philosophe Aganis est-il identique a Germinus? Bibliotheca Math.
(3), t. 2, p. 9—11 (190I1).
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Namen Sambelichius, der leicht zu identifizieren ist mit
Simplicius, dem beriihmten Erklarer des Aristoteles, der
im VI. Jahrhundert lebte. Simplicius habe also eine Ein-
fiihrung geschrieben zum I. Buch des Euklid, worin er Ge-
danken aussprach dhnlich denen des Geminus und Posido-
nius, indem er behauptete, dafi das V. Postulat nicht selbst-
verstindlich ist, und den Beweis seines Genossen Aganis
wiedergab.

Dieser Beweis wird gegriindet auf die Annahme, dafl es dqui-
distante Gerade gibt, Gerade, die Aganis wie schon Posido -
nius Parallele nennt. Aus dieser Annahme leitet er ab, daB
der kleinste Abstand von zwei Parallelen eine Strecke senkrecht
zu beiden Geraden ist; daB zwei Gerade, die zu einer dritten
senkrecht sind, untereinander parallel sind; daB zwei Parallele,
die von einer dritten geschnitten werden, auf derselben Seite
innere Winkel bilden, welche sich zu zwei Rechten erginzen
und umgekehrt.

Diese Sitze sind so einfach abzuleiten, daB wir iiber die Be-
weise des Aganis nicht zu berichten brauchen. Nachdem wir
erwihnt haben, dafl aus ihnen die Sitze XXX und XXXIII bei
Euklid folgen [cf. p. 1], wollen wir angeben, wie Aganis den
Schnittpunkt von zwei nicht dquidistanten Geraden konstruiert.

Seien (Fig. 4) AB, GD zwei Gerade, die von der Trans-
versale £ Z geschnitten werden, sodal die Summe der inneren
Winkel AEZ und £Z0D kleiner ist als zwei Rechte. Ohne
irgend etwas von der Allgemeinheit der Figur aufzuheben, kann
man voraussetzen, dal <Z 4 £Z ein Rechter ist.

Man nehme dann auf Z20 einen willkiirlichen Punkt 7" an,
von dem aus man 7L senkrecht zu ZZ zieht; dann teile man,
durch den Punkt 7, den Abschnitt £Z in zwei gleiche Teile,
sodann, durch den Punkt 47, den Abschnitt 2Z in zwei gleiche
Teile usw., bis einer der Mittelpunkte 2, ... auf den Ab-
schnitt L Z fillt. Wenn dies z. B. der Punkt J ist, so ziehe
man in M die Gerade senkrecht zu £7, die ZD in N treffen
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wird. Man konstruiere schlieBlich auf Z72 den Abschnitt ZC,
der von Z/V das gleiche Vielfache ist, wie ZZ von ZM. In
unserem Fall ist ZC =4 - ZN. Der so erhaltene Punkt C
ist der Schnittpunkt der beiden Geraden 457 und GD.

Um das zu zeigen, miifite man beweisen, daf die aufein-
anderfolgenden gleichen Abschnitte ZN, VS ... der Geraden
ZD gleiche Projektionen auf ZZ haben. Wir werden nicht bei
diesem Umstand verweilen, weil wir darauf spater zuriickkommen
miissen [p. 11]. Ubrigens wird der Beweis durch die Figur des
Aganis selbst nahe gelegt.

G ot 1
A D
R H
S P
JN
B Fiag] T | i/
R G
Fig. 4.

Enthiillen wir das Charakteristische der vorhergehenden Kon-
struktion: sie beruht (implizite) auf dem Gebrauch des soge-
nannten Archimedischen Postulates, das notwendig ist
zur Bestimmung des Segments 477, eines Bruchteils von #Z,
der zugleich kleiner ist als L Z

Das Parallelenpostulat bei den Arabern.

§ 6. Die Araber, die Nachfolger der Griechen in der mathe-
matischen Vorherrschaft, beschiftigten sich wie diese mit dem
V. Postulat. Einige aber iibernahmen ohne weiteres die Ge-
danken und die Beweise ihrer Meister, wie z. B. Al-Nirizi
[IX. Jahrh.], dessen Erklarung zu den Definitionen, Postulaten
und Axiomen des I. Buches der Einfihrung zu den , Ele-



Nasir- Eddins Beweis g

menten* nachgebildet ist, die wir Simplicius verdanken
und dessen Beweis der V. Euklidischen Annahme der
oben [§ 5] erwdhnte des Aganis ist.

Andere trugen ihren personlichen Anteil bei zu der Frage.
Nasir-Eddin [1201—1274] 2. B. bewies zwar das V. Po-
stulat, indem er das von Aganis befolgte Kriterinm beniitzt,
verdient aber doch erwidhnt zu werden wegen der originellen
Fassung, dafi er ausdriicklich den Lehrsatz iiber die Summe
der Winkel eines Dreiecks vorausschickt, und wegen der er-
schopfenden Form seiner Beweisfiihrung.!

Folgendes ist der Hauptteil der Annahme, die er macht:
Wenn von zwei Geraden » und s die eine senkrecht,
die andere schriag steht zur Strecke 427, so sind die
Abschnitte der von s auf r gefillten Lote kleiner als
AB auf der Seite, wo A8 mit s einen spitzen Winkel
bildet, und groBer auf der Seite, wo 45 mit s einen
stumpfen Winkel bildet. Es folgt unmittelbar, dafl, wenn
zwei gleiche Abschnitte 48, A" 8" auf dieselbe Seite fallen und
senkrecht zur Geraden BB’ sind, die Gerade 4.4’ ihrerseits
auf den gegebenen Abschnitten senkrecht stehen wird. Uber-
dies wird man haben: 44" — B 7', will sagen, die Figur A4 B’ B
ist ein Viereck mit rechten Winkeln und gleichen gegeniiber-
liegenden Seiten, d. h. ein Rechteck,

Aus diesem Ergebnis entnimmt Nasir-Eddin leicht, daB
lie Summe der Winkel im Dreieck zwei Rechten gleich ist. Fiir
das rechtwinklige Dreieck ist die Sache offenkundig, da es die
Hilfte eines Rechtecks ist; fiir ein beliebiges Dreieck erhdlt
man das Ergebnis durch Zerlegung des Dreiecks in zwei recht-
winklige Dreiecke.

Dies angenommen zeigen wir hier kurz, wie der arabische
Geometer das euklidische Postulat beweist [vgl. Aganis].

! Vgl Euclidis elementorum libri XII studii Nassiredini. Roma 15904.
Dieses in arabischer Sprache geschriebene Werk wurde nachgedruckt
1657, 1801, Es gibt keine Ubersetzung in eine andere Sprache.
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Seien (Fig. 5) A%, CD zwei Strahlen, der eine schrig, der
andere senkrecht zur Geraden 4 C. Auf A5 nehme man den
Abschnitt A4 an, und von #/ fille man das Lot H/H auf 4AC.
Wenn der Punkt /7 in C fillt oder auf die Seite, welche 4
gegeniiberliegt hinsichtlich C, treffen sich die beiden Strahlen
AB, CD ohne weiteres, Wenn sodann A’ zwischen 4 und C
fallt, ziehe man die Strecke A L senkrecht zu A C'und gleich A /",
B\O Dann wird nach dem oben Gesagten

o sein: HL = AH'. AnschlieBend an AH

M nehme man /A gleich A/ und von X
D : falle man das Lot KA auf 4. Da KK~
groBer als AH’ ist, bilde man L'K
r H [, — //'Hund man verbinde // mit Z'. Da
die beiden Vierecke X" H'HIL', H' AL H
alle’beide Rechtecke sind, so liegen die
drei Punkte I.°, //, L in gerader Linie.
Es folgt: 9C L'H K = g7 AHL und folg-
lich die Gleichheit der beiden Dreiecke AH /1, HIL'K. Da-
her: L'H = H/I und wegen der Eigenschaft der Rechtecke:
KH = H'A. "

Man nehme jetzt A4/ gleich mit und anschliefend an A
und von M fille man MM’ senkrecht auf 4 C. Durch eine def
eben entwickelten gleiche Beweisfiihrung zeigt man:

ME =K H = HA.

Nachdem dies erste Ergebnis erhalten ist, nehme man ein
Vielfaches von AH', das grofer ist als AC (Postulat des
Archimedes). Es sei z. B.

AO = 4 - AH > AC.
Dann konstruiere man auf 4 # die Strecke 4 O = 4 - AH und
von O fille man das Lot auf 4 C. Dieses Lot wird offenbar O O’
sein. Dann wird im rechtwinkligen Dreieck 4 0" O die Gerade
C D, die senkrecht steht auf der Kathete 04, da sie die andere
Kathete nicht treffen kann, notwendig die Hypotenuse O A treffen.

{:.}l-c Hl El HJ ,E.
Fig. s.
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Hierdurch ist erwiesen, daB zwei Gerade 4% und CJD), von
denen die eine senkrecht, die andere schrig steht zur Trans-
versale 4 C, einander treffen. Mit anderen Worten, das eukli-
dische Postulat ist fiir den Fall bewiesen, wo einer der
inneren Winkel ein rechter ist. Nasir- Eddin macht dann Ge-
brauch vom Lehrsatz iiber die Winkelsumme im Dreieck und
fithrt so den allgemeinen Fall auf diesen besonderen zuriick. Wir
wollen die Beweisfiihrung nicht wiedergeben, weil wir im fol-
genden iiber eine gleiche berichten werden miissen.’

Das Parallelenpostulat wihrend der Renaissance und des
achtzehnten Jahrhunderts.

§ 7. Sowohl die ersten Ijbersetzungen der ,,Elemente, die
im XII. und XIII Jahrhundert nach den arabischen Texten ge-
macht sind, als die spiteren, die nach den griechischen Texten
am Ende des XV. und in der ersten Hafte des XVI. zusammen-
gestellt sind, geben im allgemeinen keine kritische Anmerkung
zum V. Postulat, Die Kritik entsteht neu nach 1550; beson-
ders durch AnstoB des Kommentars von Proclus.? Um sie
besser verfolgen zu konnen, fliihren wir kurz die Ansichten der
angesehensten Erklarer im XVI. und XVII. Jahrhundert an.

E. Commandino [1509—1575] fiigtin die euklidische De-
finition der Parallelen ohne Rechtfertigung den Begriff der

I Der Beweis des Nasir-Eddin fir das V. Postulat wird von
dem englischen Geometer J. Wallis ausfithrlich im zweiten Band seiner
Werke wiedergegeben (vgl. die Anmerkung S. 15) und auch von G. Ca-
stillon in einer Schrift, die in den Mém. de I'Académie Royale de
Sciences et Belles-lettres in Berlin T. XVIII, p. 175—183 (1788—1789)
veroffentlicht ist. Auler ibnen erwihnen den Beweis G. S. Kligel
(vgl. die Anm. zu § 18), J. Hoffmann (Kritik der Parallelentheorie, Jena
1807), V. Flauti (Nuova dimostrazione del postulato quinto, Napoli
1818) und andere.

* Der Kommentar des Proclus wurde zum erstenmal in Basel
(1533) im Urtext gedruckt, dann in Padua (1560) in der lateinischen
Bearbeitung von Barozzi.
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Aquidistanz ein; hinsichtlich des V. Postulats gibt er die An-
sicht und den Beweis des Proclus wieder.?

C. Clavio [1537—1612] gibt in seiner lateinischen Uber-
setzung des euklidischen Textes® die Kritik und den Beweis
des Proclus wieder. Er trigt dann einen neuen Beweis der
euklidischen Annahme vor, der sich auf den Lehrsatz stiitzt:
,»,Die Linie gleichen Abstands von einer Geraden ist
eine Gerade®, den er durch analoge Beweisfiihrung zu recht-
fertigen sucht. Der Beweis des Clavius hat viel Beriihrungs-
punkte mit dem des Nasir-Eddin,

P. A. Cataldi [?—1626] ist der erste moderne Geometer,
der eine ausschlieflich der Parallelenfrage gewidmete Arbeit
veroffentlicht hat.® Cataldi geht vom Begriff der dquidistanten
und nichtdquidistanten Geraden aus, aber um die wirkliche
Existenz von dquidistanten Geraden zu beweisen, geht er zuriick
auf die Annahme, ,,daB nicht daquidistante Gerade in
einer Richtung sich ndhern und nach der anderen
auseinandergehen* [vgl. Nasir-Eddin].4

G. A. Borelli [1608-—1679| nimmt bei dem Versuch es zu
rechtfertigen das folgende Axiom an [XIV]: ,,Wenn eine
Strecke seitwirts in derselben Ebeneso eineranderen
Geraden entlang hinbewegt wird, dafl sie diese immer
mit dem einen Endpunkt beriihrt und wihrend ihrer
ganzen Bewegung auf ihr senkrecht steht, so wird ihr
anderer Endpunkt bei ihrer Bewegung eine gerade
Linie beschreiben. : ,

Er beweist in der Folge, daB zwei zu einer dritten senkrechte

! Elementorum libri XV, Pesaro 1572,

* Euclidis elementorum libri XV. Rom 1574.

® Operetta della linee rette equidistanti, et non equidistanti. Bologna
1603.

* Weitere Bemerkungen tber den Gegenstand wurden gemacht von
Cataldi in Aggiunta all’ operetta delle linee rette equidistanti et non
equidistanti. Bologna 1604.
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Gerade aquidistant sind, und erkldart die Parallelen als dqui-
distante Gerade. Es folgt die Theorie der Parallelen.!

§ 8. Giordano Vitale [1633—1711], der wieder ankniipft
an den von Posidonius aufgestellten Begriff der Aquidistanz,
erkennt mit Proclus die Notwendigkeit, zu widerlegen, daB
die Parallelen Euklids ein asymptotisches Verhalten zeigen
konnen. Zu diesem Zweck definiert er als parallel zwei dqui-
distante Gerade, und sucht zu beweisen, daB der Ort der von
einer Geraden équidistanten Punkte eine Gerade ist.?

Der Beweis beruht wesentlich auf diesem Hilfssatz: Wenn
zwischen den auf irgend einer Kurve, deren Hohl-
seite gegen A liegt, angenommenen Punkten 4, C die
Gerade AC gezogen wird, und wenn von den unend-
lich vielen Punkten des Bogens AC Lote auf eine Ge-
rade gefillt werden, so behaupte ich, es sei unmog-
lich, daB diese Lote untereinander gleich sind.

Die ,,eine Gerade*, von der in dem Satz die Rede ist, ist
nicht eine beliebige Gerade der Ebene, sondern eine in fol-
gender Weise konstruierte Gerade G F
(Fig. 6): Vom Punkte 5 des Bo-
gens A C fille man B1) senkrecht

B
auf die Sehne 4 ’; dann errichte '\
man 4G in A ebenfalls senkrecht < A D C
zu A("; endlich nehme man zwei Fig. 6.

gleiche Abschnitte 4G und D& auf den konstruierten Loten
und verbinde die Endpunkte G, /. G Fist die Gerade, welche
Giordano bei seinem Beweis betrachtet; eine Gerade, in be-
zug auf die der Bogen 42 sicher keine aquidistante Linie ist.

Aber wo der Verfasser beweisen will, daf der Ort der von
einer Geraden gleich weit abstehenden Punkte auch eine Ge-
rade ist, wendet er den vorstehenden Hilfssatz auf eine Figur

e e mma——

! Borelli, Euclides restitutus. Pisa 1658,

* Giordano Vitale, Euelide restituto overo gli antichi elementi
geometrici ristaurati, e facilitati, Libri XV, Roma 1680.
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an, in der die Beziehungen nicht verwirklicht sind, die zwischen
dem Bogen A7 C und der Geraden G # bestehen, weshalb die
Folgerungen, die er iiber die Existenz &dquidistanter Geraden
zieht, in der Tat nicht erlaubt sind.

In dieser Hinsicht bildet der Beweis des Giordano keinen
Fortschritt gegen die frilheren; ferner enthdlt er einen sehr be-
kannten Satz, dessen Bedeutung in der Folge zu weiterer Ent-
wicklung gelangen wird.

Es sei (Fig. 7) 48 CD ein Viereck mit den rechten Winkeln
A und 7 und mit den gleichen Seiten 47 und 5 C; es sei iiber-
It gy ¢ dies K ein Lot, das von einem Punkt /7 der
Strecke D) ' auf die Grundlinie 47 des Vier-
ecks gefillt ist. Giordano beweist: 1. DaB
die Winkel D, C gleich sind, 2. dafi, wofern
die Strecke HK der Strecke 4D gleich ist,
S B die zwei Winkel D, C rechte sind und (D

i dquidistant zu A7 ist.

Mit diesem Lehrsatz fiihrt Giordano die Frage der aqui-
distanten Geraden darauf zuriick, die Existenz eines Punktes
H auf D C zu beweisen, dessen Abstand von 45 den beiden
Strecken 40, CFB gleich ist. Dies erscheint uns als eines der
bemerkenswertesten Ergebnisse, das bis zu jenem Zeitpunkt
iiber die Parallelenlehre erhalten worden ist.l

§ 9. J. Wallis[1616—1703 ] gab den Begriff der Aquidistanz
auf, der ohne Erfolg von den vorausgehenden Geometern aus-
gebeutet war, und gab einen neuen Beweis des V, Postulats,
der sich grindet auf den allgemeinen Satz: Zu jeder Figur
gibt es eine dhnliche von willkirlicher GroBe. Hier
geben wir kurz an, wie Wallis verfihrt.?

! Vgl. Bonola, Un teorema di Giordano Vitale da Bitonto sulle
rette equidistanti. Bollettino di Bibliografia et Storia delle Scienze Mat.
(1905). -

* Vgl. Wallis, De Postulato Quinto; et Definitione Quinta, Lib. 6.
Euclidis; disceptatio geometrica; in den Opera Math, t. II. p. 669—678.
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Es seien (Fig. 8) a, 6 zwei Gerade, die in A4 und 5 von der
Transversale ¢ geschnitten werden; a, B seien die inneren Winkel
auf derselben Seite von ¢, wobei a - B kleiner ist als zwei rechte
Winkel. Zieht man durch 4 die Gerade &', sodaB & und 4" mit
¢ gleiche korrespondierende Winkel einschlieBen, so ist klar,
daB ¢’ in den Nebenwinkel von ¢ fallen wird. Verschieben wir
dann die Gerade & stetig, sodaB # die Strecke 45 durch-
lauft und daB der Winkel, den sie
mit ¢ bildet, bestindig gleich g & b ab & &
bleibt, so mufi die Gerade 4, bevor
sie die Endlage 4" erreicht, notwen-
dig e treffen. So wird ein Dreieck
AL, €, bestimmt mit den Winkeln in
A und B, die &ntsprechend gleich o
und B sind. Aber nach Annahme des
Wallis tiber die Existenz dhnlicher
Figuren kann iber A7 als der A5,
entsprechenden Seite ein Dreieck 42 C ahnlich dem Dreieck
A8, C, konstruiert werden, was zeigt, daB die Geraden «, & in
einem Punkt zusammentreffen miissen, nimlich in der dritten
Ecke C des Dreiecks A58 C. Also usw.

Wallis sucht dann seine besondere Ansicht zu rechtfertigen,
indem er bemerkt, dali Euklid, wenn er die Existenz eines
Kreises von gegebenem Mittelpunkt und gegebenem Halbmesser
fordert [IIL. Postulat], in Wirklichkeit das Prinzip der Ahn-
lichkeit fiir die Kreise fordert. Aber so sehr auch die An-
schauung diese Ansicht in giinstigem Sinne unterstiitzt, so bildet

ALY

Fig. 8.

Oxford 1693. Diese Schrift von Wallis enthidlt zwei Vorlesungen, die
er an der Universitit Oxford hielt, die eine 1651, die andere 1663.
Darin wird auch der Beweis des Nasir-Eddin wiedergegeben., Der
Beweis des Wallis wurde ins Deutsche iibersetzt von Engel und
Stdckel in der ,,Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauli*,
S. 21—36. Leipzig 1895, Teubner. Dies Werk wird im folgenden an-
gefithrt als: Th. d. P.
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doch der Begriff der Gestalt einer Figur unabhangig von der
GroBe eine Annahme, die keineswegs selbstverstindlicher ist,
als jenes euklidische Postulat,

Wir erwdahnen noch, daB Wallis einfacher die Existenz von
Dreiecken mit gleichen Winkeln hitte annehmen konnen oder,
wie wir in der Folge sehen werden, von nur zwei verschiedenen
Dreiecken mit entsprechend gleichen Winkeln [vgl. § 13].

§ 10. Die kritische Arbeit der vorhergehenden Geometer ge-
niigt, die geschichtliche Entwicklung unserer Frage im XVI.
und XVIL Jahrhundert ins Licht zu setzen, weshalb wir fiir
tiberfliissig halten, vonandern bedeutendenForschern zu sprechen,
wie z. B. Oliviero di Bury [1604], Luca Valerio [1613],
H. Savile [1621], A. Tacquet [1654], A. Arnauld [1667]
waren.! Wir erachten es vielmehr fiir nétig, einige Worte iiber
die Stelle zu sagen, welche die euklidische Annahme im
geometrischen Organismus bei den verschiedenen Erklarern der
,Elemente einnimmt.

In der lateinischen Ausgabe der ,,Elemente* [1482], die
nach arabischen Texten von Campanus ausgefiihrt wurde
[XIIL. Jahrhundert], wird die fragliche Annahme unter die Po-
stulate eingereiht. Gleiches wire zu sagen von der aus dem
Griechischen ins Lateinische gemachten Ubersetzung von B.
Zamberti |1505], von den Ausgaben von Luca Paciolo
[1509],vonN.Tartaglia[1543],vonF.Commandino[1572],
von A. Borelli [1658].

Dagegen enthilt der erste Druck der ,,Elemente* in griechi-
scher Sprache [Basel 1533] die Annahme unter den Axiomen
[Axiom XI]. In der Folge rechnen sie unter die Axiome
F. Candalla [1556], C. Clavio [1574], Giordano Vitale
[1680] und auch Gregory [1703] in seiner klassischen latei-
nischen Ubersetzung der Werke des Euklid.

! Uber den vorliegenden Gegenstand vgl. man: Riccardi, Saggio
di una bibliografia Euclidea. Mem. di Bologna 1890, serie 5, T. 1,

_ P- 27—34.
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Um zu versuchen, sich Rechenschaft zu geben tber diese
Verschiedenheiten, die mehr als auf die eben genannten Autoren
zuriickgehen auf die von den Griechen iiberlieferten Hand-
schriften, wird es gut sein zu wissen, welche Bedeutung die
letzteren den Wortern ,,Postulat* [aitiuate]| und ,,Axiome
[@ZubpoTa] zuerteilt haben,! Bemerken wir vor allem, daf das
Wort Axiome hier sieht, um das zu bezeichnen, was Euklid
in seinem Text ,,Gemeinbegriffe* nennt [koivai €vvoio].

Bei Proclus sind drei verschiedene Arten der Erklirung
des Unterschieds zwischen Axiomen und Postulaten angegeben.

Die erste Art kniipft an den Unterschied, der zwischen Auf-
gabe und Lehrsatz besteht. Das Postulat unterscheidet sich
vom Axiom wie die Aufgabe sich vom Lehrsatz unter-
scheidet, sagt Proclus. Darunter muf man verstehen, dafl das
Postulat die Moglichkeit einer Konstruktion bejaht.

Die zweite Art besteht in der Aussage, daB das Postulat
ein Satz geometrischen Inhalts ist, wahrend das
Axiom ein Satz zugleich geometrischen und arithme-
tischen Inhalts ist,

Die dritte Art endlich, den Unterschied beider Worte zu
verstehen, die Proclus anfilhrt, wird auf die Autoritit des
Aristoteles [382—322] gestiitzt. Die Worter Axiom und
Postulat erscheinen bei Aristoteles nicht in ausschlieBlich
mathematischem Sinne gebraucht. Axiom ist das, was an
sich selbst wahr ist, kraft der Bedeutung der Worte, die es
enthalt, Postulat ist das, was zwar ohne Axiom zu sein,
im oben erklirten Sinn, doch ohne Beweis gilt.

! Uber das folgende vgl. Proclus, im Kapitel, das die Uberschrift
Petita et axiomata trigt. Neuerdings hat G. Vailati in einem seiner
Vortrige auf dem dritten Mathematikerkongrell (Heidelberg 1904) die
Aufmerksamkeit der Gelehrten wieder auf die Bedeutung dieser Worter
bei den Griechen gelenkt. Vgl.: Intorno al significato della distinzione
tragli assiomi ed i postulati nella geometria greca. Verh. des dritten
Math.-Kongresses, p. 575—581. Leipzig 1905, Teubner,

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl. %
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SolchermaBen wird also das Wort A xiom, wie noch besser
aus einem von Aristoteles gebrachten Beispiel hervorgeht
|zieht man Gleiches von Gleichem ab,so sind dieReste
gleich], in einem Sinn gebraucht, der fast genau dem der Ge-
meinbegriffe des Euklid entspricht, wihrend das Wort Po-
stulat bei Aristoteles eine von den beiden oben angefiihrten
verschiedene Bedeutung hat.!

Je nachdem man nun die eine oder die andere dieser Unter-
scheidungen zwischen den beiden Wértern annimmt, wird ein
bestimmter Satz unter den Postulaten oder unter den Axio-
men eingereiht werden konnen. Nimmt man die erste an, so
wiirden unter den fiinf euklidischen Postulaten nach Proclus
nur die drei ersten diesen Namen verdienen, insofern nur in
ihnen gefordert wird, eine Konstruktion machen zu konnen
[zwei Punkte zu verbinden, eine Gerade zu verlingern, einen
Kreis von willkiirlichem Mittelpunkt und Halbmesser zu be-
schreiben|. Das IV. [die rechten Winkel sind gleich| und das
V. miifiten statt dessen in die Axiome eingereiht werden.

Nimmt man dagegen die zweite oder die dritte Unterscheidung
an, so sind die euklidischen Postulate alle fiinf unter den Postn-
laten aufzuzahlen.

Dadurch ist der Ursprung der Abweichung zwischen den ver-
schiedenen Handschriften leicht erkldrlich. Zur Bekriftigung
dieser Erklirung konnen wir hinzuftigen, in welcher Unsicher-
heit sich die Historiker befinden, wenn sie Euklid die Postu-
late, die Gemeinbegriffe und die Definitionen des ersten

' Vgl Aristoteles, Analytica Posteriora, I, 10, § 8. Wir wollen
diese ein wenig dunkle Stelle, wo der Philosoph vom Postulat spricht,
vollstindig anfithren: “Oocc pév olv dewtd Ovra Aaufdaver aivtoc pf
beifac, TalTa édv uév dokolvta Aeupdvn Td pavBdvovtt OmoTiBeton.
Kol €omiv 0Oy amhdg Umdledig dAhd mpodg éxeivev pdvov. 'Edv d¢ §
unbdeuiag évolong doOEnc N kol évavtiwe évolong Aaupfdvn, T avTd
aiteitar. Kai tovtw dagépa vmileoic xai altmue, &0t 1o eltnuo
T0 Umevavriov Tol povBdvovroc TH do6En.
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Buches zuerteilen. Was die PPostulate anbetrifit, so erheben
sich die stirksten Zweifel gegen die beiden letzten: die An-
wesenheit der ersten drei stimmt hinreichend mit dem ganzen
Plan des Werkes.!

LLiBt man, sclbst gegen die Autoritdit des Geminus und
Proclus, die Annahme zn, daf das 1V, und V., Postulat nicht
von Euklid sind, so muBte doch die duBlerste Strenge der
s,Elemente* die spiteren Geometer dazu fiihren, im SchoB
des Werkes alle ohne Beweis angenommenen Satze zu suchen.
Nun findet sich der, der uns interessiert, in sehr gedrangter
Form ausgesprochen im Beweis des Satzes XXIX. Hieraus
konnte also der Inhalt des V. Postulats entnommen und zu
den Postulaten der Konstruktion oder zu den Axiomen gefiigt
werden, je nach der Meinung des Abschreibers des Werkes
von Euklid.

Sein natiirlicher Platz wire tibrigens, auch nach der Meinung
von Gregory, nach dem Satz XVII, dessen Umkehrung es
ausspricht.

Wir bemerken schliefilich, daB, in welcher Weise man auch
die oben aufgeworfene Wortlrage 16st, die moderne Philosophie
der Mathematik im allgemeinen dazu neigt, den Unterschied
zwischen Postulat und Axiom, wie er bei der zweiten und dritten
oben erwihnten Erklirungsart angestrebt ist, zu unterdriicken,
weil die Ansicht idberwiegt, den Grundsitzen der Geometrie
den Charakter von Annahmen zu geben, welche auf die Grund-
lage der Erfahrung gestiitzt sind, wihrend es iberfliissig er-
scheint, einen Unterschied zu machen zwischen diesen Sitzen
und den Behauptungen, die einfache Folgerungen der gegebenen
Erklarungen sind.

! Vgl. P. Tannery, Sur l'authenticité des axiomes d’Euclide. —
Bull. Sciences Math, (2) t. VIII, p. 162—175 (1884).

(%



Zweites Kapitel.

Die Vorlaufer der nichteuklidischen Geometrie.

Gerolamo Saccheri [1667—1733].

§ 11. Das Werk des Paters Gerolamo Saccheri: Zuclides
ab omni naevo vindicalus: sive conafus geomelricus quo stabiliuntur
prima ipsa universae Geomelriae Principra [Mailand 1733], ist zum
groBten Teil dem Beweis des V. Postulats gewidmet. Der
Leitgedanke der Untersuchungen des Saccheri findet sich in
seiner ,,Logica demonstrativa* [Torino 1697] und besteht vor
allem in einer besonderen SchluBweise, die schon von Euklid
gebraucht wurde [Lib. 1X, Prop. XII], ndmlich, ,,auch unter
der Voraussetzung der Annahme, daB der Satz falsch
ist, den man beweisen will, gelangt man gleichwohl
zu dem SchluB, daB er wahr ist®.!

Diesem Gedanken sich anpassend, nimmt der Verfasser als
gegeben an die ersten 26 Sitze bei Euklid und die Annahme
der Falschheit des V. Postulats, und sucht unter den Folge-
rungen aus dieser Annahme irgendeinen Satz, der ihn berech-
tigt, die Wahrheit des Postulats selbst zu bejahen,

Bevor wir die Arbeit Saccheris erliutern, erinnern wir dar-
an, daB Euklid, um seinen 16. Satz zu beweisen | Der AuBien-
winkel im Dreieck ist groBer als jeder der beiden gegeniiber-
liegenden Innenwinkel], versteckt annimmt, daf die Gerade
unendlich ist, indem seine Beweisfiihrung wesentlich beruht
auf der Existenz einer Strecke, die doppelt so grof ist wie eine
gegebene Strecke.

! Vgl. G. Vailati, Di un’ opera dimenticata del P. Gerolamo Sac-
cherl. Rivista Filosofica 1903,
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&

Uber die Moglichkeit, diese Annahme fallen zu lassen, wer-
den wir in der Folge sprechen: fiir jetzt bemerken wir, daf
Saccheri sie stillschweigend annimmt, denn er macht im Ver-
lauf seines Werkes Gebrauch vom Satz vom Aufienwinkel.

Bemerken wir schlielich, dafl er sich auch auf das Postu-
lat des Archimedes stitzt und auf die Annahme der
Stetigkeit der Geraden?, um auf alle Figuren eines gege-
benen Typus gewisse Sitze auszudehnen, die als richtig nur
fir eine Figur von diesem Typus bewiesen sind.

§ 12. Die Grundfigur des Saccheri ist das zweirecht-
winklige gleichschenklige Viereck, d. h. das Viereck mit
zwei gegeniiberliegenden gleichen auf der Grundlinie senk-
rechten Seiten. Die Eigenschaften dieser Figur leiten sich aus
folgendem leicht zu beweisendem ersten Hilfssatz ab:

Wenn im Viereck 48 CD mit aufeinanderfolgenden
rechteu Winkeln 4, B die Seiten 40D und BC gleich
sind, dann ist auch der Winkel C dem Winkel D gleich
[Satz I] und wenn die Seiten 40 und B Cungleich sind,
so ist von den beiden Winkeln C und D der grofiere
der, welcher der kleineren Seite anliegt :
und umgekehrt. D o o

Es sei jetzt (Fig. 9) ABCD ein zweirechtwink- }

liges [4 = B = 1 Rechter]

und gleichschenkliges [AD = B (] Viereck: bei
der euklidischen Annahme sind auch die Winkel A © B
(', D rechte, so daB durch die Annahme, daB Fig. o

! Diese Hypothese wird von Saccheri in der Form gebraucht: eine
Strecke, die stetig von der Linge a zur Liinge & iibergeht, die von «
verschieden ist, nimmt wihrend der Anderung jede beliebige zwischen
a und & enthaltene Linge an. — Gegen die in neueren Untersuchungen
[M. Dehn, s. § 14] verwendeten Psendogeometrien ohne archimedisches
Postulat hat P. Mansion vom Standpunkt der Anschauung aus Ver-
wahrung eingelegt (Bruxelles 1905, Ann., Soc. scient. 20 A, p. 200),
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diese Winkel alle beide stumpf oder spitz sein kdnnen, das
V. Postulat stillschweigend verneint wird. Saccheri erortert
genau die drei Annahmen hinsichtlich der Winkel C, D, die er
entsprechend benannte: Hypothese des rechten Winkels
[C= D=1 Rechter|, Hypothese des stumpfen Winkels

[C==12>"i Reehict],
Hypothese des spitzen Winkels
. [C=D < 1 Rechter]

Ein erstesbemerkenswertes Ergebnisist dasfolgende: Jenach-
dem im zweirechtwinkligen gleichschenkligen Vier-
eck ARPCD die Hypothese des rechten, die des stum-
pfen oder die des spitzen Winkels verwirklicht ist,
hat man entsprechend A8 =CD, AR > CD, AB < CD
fSatz 111]. In der Tat, bei der Hypothese des rechten Win-
kels wird aus dem vorhergehenden Hilfssatz sofort abgeleitet
AFB = CD. Bei der Hypothese des stumpfen Winkels
teilt das Lot O O auf der Mitte der Strecke 4 # das Haupt-
viereck in zwei gleiche und in @ und O rechtwinklige Vier-
ecke.

Da dann D > 4, so ist nach dem genannten Hilfssatz 4 0
> DO, daher 48 > CD. Bei der Hypothese des spitzen
Winkels dandern diese Ungleichheiten den Sinn, daher 427
< CD. Der bewiesene Lehrsatz wird umgekehrt, indem man
per absurdum schliefit [Satz IV].

Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese des
rechten Winkels richtig ist, so ist sie in jedem andern
Fall richtig [Satz V].

Essei(Fig.10)im zweirechtwinkligen gleichschenkligen Viereck
ABCD die Hypothese des rechten Winkels verwirklicht.
Nimmt man auf 42 und # C die Punkte /7 und X in gleichem
Abstand von 475, so entsteht das Viereck 4 AKX H. Wenn HK
senkrecht ist zu 45 und 5 A, dann ware auch im neuen Vier-
eck die Hyp. d. rechten W, wahr. Sonst nehme man an, es
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sei <C AHK spitz und folglich sein Nebenwinkel <Z DHK
stumpf. Dann wire im Viereck 48 K/, zufolge der Hyp. d.
spitzen W., 48 < HK, wihrend im Viereck HKCD, wegen
der Hyp. d. stumpfen W., /A < D C sein wiirde. Aber diese
beiden Ungleichheiten sind widersprechend, " Q
weil AB = D C ist [Hyp. d. rechten W. u N
in ABCD]. Also kann < AH K nicht spita =

sein; und da man mit derselben Begriin- c
dung beweisen konnte, daBb <Z AH K nicht H K
sturapf sein kann, so schlieft man, dab
auch im Viereck ABKXH die Hyp. d. A Bishie B
rechten W. gilt. '

Auf den Verlingerungen von A0 und Z C nehme man die
Punkte M, IV in gleichem Abstand von der Grundlinie 4.7 an
(Fig. 10). Ich sage, daB auch im Viereck ABZNM die Hyp.
d. rechten W. gilt. In der Tat, wenn A.J/ ein Vielfaches
von AD ist, so ist der Satz unmittelbar klar; sonst nehme man
ein Vielfaches von 4.0, das grofer ist als AW [Post. d. Archi-
medes], und auf den Strahlen 40 ..., BC... die beiden
Abschnitte 47, 5 Q gleich diesem Vielfachen. Nach dem oben
Gesagten gilt im Viereck A8 QP die Hyp. des rechten
W. und folglich gilt dieselbe Hypothese auch im Viereck
ABNM.

Endlich gilt die fragliche Hypothese auch fiir ein Viereck
mit beliebiger Grundlinie, denn man kann in Fig. 10 eine der
auf 425 senkrechten Seiten als Grundlinie annehmen.

Bemerkung. Dieser Lehrsatz von Saccheri ist dem We-
sen nach enthalten in dem auf S. 14 angefiihrten von Gior-
dano Vitale. In der Tat, es ist in Fig. 7 die Hypothese

DAd=HE= CEB
gleich berechtigt mit der andern
De=H=C= 1 Rechter.

Aber aus der ersten folgt die Aquidistanz der beiden Geraden
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DC, AR, also die Giiltigkeit der Hyp. d. rechten W, in
allen zweirechtwinkligen gleichschenkligen Vierecken, deren
Hoéhe gleich der Strecke DA ist. Dieselbe Hypothese gilt dann
auch noch in einem Viereck von beliebiger Hohe, weil man in
ihm die Rollen der beiden Strecken, Grundlinie und Héhe,
vertauschen kann.

Wenn in einem einzigen Falle die Hypothese des
stumpfen Winkels richtig ist, dann ist sie in jedem
andern Fall [Satz VI] richtig.

: Wir betrachten (Fig. 11) unser gewohntes

H‘n 0 CK' Viereck A8CD, indem wir annehmen, daB
die Winkel €, 2 stumpf sind. Nimmt man
H K auf 40 und BC die Punkte H, X in glei-
chem Abstand von 45 an, so bemerkt
man zuerst, daB die Strecke A X nicht senk-
B recht sein kann auf den beiden Seiten AJ),
R, insofern als im Viereck 47 KA und

folglich im Hauptviereck dann die Hyp. d.
rechten W, verwirklicht sein wiirde. Sei nun angenommen, daB
Winkel K/ A spitz ist, dann wiirde, nach der Hyp. d. spitzen
W., HK > AB sein, wahrend, da in 4 8CJD die Hyp. d.
stumpfen W. gilt, 48> CD. Es folgt HK> AB > CD.
Bewegt man jetzt die Gerade /A stetig, so daB sie senk-
recht bleibt zu der Mittellinie O 0" des Grundvierecks, so
wiirde die von den gegeniiberliegenden Seiten 42 und BC
eingeschlossene Strecke AKX, die in der Anfangslage grofier
als AR ist, in der Endlage C.D kleiner als A5 werden. Auf
Grund des Postulats der Stetigkeit wiirde es dann eine mitt-
lere Lage geben A K, fiir die /'K = A B. Folglich wiirde im

Aaae
Fig. 11.

! In der Tat betrachtet Giordano in seinem DBeweis ausdruicklich
die Punkte der Strecke D C, von denen er zeigt, dal sie von der Grund-
linie 458 des Vierecks gleichen Abstand haben. Weiter ist derselbe
Beweis anwendbar auf alle Punkte der Geraden DC. — Vgl. die oben
(S. 14) angefiihrte Note von Bonola. :



Tragweite der Hypothesen 25

Viereck ABK'H’ die Hyp. d. rechten W. gelten [Satz III],
die nach dem vorhergehenden Lehrsatz in A5 C/) nicht die
Hyp. d. stumpfen W. bestehen lieBe. Der Beweis gilt auch
noch, wenn die Strecken A/, BK grofier sind als A7, also ist
es unmoglich, daB der Winkel AHK spitz ist. Also gilt in
ABKH die Hyp. d. stumpfen W. wie in 48CD.

Wir gehen jetzt iiber zum Beweis des Lehrsatzes fiir ein
Viereck mit beliebiger Grundlinie, z. B. mit der Grundlinie # A",

Da (Fig. 12) die Winkel &, A stumpf sind, so wird das Lot
in K auf A5 die Strecke 4/ im Punkte 47 treffen, den stum-
pfen Winkel A X bildend [Satz vom Auflen- g K
winkel]. Dann wird in 48K/ nach dem
ersten Hilfssatz: 47 > A1/, Nimmt man
dann auf 47 die Strecke AN = MWK, so
kann das zweiréchtwinklige gleichschenklige
Viereck ZAV/V konstruiert werden mit dem
stumpfen Winkel /N5, weil er AuBenwinkel i ) B
im Dreieck 4/VA7ist. Dann gilt auch im neuen ity
Viereck die Hypothese des stumpfen Winkels.

Damit ist der Lehrsatz vollstindig bewiesen.

Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese des
spitzen Winkels richtig tst, so ist sie richtig in allen
Fallen. [Satz VIL]

Der Lehrsatz 1aBt sich sofort indirekt beweisen.

§ 13. Aus den letzten Lehrsitzen erhielt Saccheri leicht
eine wichtige Folgerung hinsichtlich der Dreiecke. Je nach-
dem die Hypothese des rechten Winkels, die Hypo-
these des stumpfen Winkels oder die Hypothese des
spitzen Winkels sich in der Wirklichkeit vorfindet,
ist die Winkelsumme im Dreieck entsprechend gleich,
groBer oder kleiner als zwei Rechte, [Satz IX.]

Sei (Fig. 13) ABC ein bei B rechtwinkliges Dreieck. Man
erganze das Viereck, indem man A2 gleich ZC und senkrecht
zu AB zieht und dann /2 mit C verbindet. Bei der Hyp. d.

M
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rechten W. sind die beiden Dreiecke A5 C, ACD gleich, da-
her: <C BAC = < DCA. Es folgt unmittelbar, daB im Drei-

eck ABC: <A+ < B + <97 C= 2 Rechte.
1) C Bei der Hyp. d. stumpfen W, ist, weil
AB > CD": ACE > DACY;

weshalb wir im betrachteten Dreieck haben
werden
A+ << B + << C> 2 Rechte.
o ; B Bei der Hyp. d. spitzen W, folgt, weil
SR AB < DC ist: 3 ACB < ¥~ DAC, daher in
demselben Dreieck:
LA+ <L B+ < C< 2 Rechte.

Der bewiesene Lehrsatz, der leicht auf ein beliebiges Drei-
eck auszudehnen ist durch Zerlegung der Figur in zwei recht-
winklige Dreiecke, wird von Saccheri in Satz XV umgekehrt
mittels eines indirekten Beweisverfahrens,

Eine leichte Folgerung aus diesen Ergebnissen ist der fol-
gende Lehrsatz:

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe der
Winkel gleich, grofier oder kleiner als zwei rechte
Winkel ist, dann ist in jedem andern Dreieck die ge-
nannte Summe entsprechend gleich, gréBer oder klei-
ner als zwei rechte Winkel.

Dieser Satz, den Saccheri nicht ausdriicklich ausspricht,
wurde im Fall der ersten und der dritten Hypothese wieder-
gefunden und bekannt gemacht von Legendre, etwa ein Jahr-
hundert spiater. Man wird ihn daher Lehrsatz von Saccheri
und nicht Lehrsatz von Legendre nennen miissen, wie es ge-
wohnlich geschieht.

' Diese Ungleichheit wird von Saccheri in seinem VIII. Satz be-
wiesen und dient als Hilfssatz zu Satz IX., Wir haben den leichten
Beweis ausgelassen, weil er sich sehr oft in ganz elementaren Texten
findet, vor der Parallelentheorie.
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§ 14. Die vorstehenden Sitze idber das zweirechtwinklige
gleichschenklige Viereck wurden von Saccheri und in der
Folge von andern Geometern bewiesen mit Hilfe des archi-
medischen Postulats und des Prinzips der Stetigkeit.
[Vgl. Satz V und VI.] Herr M, Dehn? hat iibrigens bewiesen,
daB sie davon unabhidngig sind. Wir konnen diesen Umstand
auf elementarem Weg in folgender Weise feststellen.®

Auf der Geraden r (Fig. 14) seien zwei Punkte 7, D fest
angenommen, in ihnen zwei einander gieiche Lote 54, DC
errichtet und sodann die beiden Punkte 4 und ' mittels der

Geraden s verbunden, Die erhaltene Figur, in der man offen-
bar hat < BAC = <3 DCA, ek E c

ist fiir nnsere Betrachtungen s
grundlegend, und an sie
werden wir uns bestindig
halten. Dies festgesetzt seien a

F und £’ zwei Punkte von F'. B F D

s, der erste zwischen 4 und Wi T

C gelegen, der zweite nicht; iiberdies seien # und #” die
FuBipunkte der von £ und £’ auf die Gerade » gefillten Lote.
Dann gelten die folgenden I.ehrsitze:

EF—= AR

1. Wenn oder -, 80 sind die Winkel A AC,
F'F = AR '

DA rechte.
f EF == A5 I

2. Wenn oder , 80 sind die Winkel A2 AC,
E'F < AB

D CA stumpfe.

Vgl. Math. Ann. 53 (1900), S. 405—439: Die Legendreschen
Sitze iber die Winkelsumme im Dreieck.

* Vgl. Bonola, I teoremi del Padre Gerolamo Saccheri sulla somma

degli angoli di un triangolo e le ricerche di M. Dehn. Rend. Istituto
Lombardo, serie II, vol. XXXVIIT (1905).
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EFP< AR I
3. Wenn oder , 80 sind die Winkel BAC,
ol i R[ '
DCA spitze.
Wir beweisen den ersten Satz,
Aus der Annahme /~F = AP leitet man die folgenden Be-
ziehungen ab:
. BAE = < FEA; < FEC =< DCE,
die zusammen mit der grundlegenden Beziehung:
[ = BAC == DA
“‘{“\A—-__E C zur Feststellung der Gleichheit
- = * der beiden Winkel <C #ZA,
< /' C fiihren. Da sie Neben-

winkel sind, werden sie beide
T rechte sein, und folglich wer-

B e den die beiden Winkel <~ ZAC
und <7 DCA rechte sein.
Dieselbe Betrachtung ist anwendbar bei der Annahme
J';‘.r.-ﬂ.F ‘= AZB.
Beweisen wir den zweiten Satz (vgl. Fig. 15).
Nehmen wir an erster Stelle an £/ > 47. Dann nehmen
wir auf £/ an £/ = A/ und verbinden / mit 4 und C.
Es gelten dann die folgenden Beziehungen:

L BAf =<z FJA4, < BCT=i<e FIC.
Uberdies haben wir nach dem Satz vom AuBenwinkel [Euklid
XVII] auch:
S FJA + XL FJC > FEA+ <C FEC = 2 Rechte.
Und da man hat: :
I BAC + < DCA> << BAJ + . DCJ,
so folgt:
XL BAC + < DCA > L FJA 4+ <L F/C > 2 Rechte.
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Sodann erhdlt man wegen der Gleichheit der Winkel < £4C,
L DCA: . BAC > 1 Rechter, w. z. b. w.
Nehmen wir zweitens an £'F" < A45. Wir verlingern sodann
FE'F", bis wir die Strecke #"]" = A5 erhalten, und verbinden
/" mit C und A4 (vgl. Fig. 15). '

Es gelten nach demselben SchluBverfahren die folgenden
Beziehungen:

X F A=< BA]'; L FJC=<xDCJ;
AR e fCE: SR e B0,
Setzt man diese Beziehungen zusammen, so folgt erstens
L O Wi L S
und hieraus erhalten wir, indem wir gliedweise die vorletzte
der vorangegangenen Gleichungen abziehen: .
_ < Ak = <t DUE — <f ‘BAC.
Aber die beiden Winkel <C #A/L7, <7 BAC sind Nebenwinkel,
daher ergibt sich, daf <7 ZA(C stumpf ist, w, z. b. w.
In vollkommen Aahnlicher
Weise wird der dritte Lehrsatz

bewiesen, E

A E M G
Diese Lehrsatze lassen sich J
B

dann leicht durch indirektes

Schlufiverfahren umkehren.
Wenn im besonderen .17 und -

WV die Mittelpunkte der beiden s

Strecken 4 C und B0 sind, so

haben wir fiir den Abschnitt

MN des gemeinsamen Lotes der beiden Geraden AC, BD

(vgl. Fig. 16):

wenn: <C BAC = o DCA = 1 Rechter, dann: MN = AB;

wenn: <C BAC = g .DC4 > 1 Rechter, dann: WN > A5,

wenn: <. BAC = - DCA4 < 1 Rechter, dann: N < AB.

F [N D

Fig. 16.
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AuBerdem ist leicht zu sehen, dabB:
1. wenn: sC BAC = <C DCA = 1 Rechter, auch:
(X FEM
\ X FEM
2. wenn: < BAC = <t DCA > 1 Rechter, auch:
(K FEM
| s FE I
3. wenn: 9L BAC = < DCA < 1 Rechter, auch:
( X FEM
| X F'E'M
In der Tat gelten im ersten Fall, da die Geraden » und s aqui-
distant sind, die folgenden Beziehungen:

X NMA = L FEM = < BAC = <° F"E'M = 1 Rechter.

Um den zweiten und dritten Fall zu beweisen, geniigt es,
indirekt zu schliefen, wobei man die oben erhaltenen Ergeb-
nisse sich vergegenwértigt.

} = I Rechter:;
}::v I Rechter;

} < 1T Rechter.

Sei jetzt (Fig. 17) P ein nicht
R P zwischen den Punkten .}/ und IV
H1. A M C  gelegener Punkt der Geraden
MN. Sei PR senkrecht zu JMWN
und X A senkrecht auf 50 in A
Dies letztere Lot wird AC in
einem Punkt /A treffen. Dies fest-
gesetzt,erlanben dievorausgehen-
den Lehrsitze ohne weiteres zu
behaupten, daB: :
wenn: < BAM = 1 Rechter, auch:
X KHM
{ X KRP
wenn: <C BAW > 1 Rechter, auch:
[ <X KHM
IS ERP

K B N D
|

Fig. If..
‘l= 1 Rechter;

}:::» 1 Rechter;
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wenn: < B4MW < 1 Rechter, auch:
< KHM
{ X KRP
Wie man leicht folgert, gelten diese Eigenschaften auch, wenn
der Punkt P zwischen 7 und .V fallt.

SchlieBlich sind also die drei letzten Lehrsitze, die offenbar
mit denen von Saccheri iber die zweirechtwinkligen gleich-
schenkligen Vierecke zusammenfallen, nimlich: je nachdem
in einem Fall die Hypothese des rechten Winkels,
des stumpfen Winkels oder des spitzen Winkels rich-
tig ist, so ist sie in jedem andern Fall richtig, unab-
hangig vom Postulat des Archimedes bewiesen.

Wollen wir jetzt von den Lehrsitzen tiber die Vierecke tiber-
gehen auf die Lehrsitze iiber die Dreiecke, die am Anfang
dieses Paragraphen ausgesprochen sind, so konnen wir ohne
weiteres auf die Beweise von Saccheri (vgl. S. 26) verweisen,
weil diese Beweise in der Tat nicht von dem fraglichen Postu-
lat abhdngen. Hiermit ist das Ergebnis erreicht, das wir er-
zielen wollten.

§ 15. Um die Auseinandersetzung des Werkes von Saccheri
kiirzer zu gestalten, l6sen wir aus den Sitzen XI und XII den
Inhalt des folgenden zweiten Hilfssatzes heraus.

Sei A5 C ein in C rechtwinkliges Dreieck, sei Hder
Mittelpunkt von A2 und K der FuBpunkt des von A
auf AC gefillten Lotes, dann werden wir haben:

AK = KC bei der Hyp. d. rechten W.,
AKX < KC bei der Hyp. d. stumpfen W,
AK > KC bei der Hyp. d. spitzen W.

Der die Hyp. d. rechten W. betreffende Teil ist unmittel-
bar klar. Bei der Hyp. d. stumpfen W. wird, da die Summe
der Winkel im Viereck groBer ist als vier rechte Winkel:
CAHK < < HBC. Fillt man dann (Fig. 18) AL von H
senkrecht auf 7, so ergeben die Dreiecke A/ K, HB L mit

}{ 1 Rechter,
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gleichen Hypotenusen kraft der vorstehenden Beziehung die
Ungleichheit 4K < A L. Aber im dreirechtwinkligen Viereck
HEKCL ist 9C H stumpf [Hyp. d. stumpfen W.], daher wird:
HL = KC, 850 4K < K1

In derselben Art beweist man den dritten Teil des Hilfssatzes.

Dieser Hilfssatz konnte in folgender Weise ausgedehnt wer-
den (vgl. Fig. 19):

Nimmt man auf dem einen Schenkel eines Winkels
mit dem Scheitelpunkt 4 aufeinanderfolgend die glei-
chen Abschnitte A4, A4y, 434, . . . und konstruiert

B /
H A
A
A
A K C Kok, A oA
Fig. 18, Fig. 19.

man die entsprechendenProjektionen 44", 4,°4,, 4,4,
auf dem zweiten Schenkel des Winkels, so gelten die
folgenden Beziehungen:
A4’ = A'4) — A4 — . .. bei der Hyp. d. rechten W,
AA' < 4’4 < 4,4 <. .. beider Hyp. d. stumpfen W,
A4 > 44y > A4 > .. bei der Hyp. d. spitzen W.
Wir beweisen jetzt den Satz (Satz XI, XII):
Bei der Hypothese des rechten Winkels und der
des stumpfen Winkels schneiden sich das Lot und
die zu einer Geraden schrige Gerade,

Es seien (Fig. 20) L 2 und AD zwei Gerade, die eine senk-
recht, die andere schrig zur Geraden 42, und der Winkel
DAP sei spitz. Nachdem auf 40D die gleichen Abschnitte 4D,
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DF, aneinanderschlieBend angenommen sind, féllen wir von
D und F, die Lote DB und F WM, auf die Gerade AP. Kraft
des vorausgeschickten Hilfssatzes wird man haben:

BM, = AB oder AM = 2 AB.

Sei /7, eine Strecke gleich mit und anschlieBend an A4, und
sei J/, der FuBpunkt des von #, auf AP gefillten Lotes; dann
haben wir entsprechend:

AM, S 2 AN,
und folglich AM, = 22 AB.

Dies Verfahren kann wiederholt werden, dann nochmals wieder-

holt usw. So wer-

denwireinen Punkt

F, von AD erhal-

ten, derart, daB

seineProjektion.J, F

auf AP einen Ab- D

schnitt 4M, be- \ /‘/[/

stimmt, der die Be- °

ziehung erfiillt: Fig. zo.
AM, S 27 AB.

tﬁ‘"
L'H

Aber fir hinreichend grofies » hat man [Archimedisches
1

Postulat?] 2" AB> AP

und hieraus AM, > AP

Der Punkt 2 liegt also auf der Kathete A.17, des rechtwink-
ligen Dreiecks AN, F,. Dann mufl das Lot PZ auf AP, da
es die Kathete A7, trifft, aber nicht die andere Kathete M, 7.
notwendig die Hypotenuse AZF, treffen, d. h. die Gerade AD.

Damit ist der Lehrsatz bewiesen.?

. S————————————

! Das Postulat des Archimedes, von dem hier Gebrauch gemacht
wird, schliefit hier offenbar versteckt die Unendlichkeit der Geraden ein.

* Die von Saccheri befolgte Methode, diesen Satz zu beweisen, ist

Bonela-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie, =2, Aufl, 3



£ 11. Die Vorliufer der nichteuklidischen Geometrie

Hieraus folgert man dann den Satz:
Beider Hypothese des rechten Winkels und bei der
des stumpfen Winkels ist das V. Postulat des Euklid

richtig. [Satz XIIL]
Seien (Fig. 21) A8, CD zwei von der Geraden AC geschnit-

"tene Gerade. Wir setzen voraus, daf

C . BAC -+ L ACD < 2 Rechte,
dann ist einer der beiden Win-
kel S BAC und st ACD, z B,
der erste, spitz. Von C fille man
das Lot O/ auf 48. Im Dreieck
& " 7 ACH wird kraft der gemachten

Fig. 21. Annahmen:

LA+ << C+ < HX 2 Rechte.
Aber nach Voraussetzung haben wir noch:
L BAC 4+ 9 ACD < 2 Rechte,
Durch Zusammensetzung dieser beiden Beziehungen erhilt man
X H>YXHCD,

Und da der Winkel # ein rechter ist, ergibt sich <C H#CD
als spitzer Winkel, Dann treffen sich kraft der Sitze XI, XII
die Geraden CJD und A8}

Dieses Ergebnis gestattet Saccheri zu schlieBen, daB die
Hypothese des stumpfen Winkels falsch ist [Satz XIV].

In der Tat, bei dieser Hypothese gilt das euklidische Po-
stulat [Satz XIIl], und folglich gelten die gewohnlichen Lehr-

=

wesentlich identisch mit der des Nasir-Eddin. Nasir-Eddin aber
betrachtet die Hyp. d. rechten W,, da er schon vorher bewiesen hat,
dal die Summe der Winkel im Dreieck zwei rechten Winkeln gleich
ist, — Angebrachtermalien bemerken wir, daB Saccheri das Werk des
arabischen Geometers gekannt und kritisiert hat.

1 Auch dieser Beweis befindet sich im Werk des Nasir-Eddin,
wodurch Saccheri offenbar zu seinen Untersuchungen veranlalit wurde,
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sdtze, die aus diesem Postulat folgen. Aber dann ist im Fun-
damentalviereck die Summe der Winkel gleich vier rechten
Winkeln, d. h. die Hypothese des rechten Winkels ist
richtig.!

§ 16. Da Saccheri beweisen will, daB das V. Postulat
ganz unabhdngig gilt, so riistet er sich, auch die Hyp. d.
spitzen W, zu zerstoren. i B

Zuerst ist die Bemerkung ange- D
bracht, dafl es bei dieser Hypo-
these ein Lot und eine zu der-
selben Geradenschriage Gerade
gibt, die sich nicht treffen [Satz -

XVII]. Um sie zu konstruieren, ziehe g gt
man (Fig. 22) von der Ecke 5 des
in C rechtwinkligen Dreiecks AZC die Gerade 820, so daB

X ABD = . BAC

ist. Dann ist bei der Hyp. d. spitzen W. der Winkel C5D
spitz und die beiden Geraden (4 und B2, dieesich nicht
treflen [Euklid, XXVII], sind die eine schrag, die andere
senkrecht zu A5,

Von hier ab werden wir ausschlieBlich die Hyp. d. spitzen
W. betrachten. :

Seien (Fig. 23) a, 0 zwei einander nicht schneidende Gerade
in derselben Ebene. Von den Punkten 4 , 4, von ¢ fille man
die Lote A, B,, 4,8, auf . Die Winkel 9C 4, und <9 4, des
erhaltenen Vierecks konnen sein: 1. der eine ein rechter und
der andere spitz; 2. alle beide spitz; 3. der eine spitz und der

g

! Es ist angebracht zu bemerken, dafl Saccheri bei diesem Beweis
von einem besonderen SchluBiverfahren (Gebrauch macht, von dem wir
in § 11 sprichen. In der Tat: auch bei der Annahme, daB die
Hyp. d. stumpfen W, wahr ist, gelangt man zum SchluB, daB
die Hyp. d. rechten W. wahr ist. Das ist eine charakteristische
Form, die in diesem Fall das gewohnliche indirekte Schlufiverfahren an-
nehmen kann.

3!
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andere stumpf. Im ersten Fall existiert ohne weiteres das ge-
meinsame Lot der beiden Geraden e und 4. Im zweiten Fall
beweist man die Existenz des gemeinsamen Lotes durch einen
Stetigkeitsschluf [Saccheri, Satz XXII]. In der Tat, wenn
man die Gerade 4 7, stetig bewegt, indem man sie immer
senkrecht zu / bleiben 1aBt, bis man sie nach 4,75, bringt, so

wichst der Winkel < £, 4, 4,, der in
e der Anfangslage spitz ist, bis er stumpf

wird: es folgt die Existenz einer mitt-

leren Lage AF5, bei der der Winkel

< BAA, ein rechter ist. Dann ist 475
& das gemeinsame Lot der beiden Ge-

raden a, b.

T Im dritten Fall haben die beiden
Geraden a, 4 entweder kein gemeinsames Lot, oder, wenn
das Lot existiert, fallt es nicht zwischen 75, und 7,.

Wenn als Hypothese die Existenz von zwei in derselben
Ebene gelegenen einander nicht schneidenden Geraden ohne
gemeinsames Lot gegeben ist, so beweist Saccheri, daB solche
Gerade sich immer mehr ndahern [Satz XXIII], und daB ihr Ab-
stand schlieBlich kleiner wird als eine beliebig kleine Strecke
[Satz XXV]. Mit andern Worten, gibt es zwei Gerade in einer
Ebene, die sich nicht schneiden und kein gemeinsames Lot
haben, so miissen sie sich asymptotisch zueinander verhalten.!

§ 17. An dieser Stelle versucht Saccheri ein SchluBver-
fahren, wobei er sich mehr als auf die Logik, auf die Anschau-
ung und den Glauben an die Gultigkeit des V. Postulats

A'l A -A""

B B B,

F

! Vgl. hierzu die Bemerkung des Geminos (S. 3. — Im Werk
Saccheris finden sich andere interessante Sitze, z. B.: Wenn zwei
Gerade sich immer niher kommen und ihr Abstand bleibt
immer groller als eine bestimmte angegebene Strecke, so
wird die Hypothese des spitzen Winkels zerstért. Also kommt
es, wenn man das Nichtvorhandensein asymptotischer Geraden fordert,
hinaus auf die Annahme des euklidischen Postulats.
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verlaBt. Um zu beweisen, daB die Hypothese des spitzen
Winkels unbedingt falsch ist, weil sie der Natur der
geraden Linie widerspricht [Satz XXXIII], stitzt er sich
auf fiinf Hilfssitze, die auf reichlich 16 Seiten entwickelt sind;
im wesentlichen aber beschrinkt er sich auf die Behaup-
_tung, daB, wenn sie wahr wire, die Gerade 47 (Fig. 24)
mit M B ein Lot gemein hitte im gemeinsamen un-
endlich fernen Punkt, was :
der Natur der geraden Linie '&q\j

widerspricht. Der angebliche - BTt
Beweis von Saccheri griindet R 5
sich also auf Ausdehnung fiir

das Unendliche von bestimm- o - = b
ten Eigenschaften, die fir Figu- Wig sl

ren in endlicher Entfernung gelten.

Obwohl es sein Ziel verfehlt, ist das Werk von Saccheri
von grofier Wichtigkeit; auBer dab es den grofiten Versuch zu-
gunsten des V. Postulats darstellt, konnte es nicht umbhin,
gerade durch die Tatsache, dafi es keine Widerspriiche unter
den Folgerungen aus der Hyp. d. spitzen W. entdeckte, die
Vermutung einzufloBen, dafl auf dieser Hypothese ein logisch
folgerichtiges geometrisches System errichtet werden kann, und
dab das euklidische Postulat unbeweisbar ist.?

! Das Werk von P. Saccheri war ziemlich verbreitet nach seiner
Veroffentlichung und zwei Geschichtswerke der Mathematik sprachen da-
von, das von J. C. Heilbronner (Leipzig 1742) und das von Montucla
(Paris 1758). Ubrigens wird es cingehend analysiert von G. S. Kligel
in seiner hier unten (Anm. 2, S, 38) angefiihrten Dissertation. Nichts-
destoweniger geriet es in Vergessenheit. Erst 188g rief E. Beltrami
mit seiner Mitteilung: Un precursore italiano di ILegendre e di Lobat-
schewsky wieder die Aufmerksamkeit der Geometer wach (Rend. Ace,
Lincei [4] V, p. 441—448). In der Folge wurde das Werk Saccheris
ins Englische iibersetzt von G. B. Halsted, Am. Math. Monthly I,
1894 u. ff,, ins Deutsche von den Herren Stickel und Engel, Th. d. P.
18935, ins Italienische, und dabei gekiirzt verarbeitet von G. Boccardini,
Milano 1904, Hopli.
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Johann Heinrich Lambert [1728—1777].

§ 18. Welchen Einfluf das Werk von Saccheri auf die
Geometer des XVIIL. Jahrhunderts ausgeiibt hat, kann man
nicht genau angeben.! Der Schweizer Geometer Lambert, der
in seiner ,, Theorie der Parallellinien** [1766] eine Dissertation
von G. S. Kligel [1739—1812] zitiert*, wo das italienische
Werk eingehend analysiert wird, kannte es nur aus dieser Dis-
sertation. Die Theorie der Parallellinien von Lambert,
deren Veroffentlichung 1786 nach dem Tode des Verfassers
von J. Bernoulli und C. F. Hindenburg besorgt ist® ist in
drei Teile geteilt. Der ersie, kritischer und philosophischer Na-
tur, gibt Bemerkungen iiber die doppelte Irage, die man sich
hinsichtlich des V. Postulats vorlegen kann, namlich, ob man
es einfach mit Hilfe der vorhergehenden Sitze beweisen kann,
oder ob statt dessen nicht die Anwendunyg einer andern Hypo-
these erforderlich ist. Der zweite Teil ist der Auseinander-
setzung verschiedener Versuche gewidmet, in denen das eukli-
dische Postulat auf sehr einfache Sitze zuriickgefiihrt wird, die
tibrigens ihrerseits bewiesen werden miiften. Der dritte wich-
tigste enthdlt ein System von Untersuchungen ahnlich denen
des Paters Saccheri, das wir kurz zusammenfassen wollen.

Y 19. Die Grundfigur von Lambert ist ein dreirecht-
winkliges Viereck, und die drei Hypothesen werden iiber
die Natur des vierten Winkels gemacht. Die erste ist die Hyp.

' Vgl. Segre, Congetture intorno alla influenza di Girclamo Saccheri
sulla formazione della geometria non euclidea. Atti Ace, Scienze di
Torino t. XXXVIII, 1903.

* Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recen-
sio, quam publico examini submittent A. G. Kaestner et auctor respon-
dens G. S. Kliigel, Gottingen 1763.

® Vgl. Magazin fiir reine und angewandte Math. 2. Stiick, p. 137—164,
3. Stick, p. 325—358 (1786). — Das Werk Lamberts wurde wieder
veroffentlicht von Engel und Stiickel in ihrer Th. der P., S. 135—208.
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dritte die Hyp. d. spitzen W. Auch bei der Behandlung
dieser Hypothesen nihert sich der Verfasser der Methode von
Saccheri.

Die erste Hypothese fiihrt leicht auf das euklidische
System. |

Um die zweite Hypothese zuriickzuweisen, kommt Lam-
bert auf eine Figur (Fig. 25), die von zwei Geraden gebildet
ist, welche auf einer dritten B ,B, B, B,
Geraden senkrecht stehen. b
Von den aufeinander folgen-
den Punkten B, B,, B, ...
5, von & fallt man die Lote
BA, B A, . .. B dyundbe- 4 AL A, R
weist an erster Stelle, daB Fig. 25.
die Abschnitte der Lote zwischen 4 und B vom Lot 45 an
abnehmen, sodann, dafl der Unterschied eines jeden und des
nichstfolgenden bestindig wichst. So ergibt sich:

HFA4— .B”x?}, :} LRI] == BIAIJ L

Aber, wenn #z hinreichend grof ist, so wird das zweite Glied
der Ungleichheit so groB als man will [Post. d. Archimedes]’,
wahrend das erste Glied immer kleiner als A4 ist. Dieser
Widerspruch erlaubt Lambert die Erklirung, dall die zweite
Hypothese falsch ist.

Um die dritte Hypothese zu behandeln, stiitzt sich Lam-
bert wieder auf die vorhergehende Figur, an der er beweist,
daB die Strecken B4, B4, B4, ... B, A, wachsen, und daB
zu gleicher Zeit die Unterschiede jeder Strecke von der vor-
hergehenden wachsen. Dieses Ergebnis fiihrt ihn aber nicht
auf Widerspriiche, und deshalb wird er, wie schon Saccheri,
gezwungen, in den Schliissen fortzufahren. Er findet nachher

1 Das Postulat des Archimedes wird auch hier in der Form
gebracht, dal es die unendliche Linge der Geraden in sich schlieBt,
Vgl. Saccheri, Anm. S. 35. :
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bei der dritten Hypothese, dafi die Summe der Winkel
eines Dreiecks kleiner ist als zwei rechte Winkel, und, tber
Saccheri hinausgehend, entdeckt er, daB der Defekt eines
Polygons, d. h. der Unterschied zwischen 2(» — 2) rechten
Winkeln und der Winkelsumme eines Polygons proportional
der Fliche desselben Polygons ist. Dies Ergebnis erhilt
man leichter, wenn man beachtet, dal sowohl der Flicheninhalt
wie der Defekt eines Polygons, das die Summe von mehreren

andern ist, entsprechend die Summe der Flichen und der De-
fekte der Teilpolygone ist.!

§ 20. Eine andere bemerkenswerte Entdeckung von Lam-
bert bezieht sich auf die Messung der geometrischen GroBen.
Sie besteht gerade darin, daB, wihrend in der gewohnlichen
Geometrie bei der Messung von Strecken der Wahl einer be-
sonderen Einheit nur eine relative Bedeutung zukommt, bei
der auf die dritte Hypothese begriindeten man ihr eine ab-
solute Bedeutung verleihen kann.

Wir miissen vor allem den Unterschied aufkliren, der sich
hier zwischen absolut und relatv zeigt. Bei vielen Fragen
tritt es ein, daB die als gegeben vorausgesetzten Elemente in
zwei Gruppen geteilt werden konnen, derart, daB die der
ersten Gruppe festbleiben im ganzen Bereich unserer Be-
trachtungen, wiahrend die der zweiten Gruppe sich in eine
Vielheit moglicher Fille abwandeln konnen. Wenn das eintritt,
pflegt man oft die ausdriickliche Erwahnung der gegebenen
Stiicke der ersten Gruppe zu iibergehen und als relativ alles das
zu betrachten, was von den gegebenen Verinderlichen abhiingt,
als absolut alles, was von den fest gegebenen Gréfen abhangt.

! Es muBl erwihnt werden, dall schon Saccheri dem genannten De-
fekt begegnet war bei der Hyp. d. spitzen W., und daB er auch im-
plizite bemerkt hatte, daB ein Viereck, daf die Summe von mehreren
anderen ist, zum Defekt die Defektsumme hat (Satz. XXV). Vgl. Th,
d. P., 5. 94. Allerdings hatte er leine Folgerung iiber die Proportio-
nalitit zwischen Fliche und Defekt daraus gezogen.
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So nimmt man bei der Theorie der Rationalititsbereiche
als gegebene Grofen der zweiten Gruppe [verdnderliche
GroBen| gewisse Grundirrationalititen |die eine Basis bilden]
und als gegeben in der ersten Gruppe die Einheit [1], die
oft unerwahnt bleibt, weil sie allen Rationalititsgebieten gemein
ist. Spricht man dann von einer Zahl, so sagt man, sie sei
rational hinsichtlich einer bestimmten Basis, wenn sie dem
durch diese Basis definierten Rationalitatsbereich angehort; man
sagt dagegen, sie seiabsolutrational, wenn sie sich als rational
in bezug auf die Basis 1 erweist, die allen Bereichen gemein ist.

Zur Geometrie tibergehend bemerken wir, daB bei jeder vor-
liegenden Aufgabe im allgemeinen bestimmte Figuren und da-
her die GroBen ihrer Elemente als gegeben vorausgesetzt sind;
aber aubler diesen gegebenen Verinderlichen [der zweiten
Gruppe], die in willkiirlicher Weise gewihlt werden konnen,
ist immer noch implizite vorausgesetzt die Anwendung der
Grundgebilde: Gerade, Ebenen, Bischel usw. [feste ge-
gebene Stiicke der ersten Gruppe|. Es mufi dann jede Kon-
struktion, jede Messung, jede Eigenschaft einer Figur fiir re-
lativ gelten, wenn sie im wesentlichen sich bezieht auf die
veranderlichen Stiicke; sie mufl aber absolut heilen, wenn
sie sich bezieht nur auf die festen Stiicke [ Fundamentalfiguren ]
oder auch wenn sie, obwohl fiir abhidngig von,den verinder-
lichen Stiicken erkldrt, von ihnen nur scheinbar abhingt, soda
sie unverdndert bleibt bei ihrer Verdnderung.

In diesem Sinne ist es klar, da die Streckenmessung in der
gewOhnlichen Geometrie notwendig relative Bedeutung hat. In
der Tat erlaubt uns die Existenz der Ahnlichkeitstransformationen
in keiner Weise die Grofe einer Strecke hinsichtlich der Grund-
gebilde [Gerade, Biischel usw.] zu individualisieren. Fiir den
Winkel aber kann man einen MaBstab wihlen, der eine abso-
lute Eigenschaft von ihm ausdriickt: es geniigt in der Tat, seine

Beziehung zum Vollwinkel zu nehmen, d. h. zum ganzen Biischel,
das eines der Grundgebilde ist.
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Kehren wir jetzt zu Lambert und seiner der dritten Hy-
pothese entsprechenden Geometrie zuriick. Er hat bemerkt,
dafl man jeder Strecke einen bestimmten leicht konstruierbaren
Winkel entsprechen lassen kann. Daraus folgt, daB jede Strecke
mit dem Grundgebilde Biischel in Beziehung steht, und daB
man daher in der [hypothetischen| neuen Geometrie auch der
Streckenmessung eine absolute Bedeutung zuerteilen kann.

Um sodann in der einfachsten Weise zu sehen, wie man
jeder Strecke einen Winkel zuordnen und so eine absolute
zahlenmaBige Darstellung der Strecken erhalten kann, nehmen
wir an, es sei liber jeder Strecke ein gleichseitiges Dreieck
konstruiert. Wir konnen jeder Strecke den Winkel des ent-
sprechenden Dreiecks zuordnen und folglich die MaBizahl dieses
Winkels, wo zu beachten ist, daB eine eineindeutige Beziehung
zwischen den Strecken und den in bestimmten Grenzen ent-
haltenen Winkeln besteht.

Die erhaltene Zahlendarstellung der Strecken besitzt aber
nicht die distributive Eigenschaft, die den Lingen zu-
kommt; denn summiert man zwei Strecken, so werden die ent-
sprechenden Winkel nicht summiert. Man kann allerdings eine
Funktion des Winkels bestimmen, die diese Eigenschaft besitzt,
und einer Strecke nicht den fraglichen Winkel, sondern diese
Funktion des Winkels zuordnen. Diese Funktion gibt uns bei
jedem Wert des Winkels, der innerhalb der bestimmten Grenzen
liegt, ein absolutes MaB fiir die Strecken. Die absolute
Einheit ist die Strecke, fiir die die Funktion den Wert 1 an-
nimmt,

Beachtet man dann, daB, sobald eine bestimmte Funktion
des Winkels im oben angegebenen Sinne distributiv ist, auch
das Produkt dieser Funktion mit einer willkiirlichen Konstanten
dieselbe Eigenschaft besitzt, so ist es klar, daf man iiber diese
Konstante immer so verfiigen konnen wird, dafl die absolute
Streckeneinheit gerade die Strecke ist, die einem vorgeschriebe-
nen Winkel entspricht, etwa dem Winkel von 45°% Die Mog-
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lichkeit, bei gegebenem Winkel die absolute Streckeneinheit
zu konstruieren, ist an die Losung der folgenden Aufgabe ge-
knipft: Bei der Hypothese des spitzen Winkels ein
gleichseitiges Dreieck mit vorgegebenem Defekt zu
konstruieren.?

Was die absolute Messung der Polygonflicheninhalte betrifft,
so bemerken wir, dafl sie chne weiteres durch den Defekt der
Polygone gegeben ist. Auch von den Polyedern konnte man
ein absolutes Malh angeben.

Aber nach unserer Raumanschauung erscheint uns die abso-
Inte Messung aller dieser geometrischen GréBen nicht moglich,
daher konnte man mit Lambert, wenn man die Existenz
einer absoluten Einheit fiir die Strecken verneint, die
dritte Hypothese verwerfen.

§ 21. Man glaube nicht, daB Lambert meint, das V. Po-
stulat hiermit bewiesen zu haben, da er weiB, wie willkiirlich
die vorstehende Behauptung ist!

Um den gewiinschten Beweis zu erhalten, geht er in der
Untersuchung der Folgen aus der dritten Hypothese weiter,
aber es gelingt ihm nur, seine Frage in eine andere gleich
schwer zu losende umzuformen.

Andere sehr interessante Sachen sind in der Theorie der
Parallellinien enthalten, z. B. die nahe Beziehung der Geo-
metrie, die auf der Ebene bei Annahme der zweiten Hypo-
these gelten wiirde, zur sphirischen Geometrie® und eine Be-
merkung beziiglich der Unabhangigkeit dieser letzteren vom
Parallelenpostulat. Hinsichtlich der dritten Hypothese sprach
er dann folgende scharfsinnige und originelle Ansicht aus: Ich
sollte daraus fast den Schluf machen, die dritte Hy-
pothese komme bey einer imagindren Kugelfliche vor.

! Die Konstruktion des Dreiecks aus den drei Winkeln ist unten,
Kap. IV, § 57, angegeben.

* In der Tat ist in der sphirischen Geometrie die Summe der Winkel
eines Vierecks groller als vier rechte Winkel usw.
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Zu dieser Auffassung der Dinge gelangte er vielleicht von
der Formel »*(4 + B 4 C — 7) aus, die den Inhalt eines sphi-
rischen Dreiecks ausdriickt, denn sie wird, wenn man darin

den Radius » mit dem imaginiren Radius »J/— 1 vertauscht:
Al — A" B

also die Formel fiir den Inhalt eines ebenen Dreiecks bei der
dritten Hypothese von Lambert.!

§ 22. Lambert liBt also die Frage in der Schwebe, viel-
mehr da er seine Untersuchungen nicht veroffentlicht hat, darf
man vermuten, daB er schon den Ausblick zu einem neuen
Standpunkt hatte.

Ubrigens ist wohl zu bemerken, daf bei dem allgemeinen
MiBerfolg derartiger Untersuchungen in der zweiten Halfte des
XVIII. Jahrhunderts sich die Uberzeugung bildete, daB man
notwendig das euklidische Postulat ohne Beweis annehmen
miisse oder ein anderes gleichberechtigtes Postulat.

In Deutschland, wo viele Arbeiten iiber den Gegenstand ein-
ander folgten, hatte die Uberzeugung schon eine ziemlich feste
Form angenommen. Wir finden sie wieder bei A. G. Kastner,
dem groBen Forderer der Untersuchungen iiber die Parallelen?,
bei seinem Schiiler G. S. Kliigel, dem Verfasser der wert-
vollen Kritik iiber die beriihmtesten Versuche zum Beweis des
V. Postulats. In diesem Werke kommt Kliigel, nachdem
er alle vorliegenden Beweisversuche fiir ungentigend befunden
hat, auf die Moglichkeit, da einander nicht schneidende Ge-
rade divergieren konnen [,,Moglich wére es freilich, daB
Gerade, die sich nicht schneiden, voneinander ab-
weichen®, ,DalB so etwas widersinnig ist, wissen wir
nicht infolge strenger Schliisse oder vermodge deut-
licher Begriffe von der geraden und der krummen

! Vgl. Stickel und Engel, Th. d. P., S. 146.
* Zur Orientierung iber Kistner vgl. Stickel und Engel, Th.
der P., S. 139—141. :
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Linie, vielmehr durch die Erfahrung und durch das
Urteil unserer Augen*].

Die Untersuchungen von Saccheri und Lambert neigen
dazu, die Meinung von Kliigel zu stiitzen, aber man kann sie
nicht fiir Beweise der Unbeweisbarkeit der euklidischen Hypo-
these ansehen. Und dennoch kdnnte man zu einem Beweis ge-
langen, indem man, auf dem von den beiden genannten Geo-
metern eroffneten Weg fortschreitend, beliebig viele weitere
Satze ableitet, die mit den Grundsitzen der Geometrie nicht
in Widerspruch stehen.

Jedenfalls, daB man sich auf dies letztere Gebiet wagte ohne
Saccheris Voreingenommenheit, der dabei Widerspriiche ent-
decken wollte, das bildet in geschichtlicher Folge den entschei-
denden Schritt, die Unbeweisbarkeit des euklidischen Po-
stulats zu erobern und die nichteuklidischen Geometrien
zu entdecken.

Aber von dem Werk von Saccheri und Lambert bis zu
dem von Lobatschefskij und Bolyai, das nach dem hier
aunsgesprochenen Gedanken geformt ist, mufite noch mehr als
ein halbes Jahrhundert vergehen!

Die franztsischen Geometer am Ende des
XVIII. Jahrhunderts.

§ 23. Die Kritik iiber die Parallelen, die schon in Italien
und in Deutschland zu Ergebnissen von groBem Interesse ge-
fahrt hatte, erhielt gegen das Ende des XVIII. Jahrhunderts
und im Anfang des XIX, auch in Frankreich merkliche Belebung.

‘D'Alembert [1717-—1783] erklart in einem seiner Aufsitze
iber Geometrie [1750]: ,,La definition et les propriétés de la
ligne droite, ainsi que des lignes paralleles sont I'écueil et pour
ainsi dire le scandale des ¢leménts de Géometrie.*? Er meint,

* Vgl. D’Alembert, Mélanges de Litterature, d’Histoire et de Philo-
sophie, t. V, § 11 (1759). — Vgl. auch: Encyclopédie Méthodique Ma-
thématique, t. II, p. 519, Artikel: Paralléles (1785).
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daB durch eine gute Definition der geraden Linie beide Schwierig-
keiten vermieden werden miiten. Er schligt vor, Parallele zu
einer gegebenen Geraden eine beliebige Gerade in derselben
Ebene zu nennen, die zwei gleich abstehende Punkte auf der-
selben Seite der Geraden verbindet. Diese Definition erlaubt
unmittelbar die Parallelen zu konstruieren: aber man miiBte be-
weisen, daB die Geraden #quidistant sind. Dieser Lehrsatz
wurde von D’Alembert gleichsam als Herausforderung seinen
Zeitgenossen vorgesetzt. '

§ 24. De Morgan erzadhlt in seiner Sammlung von Para-
doxien, daB Lagrange [1736—1813] gegen Ende seines
Lebens eine Abhandlung iiber die Parallelen schrieb. Als er
sie der franzosischen Akademie vorlegte, unterbrach er das
Lesen mit dem Ausruf: ,,Il faut que j'y songe encore!* und be-
hielt das Manuskript zurick.?!

Uberdies berichtet Hotliel, daB Lagrange in einer Unter-
haltung mit Biot die Unabhdngigkeit der sphéarischen Trigo-
nometrie vom euklidischen Postulat behauptet hat. Zunp
Bekriftigung dieser Behauptung kann hinzugefiigt werden, daf:
Lagrange sich mit besonderem Interesse mit der spharischen
Trigonometrie* beschiftigte, und daB er, wenn er nicht der Ver-
fasser ist, so doch die Anregung zu einer Abhandlung gegeben
hat: ,,Sur les principes fondamentaux de la Mécanigue [1760—
176113 worin D. de F oncenex eine Unabhiangigkeitsfrage ent-
wickelt, die der oben genannten der spharischen Trigonometrie
entspricht. Genau gesagt, Foncenex beweist, da das analy-:
tische Gesetz fiir die Zusammensetzung sich schneidender Krifte.
weder vom V. Postulat noch von irgend einem gleichberech-
tigten abhangt. :

§ 25. Der als grundlegend schon von Wallis 1663 [vgl. § 9

! A.de Morgan, Budget of Paradoxes, p. 173. London 187z.

* Vgl. J. Hoiiel, Essai critique sur les principes fondamentaux de
la géométrie élémentaire, S, 84, Anmerkung., Paris 1883, G. Villars.

* Vgl. Lagrange, Oeuvres, t. VII, S. 331—363.
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gebrauchte Begriff der Ahnlichkeit erscheint wieder um den
Anfang des XIX. Jahrhunderts, gestiitzt auf die Autoritit zweier
groBen Geometer: L. N. M. Carnot [1753—1823] und La-
place [17490—1827].

In einer Anmerkung [S. 481] zu seiner ,, Géoméirie de Position*
| 1803] behauptet Carnot, daf die Parallelentheorie mit dem
Begriff der Ahnlichkeit verkniipft ist, die nahezu ebenso selbst-
verstindlich ist wie die Gleichheit, und daB es, wenn man
einmal diesen Begriff zugegeben hat, leicht ist, die fragliche
‘Theorie streng zu begriinden.

‘Nachdem Laplace[1824] die Bemerkung gemacht hat, daB
das Newtonsche Gesetz [das allgemeine Anziehungsgesetz |
wegen seiner Einfachheit, wegen seiner Allgemeinheit und wegen
seiner Ubereinstimmung mit den physischen Erscheinungen als
streng betrachtet werden muB, bemerkt er, dall es eine seiner
wichtigsten Eigenschaften ist, daB, wofern die Abmessung aller
Korper des Weltalls, ihre gegenseitigen Entfernungen und ihre
Geschwindigkeit im Verhiltnis abnehmen wiirden, die Himmels-
korper vollkommen den von ihnen beschriebenen Bahnen dhn-
liche beschreiben wiirden, derart, dab das Weltall, wenn es
sich nach und nach auf den denkbar kleinsten Raum zusammen-
zoge, immer den Beobachtern denselben Anblick bieten wiirde.
Dieser Anblick, so fihrt er fort, ist also unabhdngig von den
Abmessungen des Weltalls, sodaBl die Einfachheit der Naturge-
setze dem Beobachter nur die Verhiltnisse zu erkennen ge-
stattet. An diesen astronomischen Raumbegriff ankniipfend fiigt
er in einer Anmerkung hinzu: ,,Die Versuche der Geometer,
das Postulat Euklids tiber-die Parallelen zu beweisen, waren
_bisher wertlos, Allerdings hegt niemand Zweifel an diesem Po-
stulat und den Lehrsdtzen, die Euklid daraus abgeleitet hat,
Der_ DBegriff des Raumes schlieBt also eine besondere Eigen-
schaft ein, die an sich selbstverstindlich ist, und ohne die man
die Eigenschaften der Parallelen nicht streng begriinden kann.
Die Vorstellung der begrenzten Ausdehnung z. B. des Kreises
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enthdlt nichts, was von seiner absoluten Grofle abhangt. Ver-
kleinern wir jetzt in Gedanken seinen Halbmesser, so werden
wir unbezwinglich dazu gebracht, im selben Verhiltnis seinen
Umfang und die Seiten aller einbeschriebenen Figuren zu ver-
kleinern. Diese Proportionalitit scheint mir ein natiirliches Po-
stulat zu sein als das von Euklid, und es ist richtig, daB man
es bei den Ergebnissen der allgemeinen Gravitation wiederfindet.!

§ 26. Zusammen mit den vorhergehenden Geometern pflegt
man auch an J. B. Fourier [1768—1830] zu erinnern, wegen
einer Auseinandersetzung, die er mit Monge tber die gerade
Linie hatte.? Will man diese Erérterungen mit den Untersuch-
ungen iiber die Parallelen in Zusammenhang bringen, so braucht
man nur auf den von D’Alembert ausgesprochenen Gedanken
zu verweisen, dall der Beweis des Postulats mit der Definition
der Geraden verkniipft werden kann. [Vgl. § 23.]

Fourier, der als urspriinglich den Begriff des Abstands
zwischen zwei Punkten annimmt, schlagt vor, zuerst die Kugel
zu definieren, dann die Ebene als Ort der Punkte, die von

1 Vgl. Laplace, Oeuvres, t. VI, libre V, ch. V, p. 72. Bei dieser
Gelegenheit ‘ist zu erwilhnen, dall man bei angemessener Erweiterung
der Newtonschen Kraft oder, genaner gesagt, des Newtonschen Po-
tentials auf die nichteuklidischen Geometrien Gesetze fiir die Pla-
netenbewegung erhilt, die weitgehende Ubereinstimmung
mit den Keplerschen Gesetzen zeigen. (Vgl. die ausfiihrlichen
Literaturangaben von Stidckel, Bolyai I, S. 243—244.) Schon auf
W. Bolyai ist die Anregung zuriickzufiihren; es sind ferner Lipschitz
(Quarterly Journal 12 [1873], S. 349—370), W. Killing (Journal fiir
r. u. a. Math. 98 [1885], S. 1—49), C. Neumann (Leipz. Ber. 38 [1886],
S. 1—2), H. Liebmann (Leipz. Ber. 54 [1902], S. 393—423 u. ebenda
55 [1903], S. 146—153) u. a. zu nennen. Eine eingehende Darstellung
findet sich bei Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 2. Aufl. (Leipzig
1912), Kap. VII. Eine numerisch quantitative Behandlung, um
aus Unstimmigkeiten in der Planetenbewegung etwa Schliisse
auf die Natur des Fixsternraumes zu ziehen, steht noch aus.

* Vgl.: Séances de I'Ecole normale, Débats, t. I, p. 28—33 (1795).
Die Diskussion wurde wieder abgedruckt in Mathésis, t. I[X, S, 130—141

(1883).
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zwei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben!, dann die Ge-
rade, als Ort der Punkte, die von drei gegebenen Punkten
gleichen Abstand haben. Diese Art, die Aufgabe der Grund-
lagen der Geometrie darzustellen, stimmt iiberein mit den Ge-
danken, die in der Folge von andern Geometern ausgesprochen
wurden, die sich ausdriicklich mit der Parallelenfrage beschaf-
tigten [W. Bolyai, N.Lobatschefskij, de Tilly]. In diesem
Sinne findet die Erorterung zwischen Fourier und Monge
ihren Platz unter den ersten Urkunden, welche sich auf die
nichteuklidische Geometrie beziehen.?

Adrien Marie Legendre [1752—1833].

§ 27. Die ebengenannten Geometer beschrinken sich darauf,
die Schwierigkeit aufzudecken und Urteile {iber das Postulat
auszusprechen; Legendre dagegen war es, der dies in einen
Lehrsatz zu verwandeln suchte; seine Untersuchungen, die in
den verschiedenen Auflagen seiner ,,Zléments de Géométrie*
[1794—1823] verteilt sind, sind gesammelt in den ,,Refexions
sur différentes maniires de démontrer la théorie des paralliles ou le
théoréme sur la somme des trois angles du triangle. [Mém, Aca-
démie Sciences, Paris, t. XIII, 1833.]

Mit hochinteressanten Versuchen greift Legendre wie schon
Saccheri die Frage von der Seite der Winkelsumme im Drei-
eck an, indem er von der Summe beweisen will, daB sie zwei
rechten Winkeln gleich ist.

Es gelingt ihm zu diesem Zweck schon von Anfang an Sac-
cheris Hypothese des stumpfen Winkels auszumustern, indem

! Diese Definition der Ebene wurde von Leibniz ungefihr ein Jahr-
hundert zuvor gegeben. Vgl. z. B. die Opuscules et fragments inédits,
verdffentlicht von L. Couturat, p. 554—35. Paris 1903, Alcan.

* Wir fiigen hinzu, daf spiitere Arbeiten und Untersuchungen zeig-
ten, daB auch Fouriers Definition nicht gestattet, die euklidische Par-
allelentheorie ohne die Hilfe des V. Postulats oder eines andern
gleichberechtigten Postulats zu schaffen.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl, 4
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er feststellt, daB ,,in jedem Dreieck die Summe der Win-
kel kleiner [Hyp. d. spitzen W.] oder gleich [Hyp. d. rechten
W.] zwei rechten Winkeln ist*,

Wir geben einen einfachen und eleganten Deweis von L e-
gendre wieder.

Es seien (Fig. 26) auf einer Geraden » aufeinanderfolgende
gleiche Abschnitte 4, 4,, A, A4 -+ - 4,4, gegeben und uber
ihnen auf derselben Seite der Geraden n gleiche Dreiecke kon-
struiert, deren dritte Ecken die Punkie B, B, - - - B, sind.

Bi B; B! H* Hﬁ

Fig. 26,

Die Strecken B, 5,, B, 8y, --- B, _, B, die diese letateren
Ecken verbinden, sind gleich und koénnen als Grundlinien von »
weiteren gleichen Dreiecken betrachtet werden: B, 4, By, By 4, B,

- B _,A B . Man erganze die Figur durch das Dreieck
B A, B, ., das den friheren gleich ist.

Bezeichnet man mit B den Winkel des Dreiecks 4, 5, 4, in
B, und mit o den Winkel des folgenden Dreiecks in 4,, so be-
haupte ich, es ist § < o. In der Tat, wire § > «, so wiirde
aus dem Vergleich der beiden Dreiecke 4, B, 4, und B, 4, B,,
die zwei gleiche Seiten haben, folgen, daB 4, 4, > B, B,.

Uberdies hitte man, da die gebrochene Strecke A5, B, - - -
B .y A, grofer ist als die Strecke 4, 4

u+1:
A B A (B Bo)n + 4, | B, > (4, 4)n,
also 2.4, B, >4, A, — B, By,

Aber diese Ungleichheit widerspricht bei hinreichend groBem 7
dem Postulat des Archimedes, deshalb kann nicht 4, 4,
> B By sein, und folglich ist die Voraussetzung § > o absurd.
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Es folgt § < a, woraus man sofort erhilt, daB die Summe der
drei Winkel im Dreieck 4, B, 4, kleiner oder gleich ist zwei
rechten Winkeln.

Diesen Lehrsatz pflegt man unberechtigterweise den ersten
Legendreschen Lehrsatz zu nennen. Wir sagen unberech-
tigterweise, weil Saccheri mit seinem Beweis der Falschheit
der Hyp. d. stumpfen W. fast ein Jahrhundert friilher diesen
Lehrsatz begriindet hatte, | Vgl § 15.]

Der sogenannte zweite Legendresche Lehrsatz, der
auch von Saccheri, und zwar in allgemeinerer Gestalt ange-
geben ist [vgl. § 14], ist folgender:

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe der
Winkel kleiner oder gleich zwei rechten Winkeln ist,
so ist sie entsprechend kleiner oder gleich zwei
rechten Winkeln in jedem andern Dreieck.

Wir geben den Beweis dieses Satzes nicht wieder, weil er
nicht wesentlich verschieden ist von dem Saccheris.

Hier wollen wir vielmehr zeigen, wie Legendre beweist,
dall die Summe der drei Winkel eines Dreiecks zwei
rechten Winkeln gleich ist.

Im Dreieck 453 C nehme man an, es sei

L A4+ << B + 9 C < 2 Rechte.

Durch D auf der Seite 47 ziehe man die Transversale D Z
so, daf der Winkel <C 4D % dem Winkel <C 7 gleich ist. Im
Viereck DB CFL ist die Summe der Winkel kleiner als vier
Rechte, also <C AX£D > <2 ACB. Der Winkel des Dreiecks
ADFE bei £ ist also eine wohlbestimmte [abnehmende| Funk-
tion der Seite 40 oder, was dasselbe ist, die Lange der Seite
AD ist vollstindig bestimmt, wenn man [in rechten Winkeln]
die MaBzahl des Winkels Z und der beiden Winkel 4 und &
kennt. Aber dies Ergebnis ist nach Legendre widersinnig,
weil die Lange einer Strecke keine Bedeutung hat, wenn man
die MaBeinheit nicht kennt, auf die sie bezogen ist, und die

4*
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Natur der Frage in keiner Weise auf eine derartige Einheit

hinweist.
Daher fillt die Hypothese

L A+ << B+ << C< 2 Rechte,

und folglich wird man haben:

X A+ << B+ 9 C = 2 Rechte.

Aber aus dieser Gleichheit fclgt leicht der Beweis des eukli-
dischen Postulats.

Die Methode von Legendre ruht also auf dem Postulat
von Lambert, das die Existenz einer absoluten Einheit
verneint.

§ 28. In einem andern Beweis macht Legendre Gebrauch
von der Voraussetzung: ,,Von einem beliebig im Innern
eines Winkels angenommenen Punkt kann man immer
eine Gerade ziehen, die die beiden Schenkel des
Winkels trifft.! Er verfihrt so:

Es sei A5 C ein Dreieck, in dem, wenn es moglich ist, die
Summe der Winkel kleiner ist als zwei rechte Winkel.

Es sei:

2 Rechte — ' d — X B — & C = o [Defekt]

gesetzt und man konstruiere den Punkt 4’, das Spiegelbild von
A an B C, Der Defekt des neuen Dreiecks C B A" ist auch a.
Sodann ziehe man kraft der oben ausgesprochenen Hypothese
durch 4" eine Transversale, die in &, und C, die Schenkel des
Winkels <C 4 trifft. Der Defekt des Dreiecks 4.8, C, ist, wie
man leicht bestitizen kann, die Summe der Defekte der vier
Dreiecke, die es zusammensetzen [vgl. auch Lambert § 19],
also groBer als 2 a. Wiederholt man vom Dreieck 425, C, aus
die vorhergende Konstruktion, so wird man ein neues Dreieck

! Dieser Annahme hatte sich bereits J. F. Lorenz zu demselben
Zweck bedient, vgl.: Grundril der reinen und angewandten Mathematik.
Helmstedt 1791.
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erhalten mit einem Defekt grofler als 4a. Nach z Schritten
dieser Art hat man ein Dreieck konstruiert mit einem Defekt
grofer als 2” o, Aber fiir hinreichend grofies n ist 2” ¢ > 2 Rechte
[archimedisches Postulat], was widersinnig ist. Es folgt:
o =0, also 9 4 + << B+ 9 C = 2 Rechte.

Dieser Beweis ist auf das archimedische Postulat ge-
stiitzt. Hier noch eine Angabe, wie man den Gebrauch dieses
Postulats vermeiden konnte: Es seien (Fig. 27) A5 und HK

A

B B

Fig. 27.
eine Schrige und eine Senkrechte zu 47/, Man konstruiere die
Gerade 4 B" symmetrisch zu 4B in bezug auf 4/, Durch den
Punkt /A geht kraft der Legendreschen Hypothese eine Ge-
rade r, die die beiden Schenkel des Winkels 7.4 B’ trifft. Wenn
sie von /K verschieden ist, dann hat die i, b, auf 4/ symme-
trische Gerade 7’ dieselbe Eigenschaft und folglich auch X,
Also treffen sich ein Lot und eine Schrige zur Geraden AXH
immer. Daraus folgt die gewohnliche Theorie der Parallelen,
also 9’44 <C B + < C = 2 Rechte.

In andern Beweisen macht LLegendre Gebrauch von ana-
lytischen Schliissen und auch in irrtiimlicher Weise von unend-
lichen Grofen, :

Wolfgang Bolyai [1775—18560].

§ 29. In diesem Kapitel wird auch des ungarischen Geo-
meters W. Bolyai gedacht, der sich seit seiner Gottinger Stu-
dienzeit [ 1796—0gq] mit der Parallelentheorie beschaftigte, wahr-
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scheinlich auf Rat von Kdstner und des jungen Professors der
Astronomie K, F, Seyffer [1762—1822], mit dem er freund-
schaftlich verkehrte.

1804 schickte er an GauB, seinen Gottinger Stud;enfreund
eine ,, Theoria Parallelarum*, die einen Versuch des Beweises
der Existenz diquidistanter Geraden enthielt.! GauB widerlegte
diesen Beweis. Bolyai horte aber deswegen nicht auf, sich
mit dem XI. Axiom zu beschiftigen, doch gelang es ihm nur
das Axiom durch andere von grofierer oder geringerer Selbst-
verstandlichkeit zu ersetzen. So gelangte er dazu, an der Be-
weisbarkeit zu zweifeln und die Unmoglichkeit der Zurick-
fiihrung der euklidischen Hypothese einzusehen, weil
[wie er versichert] die aus der Verneinung des XI. Axioms
abgeleiteten Folgerungen den Grundsitzen der Geometrie nicht
widersprechen koénnen, insofern, als die gemeinhin angenom-
menen Gesetze iber den Schnitt zweier Geraden eine neue
Tatsache darstellen, unabhangig von den andern ihnen voraus-
gehenden. ?

Wolfgang stellte seine Ansichten iiber die Grundlagen der
Mathematik in dem Werk: ,,7enfamen juventutem studiosam in
elementa Matheseos .. ** | 1832—35] zusammen und im besondern
seine Untersuchungen iiber das Axiom XI, indem er bei jedem
Versuch die neue Hypothese ins Licht setzte, die zur strengen
Durchfihrung des Beweises notig war.

Auf folgendes wichtige Postulat fiihrt Wolfgang das eukli-
dische zuriick: Vier Punkte, die nicht auf einer Ebene

! Die Theoria Parallelarum ist lateinisch und in deutscher Uberset-
zung verdffentlicht von den Herren Stickel und Engel in Bd. XLIX
der Math. Ann., S, 168—z205 (1897).

* Vgl. Stiickel, Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie
durch J. Bolyai. Math. u. Naturw. Ber. aus Ungarn, t. XVII (1901) und
die zusammenfassende Darstellung: Urkunden zur Geschichte der nicht-
euklidischen Geometrie II, 1 und 2. Wolfgang und Johann Bolyai
von P. Stickel. Leipzig 1913. Wir wollen dieses Werk i. F. immer
mit ,,Bolyai* anfiithren.
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liegen, liegen immer auf einer Kugel, oder, was dasselbe
besagt: drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte
gehoren immer einem Kreise an.!

Man kann das euklidische Postulat so daraus ableiten: Es

sei 4B senkrecht zu BA" und <L BAA'< —1:--, wobei 4" und &’

auf derselben Seite von 45 liegen. Will man nun zeigen, daf
es durch jeden Punkt auBerhalb einer Geraden nur eine Nicht-
schneidende gibt, so hat man nur nachzuweisen, da 44" und
B B’', gehorig verlingert, einander schneiden. Dieser Schnitt-
punkt aber wird eben durch das Bolyaische Postulat gewihr-
leistet, namlich als Mittelpunkt des Kreises durch 1/ (auf 42)
und seine gewill nicht mit 77 in einer Geraden liegenden Spiegel-
bilder /' (an AA") und M” (an B B’).

Friedrich Ludwig Wachter |1792—1317].

§ 30. Nachdem man eingesehen hatte, daB das euklidische
Postulat von der Moglichkeit abhdngt, einen Kreis durch drei
beliebige nicht auf einer Geraden gelegene Punkte zu ziehen,
ergab sich von selbst der Gedanke, die Existenz eines so be-
schaffenen Kreises zu beweisen, vor jeder Untersuchung iiber
die Parallelen.

Ein Versuch in dieser Richtung wurde von F, L. Wachter
gemacht,

Wachter, ein Schiiler von Gaufl in Gottingen [1809] und
Professor der Mathematik am Gymnasium zu Danzig, beschif-
tigte sich zu wiederholten Malen mit dem Beweis des Postu-
lats, und glaubte sein Ziel erreicht zu haben zuerst in einem
Brief an GauB [Dezember 1816] und dann in einem 1817 in
Danzig gedruckten Werkchen.®

*

! Vgl. W. Bolyai, Kurzer Grundril cines Versuchs usw., S. 46.
Maros Vasarhely 1851, abgedruckt in Bolyai 2, 5. 119 —179. — Man
beachte auch den folgenden Paragraphen.

* Demonstratio axiomatis geometrici in Euclideis undecimi,
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In dieser Veroffentlichung sucht er vergeblich zu beweisen,
daB durch vier beliebige Punkte im Raum [die nicht einer Ebene
angehoren] eine Kugel geht, wobei er sich auf das Postulat
stiitzt: Vier Punkte im Raum bestimmen véllig eine
Fliche [die Fliche der vier Punkte] und zwei solche
Flachen schneiden sich in einer einzigen Linie, die
durch drei Punkte v6llig bestimmt ist,

In dem Brief an Gaufi, wo von der Grenzfliche einer Kugel
die Rede ist, deren Halbmesser ins Unendliche wachst, be-
hauptet Wachter, daB auf ihr auch im Fall der Falsch-
heit des V. Postulats eine Geometrie gelten wiirde,
die mit der der gewdhnlichen Ebene identisch ist.

Diese Behauptung ist von groBter Wichtigkeit, denn hier
taucht eines der wichtigsten Ergebnisse auf, das in dem der
Saccherischen Hypothese des spitzen Winkels entsprechen-
den genmetnschen System gilt. [Vgl. § 31, 3, § 40, 2 und § 64.]*

1 Uber Wachter vgl. P. Stiickel, Friedrich Ludwig Wachter, ein
Beitrag zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie, Math. Ann,,
Bd. LIV, S. 49—85 (1901). In diesem Aufsatz sind die Briefe von
‘W“Lch ter iber den Gegenstand wiedergegeben und das oben angef"uhrte

Werkchen von 18I7.



Drittes Kapitel

Die klassische Zeit der nichteuklidischen
Geometrie.

C. F. GauB [1777—1855].

§ 31. Karl Friedrich GauB, der princeps mathematicorum,
ist zu den ersten Schopfern der nichteuklidischen Geometrie zu
rechnen, der er auch den Namen gab. Ein Lehrgebidude hat
er aber nicht errichtet; den Reiz zur geschlossenen Darstellung
nahm ihm, wie er am 27. 1. 1829 an Bessel schrieb, die Scheu
vor dem ,,Geschrei der Bootiers. So kannte man bis zur Druck-
legung von Band VI1II der Werke [1go0] auBer einzelnen Brief-
stellen, die, wie z. B. die Inhaltsformel fiir den nichteuklidi-
schen Kreis in einem Brief an Schumacher vom 12. VIL. 1831,
eine tiefergehende Kenntnis verraten, im wesentlichen nur eine
Reihe scharfsinniger und vernichtender Besprechungen von ver-
ungliickten Beweisversuchen des Euklidischen Postulats,

Sein miihsames, schon friih jedenfalls durch Gottinger An-
regungen [Kdstner,Kliigel] erwecktes und durch miindlichen
und schriftlichen Austausch von Gedanken insbesondere mit
dem Freunde Wolfgang Bolyai wachgehaltenes Ringen mit
der ,,partie honteuse®, dem euklidischen Postulat, hat in jiing-
ster Zeit nochmals Stdckel zusammenfassend dargestellt.!

! Materialien fiir eine wissenschafiliche Biographie von Gaufl Heft V.
C. F. Gaull als Geometer. Leipzig 1918. — Das Wort von Stickel
(Math. Ann. 49, 5. 157, 1897), ,,daB die Erkenntnis von der logischen
Unanfechtbarkeit der nichteuklidischen Geometrie Gaul nicht durch
eine geniale Intuition zuteil geworden ist, sondern dall er sie erst in
hartem Kampfe gegen das alte Vorurteil errungen hat®, ist in vollem
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Ihm verdanken wir auch die Erklarungen zu den meist sehr
kurzen Andeutungen, die eben in Band VIII veroffentlicht sind,
Andeutungen, die den Gipfeln eines noch im Meere ruhenden
groBen Kontinents gleichen. Es seien hier genannt:

1. ,,Zur Theorie der Parallellinien*. Werke VIII, S. 202 bis
209. Die wesentlichen Eigenschaften, welche die nichteuklidi-
schen Parallelen mit den FEuklidischen [und den Clifford-
schen (§ 88—8¢)] gemein haben, nimlich Unabhingigkeit der
Eigenschaft vom Ausgangspunkt, Gegenseitigkeit und Transiti-
vitat, sind hier entwickelt. Der Ort der , korrespondierenden
Punkte* auf den Geraden eines Parallelbiischels?, die Trope
[der Grenzkreis] wird besprochen. Diese Notiz stammt vermut-
lich aus dem Jahre 1831.

2, ,,Bemerkungen zur Kubatur der Pyramiden.* Werke VIII,
S. 228 und 232—233, aus dem ,,Handbuch*, die erste wohl
aufgezeichnet bei Entwurf des folgenden Briefes.

3. ,,Brief an Wolfgang Bolyai vom 6. Mirz 1832 [Werke
VIII, S. 220—224], worin die Begriffe Paracykl [Grenzkreis],
Parasphdre [Grenzkugel], sowie Hypercykl [ebene Kurve kon-
stanten Abstands von einer Geraden] und Hypersphére [Fliche
konstanten Abstands von einer Ebene] aufgestellt werden und
der Nachweis erbracht wird, daB der Inhalt eines Dreiecks mit
den Winkeln «, B, ¥ dem Defekt m — a — B — 7y proportional ist.

4. ,,Die sphirische und die nichteuklidische Geometrie.*
Werke VIII, S. 254—257. Hier wird der Nachweis erbracht,
daB in einer zweidimensionalen Geometrie mit frei beweglichen
Figuren aus der Giltigkeit der euklidischen Geometrie fiir ,,un-
endlich kleine* Dreiecke dann fiir ,,endliche* Dreiecke die
euklidische, nichteuklidische oder sphirische Geometrie be-

Einklang mit dem Ergebnis. auch der spiteren Forschungen. Auf die
Bedeutung der Forschungen Gaullens iber Flichentheorie fiir die nicht-
euklidische Geometrie kommen wir an anderer Stelle (§ 77) zu sprechen,

* Die Punkte 4 und E auf den Parallelen 44" und BB heillen
»korrespondierend®, wenn < BAA =< ABB"
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stehen muB.! Der Zettel, aus den Jahren 1840—1846 stam-
mend, fand sich als Einlage in dem Handexemplar Gaussens
von N. ]J. Lobatschefskijs Geometrischen Untersuchungen
zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840. — Ein interessanter
Vorldufer dazu ist die ,,Scheda‘ aus dem Jahre 1801 [Werke
X 1,1917, 8. 451], die einer eingehenden Erklirung bedurfte.

§ 32. Wir geben hier die Hauptsache von (1) wieder und
bemerken noch, daB Gauf — ebenso wie J. Bolyai und Lo-

B
N “\
N

A >M /.%
A oy > M
A
C¥
|
Fig. 28, Fig. 20.

batschefskij — die Existenz einer Geraden AV, die zwischen
den A3 Schneidenden und den Nichtschneidenden die Grenze
bildet, nichts als Postulat faBt, wie spater Hilbert? sondern
sie als selbstverstindlich annimmt.

GaubB definiert die Parallelen so:

Wenn (Fig. 28) die Geraden AM ..., BN ...einander
nicht schneiden, jede durch 4 zwischen AW ... und
AB ... gelegte Gerade hingegen die #/N... schnei-
det: so heiBt A ... mit BN ... parallel. |

Bei der GauBschen Definition scheint der Punkt A4 eine be-

! S, unten § 38.

* D. Hilbert, Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskijschen
(Geometrie, Math. Ann, 57 (1903), S. 137—150. — Abdruck in D, Hil-
bert, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. (Leipzig 1909), Anhang III.
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sondere Bedeutung zu haben, weshalb man notwendig beweisen
mufl, daf die Paraliele 43/ von A unabhingig ist.

Diese Unabhiangigkeit beweist Gaufl folgendermafen:

Nimmt man (Fig. 29) anstatt 4 einen andern Anfangspunkt
A auf der Linie AN ..., zieht durch A" zwischen AW ...
und A'B die Gerade A'P in beliebiger Richtung, und durch
einen Punkt Q zwischen 4" und P die Gerade 4Q .. ., so wird
solche (Definition) die ANV ... schneiden, woraus von selbst
klar ist, da auch Q2. .. die BN ... schneiden wird.

&
2
.-I'# \
o N

£ 2

A e

:Ilr
=2

Fig. 30.

Nimmt man (Fig. 30) aber A" auf der riickwirts fortgesetzten
AM. .. und zieht durch 4" zwischen A3/ ... und 4B ... in
beliebiger Richtung die Gerade A'P, verlingert solche riick-
warts und nimmt darauf einen beliebigen Punkt (), so wird
QA...die BN... schneiden (Definition), z. B. in R. AP ist
also in der geschlossenen Figur A"AR S und wird daher eine
der vier Seiten A4, AR, RB, B A schneiden, offenbar muf
dies aber die dritte A /5 sein, daher also auch A.7... mit
BN, .. parallel ist.

Aus der Definition der Parallelen ergibt sich auch nicht von
selbst die Gegenseitigkeit des Parallelismus, das will sagen,
daB auch BNV zu AN parallel ist. Diese Eigenschaft ist der
Gegenstand des folgenden schonen Beweises von GauB. (s.

Fig. 31.)
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,Es ist verstattet ad» und ¢d» zu vertauschen.*
Es sei (Fig. 31) 1 und 2 parallel. Wire nun nicht 2 mit 1
parallel, so sei ¢4 mit 1 parallel. Es sei ca senkrecht auf 1 und

ach=ach = Ldcd'.

Ferner cbe = cb'h. Es wird also be die 2 schneiden in ¢

[ .

b g i 1 8 2
g e »
b
_.-"';{M

P e
J"-.-F’Hr- -\1-\"\."_\-
C ey e &

Fig. 3.

Macht man nun #'g = b¢/, so wird ¢g und ¢d’ mit ¢4 einerlei
Winkel machen, welches absurd ist.

SchlieBlich beweist er, daB zwei zu einer dritten parallele
Gerade zueinander parallel sind (Transitivitat).

Lehrsatz. Ist die Gerade
1 sowohl mit 2 als mit 3 par-
allel, so ist auch 2 mit 3 par-
allel.

Beweis: Erster Fall,
wenn (Fig. 32) 1 zwischen 2 3
und 3 liegt, Es seien 4, 2 B
Punkte auf 2 und 3 und A5
schneide die 1 in . Durch
A ziehe man eine beliebige
Gerade AD ... zwischen 2 und 47, welche also 1 schnei-
den wird; da dieses von jeder AD ... gilt, so ist 2 mit 3
parallel.

Zweiter Fall, wenn (Fig. 33) 1 aufierhalb 2 und 3 liegt.
Es liege 2 zwischen 1 und 3. Ware 2 mit 3 nicht parallel, so
1aBt sich durch einen beliebigen Punkt von 3 eine von 3 ver-

Fig. 32,
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schiedene Gerade ziehen, die mit 2 parallel ist. Diese ist also
vermoge des ersten Falls auch mit 1 parallel, welches absurd ist.

Hier ist zu bemerken, dafl Gauf stillschweigend meint den
Parallelismus in einem gegebenem Sinn. Im der Tat,

; seine Definition der Parallelen
betrachtet die von 4 auf einem
bestimmten Ufer der Transversale
AR, z. B. dem rechten, ausgehen-
den Strahlen, so zwar, daB man
AM die Parallele zu 2V nach
rechts hin nennen miiBte. Die
Parallele zu BV nach links hin ist nicht notwendig A, diese
Voraussetzung wiirde vielmehr auf eine dem euklidischen Po-
stulat dquivalente Hypothese hinauskommen.

§ 33. Der geschichtlichen Entwicklung vorgreifend bringen
wir des Zusammenhangs wegen an dieser Stelle eine Konstruk-
tion von Hilbert fir das gemeinsame Lot zweier einander
nicht schneidenden und nicht parallelen Geraden, dessen Exi-
stenz keiner seiner Vorginger auf elementarem Wege erwie-

A sen hat.
\hd 0 0 C Von den Punk-
B

Wl P ten 4 und 4, der

f__..—-“" f_,:-"i einen Geraden fallt

L J‘_,f" man die Lote A#
i = und 4,4, auf die

£ F R R,-\‘\\__ zweite; es sei AF

<A, F,.Dannmacht
wan F B = FA.
Trigt man dann in B, den Winkel o = 9 #'4C an, so schnei-
det der zweite Schenkel des Winkels die erste Gerade reell,
was leicht durch Betrachtung der durch /" zu AC gezogenen
Parallelen bewiesen werden kann. Es sei @ dieser Schnitt-
punkt. Macht man dann AQ, = B(Q, so sind die Dreiecke
B QF, und AQF kongruent, daher auch die Dreiecke FOR

Fig. 34.
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und FQ,R,, die bei R bez. R, rechte Winkel haben. Hier-
mit sind also zwei Punkte Q und (), gefunden, die von der
zweiten Geraden den gleichen Abstand haben. Die Verbin-
dungslinie der Mitten von Q @, und R R, steht dann auf bei-
den Geraden senkrecht.!

Damit sind dann drei Arten linearer Strahlbiischel bekannt:
Die Gesamtheit der Geraden durch einen reellen Punkt (7),
die Gesamtheit der Geraden, die — einseitig — parallel sind,
oder, in Hilberts bezeichnender Ausdrucksweise, ein Ende
(£) gemein haben und endlich die Gesamtheit aller Geraden,
die auf einer und derselben Geraden senkrecht stehen, oder,
wie wir sagen wollen, einen ,idealen Punkt* / gemein haben,
Zwei ,,Punkte® haben im allgemeinen eine (reelle) Verbindungs-
linie, nur diirfen im letzten Falle die Geraden, auf denen die
gesuchte Gerade senkrecht stehen soll, weder einen 7 noch
ein % gemein haben.

Von den sechs Aufgaben, eine Gerade durch P 5, P A,,
PL, EE, EF, I zulegen, sind die erste und die dritte
trivial, die sechste hat Hilbert gelost, die zweite und vierte
haben ihre Geschichte, die noch zu besprechen ist; die dritte
endlich ist leicht auf die vierte zuriickzufiihren. Ein , Ende¢
wird bei den Aufgaben immer vorgeschrieben gedacht in Ge-
stalt irgendeiner Geraden, zu der die gesuchte in vorgeschrie-
benem Sinn parallel sein soll.

§ 34. Der Inhalt des Dreiecks. Wir wollen ein Dreieck
(einfach, zweifach, dreifach) asymptotisch nennen, je nach-
dem eine, zwei oder alle drei Ecken ,,Enden* sind. Schlecht-
weg ,asymptotisch* soll ein Dreieck heifien, wenn alle drei
Ecken im Unendlichen liegen, jede Seite also nach ihren bei-
den Richtungen hin zu je einer der beiden anderen parallel
ist. In dem erwdhnten Brief an W. Bolyai postuliert GauB

' Hilbert a. a, O. (Grundlagen), S, 162. — Anderer Existensbeweis

und andere Konstruktion des gemeinsamen Lotes bei Liebmann,
Nichteukl, Geom., S, 25—27.
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fiir das asymptotische Dreieck einen endlichen Inhalt 4w, Dar-
aus kann er dann die Inhaltsformel

ANABC=k(im—oa—B—7)

folgendermaBen ableiten. Es sei 2 ein Punkt auf einer Seite
eines (dreifach) asymptotischen Dreiecks, d und w — d die Win-
kel, die die Verbindungslinie mit dem der Seite gegeniiberlie-
genden Ende und die beiden Teile der Seite einschlieBen.
Auf diese Weise ist das Dreieck in zwei zweifach asymptotische
Dreiecke zerlegt, deren Inhalte nur von d, bez. m — d abhidngen

AABD = kf(d), AADC = kf(m — b).

Es ist dann S) + flm— b)) =,
also wegen f(0) = m und f{m) = o
J)=mn—b.

Ist sodann 475 C ein zweifach asymptotisches Dreieck mit
den Winkeln a, f, 0 und 4, und 5, die Enden der verlinger-
ten Strecken Z4 und 475, so erhdlt man, indem man noch
mit 4, und 5, verbindet:

kv =AA4B,C=AAAC+ AABC + A CBB,
— k- a4+ AABC+ k- B,
also A ABC = k(m — o — B)-

Sind alle drei Winkel 45 C von Null verschieden und ist «
der grobte, so verlingert man AC bis zum Ende C;, A5 bis
zum Ende 7, und verbindet (', mit # und Z,. Bezeichnet man
<C BB C; mit d, 92 C; B C mit ¢, so erhalt man (mit Ricksicht
auf 8 + e =m — fB): |

DA BGiss N BIC, <o\ BB C, &INCIRIC
=ktm—a—mt+d—mt+ednT—1)
= ki — e f— 1k

Diese Ableitung setzt noch voraus, daB ein (dreifach) asym-
ptotisches Dreieck endlichen Inhalt hat. Sie kann durch eine
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andere ersetzt werden, die mit Hilfe der fiir die sphirischen
Dreiecke von Gerwien [1833] gegebenen Konstruktion zeigt,
daB der Inhalt jedes Dreiecks seinem Defekt proportional ist.
Die Inhaltsformel fiir das asymptotische Dreieck erscheint dann
nicht als Ausgangspunkt, sondern als Folgerung, so daB die
stillschweigend gemachte Hypothese von der Endlichkeit
seines Inhalts entbehrlich wird.!

Ferdinand Karl Schweikart [1780—1859].

§ 35. Gleichzeitig mit und unabhédngig-von den Gaub-
schen Untersuchungen sind die des Professors der Jurispru-
denz F. K. Schweikart? der 1807 ,,Die Theorie der Par-
allellinien nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung
aus der Geometrie' veroffentlichte, in der er Kliigel und
Lambert zitiert, iibrigens nicht etwa das euklidische Postulat
. beseitigen, sondern als Ankniipfungspunkt und Grundlage das
Parallelogramm einsetzen will.

Das Zeugnis seiner nichteuklidischen Forschungen ist die

folgende, im Dezember 1818 fiir Gaufl an Gerling iiber-

gebene?
[ Notiz.]

»Es gibt eine zwiefache Geometrie — eine Geometrie im

engern Sinn —, die euklidische, und eine astralische Grofien-
lehre.

wDie Dreiecke der letzteren haben das Eigene, dal die
Summe der drei Winkel nicht zwei Rechten gleich ist,

—_— —

! Liebmann, N. E, G., 2. Aufl,; 5. 50—56. Finzel, Die Lehre
vom Flicheninhalt. Diss. Strallburg 1911. Lobatschefskij hat (vgl.
S. 266 des § 37 angefihrten Werkes) einmal den Irrtum begangen, zu
glauben, dall jedes Dreieck sich in ein rechtwinkliges verwandeln liefie!

* Er studierte Recht an der Universitit Marburg und besuchte von
1796—1798 die mathematischen Vorlesungen, welche an der Universitiit
Professor J. K. F. Hauff hielt, der Verfasser von mehreren Schriften
iber die Parallelen. S. Th. d. P., 5. 243.

5 GauB Werke VIII, S. 180—181.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie, 2, Aufl. 5
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»Dies vorausgesetzt, 148t es sich auf das strengste beweisen

a) daB die Summe der drei Winkel kleiner als zwei Rechte
sei;

b) daB die Summe immer kleiner werde, je mehr Inhalt das

Dreieck umfaBt;
c) daB die Hohe eines rechtwinklig-gleichschenkligen Drei-

ecks zwar immer zunimmt, je mehr man die Schenkel
verlingert, daB sie aber eine gewisse
Linie, die ich die’Konstante’nenne,
nicht tibersteigen kénne.!

,Die Quadrate haben daher fol-
gende Gestalt (Fig. 35).

,Ist diese Konstante fiir uns die
halbe Erdachse (wonach jede im Welt-
raume von einem Fixstern zum an-
dern, die 9o voneinander entfernt
sind, gezogene Linie eine Tangente
der Erdkugel sein wiirde), so ist sie
in Beziehung auf die, im téglichen Leben vorkommenden,
Riume unendlich groB.

»Die euklidische Geometrie gilt nur unter der Voraussetzung,
daB die Konstante unendlich grof sei, Nur dann ist es wakhr,
daf die drei Winkel eines jeden Dreiecks zwei Rechten
gleich seien; auch laft sich dieses, sowie man sich den Satz,
daB die Konstante unendlich groB sei, geben laBt, leicht be-
weisen.**

Fig. 35.

! Der Zusammenhang der Schweikartschen Konstanten ¢ mit der
von Lobatschefskij gewihlten Streckeneinheit # ist durch die For-
mel (§ 36) gegeben a

tg—éﬂ{ﬂj =c k.

a wird gleich C, wenn TT(a) gleich ; ist, es ist also

C = klogcot —3“:



Taurinus 6 7

Im Méarz 1819 antwortete Gaul an Gerling inbetreff der
Astralgeometrie, lobt Schweikart und erklirt seine Zu-
stimmung zu allem, was das ihm geschickte Blittchen enthalt.
Er figt hinzu, daB er die Astralgeometrie so weit ausge-
bildet hat, daB er alle Aufgaben vollstindig l6sen kann, sobald
die Konstante von Schweikart gegeben ist,

Franz Adolf Taurinus [1794—1874].

§ 36. Schweikart hat auch seinen Neffen Taurinus! an-
geregt [1820], sich mit der Astralgeometrie zu beschifs
tigen, und es ist eine seltsame Entwicklung, daB der Neffe den
Onkel in mancher Hinsicht weit iiberholte, indem er in seinen
Geomelriac prima elementa [Koln 1826] die nichteuklidische oder
.Jlogarithmisch-sphérische* Trigonometrie aufbaute, an theore-
tischer Einsicht aber hinter ihm zurickblieb — er war und
blieb tiberzeugt von der Wahrheit des V. Postulats.

Taurinus geht hier den spater von Lobatschefskij be-
schrittenen Weg einer analytischen Konstruktion. Vom Cosinus-
satz der sphérischen Trigonometrie

cos — msaEr csﬂ+s'n£'si ‘. cos a
o == — + COS — In — 8in — - CO
& & ~ & £

ausgehend, ersetzt er den reellen Radius # durch den imagi-

niren 7k [wo 7 = y— 1]. Die von Taurinus erhaltene For-
mel kann mit Hilfe von Anwendung der hyperbolischen

T — e s ——

1 Die grofle Bedeutung von Schweikart und Taurinus fiir die
Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie wurde aufgedeckt und ins
Licht gesetzt von den Herren Stickel und Engel, die in der ,,Th,
d. P.* ihnen ein ganzes Kapitel widmen (S. 237—286) und die wich-
tigsten Stellen der Werke von Taurinus wiedergeben, sowie einige
Briefe, die zwischen ihm, Gaul und Schweikart gewechselt wurden.
Man vergleiche noch den Artikel von Stickel iiber ,,Franz Adolph
Taurinus*, Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik IX, S. 397
bis 427 (1899).

5#
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Funktionen! in folgender Form geschrieben werden:
a b c b ¢
(1) ch—=ch— ch— — sh—- sh— cos a.

wird also wieder reell, was wesentlich ist,
Fir Taurinus blieb die ,,Jogarithmisch- sphirische* Trigono-
metrie ein unwirkliches Gedankending — und doch drang er

! Zur Bequemlichkeit fiir den Leser erinnern wir an die analytische
Definition und die Haupteigenschaften der hyperbolischen Funk-
tionen:

& - T x x% AP
FHE = — —3——-—— e -f-!- -.-!-- E—[—- -[— :;! + oA
FaZ -+ g 2 P
{1} L c&.xz"'“""'?“m"': I +; +q-_!+li "
LS - 5 e
i—'_&.‘l—‘=£—-——-g—; f.‘,',.&,x'=f +E-.,..,.
h £r+£—z : i =

Vergleicht man mit den bekannten Entwicklungen

£ —1
etF x a3 LN 4l
S5l X = ———— = — — + -
27 ! 3! g!
fx | —fx s 4
& & x x
an PSR B S R
2 2! 4!
I Ef.f_ﬂ"'f.-t' ,'ﬁ'tlr—l_ E—I.f i
| [Bxm= — —— T e e T’
i 7% I ra Pt AR

so siecht man leicht, daf die Kreisfunktionen und die hyperbolischen
durch die folgenden Beziehungen verkniipft sind:
tsha = sin (ix); ithx =te(x
() { (_ ) J g (%)
chx =cos(ix); — icthx = cotg(ix).

Diese letzteren gestatten die Fundamentalformeln der Goniometrie in die
entsprechenden fur die hyperbolischen Funktionen umzuwandeln, Es
sind dies folgende:

I chix —shix =1
(IV) shlx =+ y)=shxchy + shychx
l chi(x i_y) =chxchy j: shxshy.



Logarithmisch - sphiirische Trigonometrie 69

in diesem Gebiet sehr weit vor. Er kennt das asymptotische
Dreieck, dem wir bei Gaull begegnet sind; er gewinnt die

Formeln " A
2mksh -, und 21‘[&9(:.& o I)

fir Umfang und Inhalt des Kreises vom Radius », ebenso die
Formeln

2 .z8 T 5 40 Bl
4 Tk sh g und 4wk (Eﬁ - ch - k)

fiir Oberfliche und Inhalt der Kugel. Er gewinnt aus dem po-
laren Cosinussatz der sphirischen Trigonometrie

X

k&

den entsprechenden der logarithmisch-sphirischen Trigono-
meftrie

cos ¢t = — cos B cosy + sin B sin ¥ cos

" i. Iﬂ:
cosqa = — cosfB cosy -+ sinf siny m&—;

und erhilt aus ihm, indem er 0. = o und y = go° setzt die Be-
ziehung zwischen den Grofien, die wir jetzt mitLobatschefskij
als ,, Lot und ,,zugehorigen Parallelwinkel“ benennen,

@ I
CE = o
und die, wenn man £ = 1 setzt und den Parallelwinkel mit
TT(z) bezeichnet, sich schreibt:
1

sin TT(a)’
woraus wegen
1 I

sin TT(a) ST (tg % Tiia) it cot % n{a})

die Formel in ibhrer durch Lobatschefskij klassisch gewor-
denen Gestalt

tang 1 TT(a) = ¢~
folgt. —

Es ist ein seltsamer Streich des Dimons, der die Forscher
leitet: Lambert ahnte, wie wir oben gesehen haben [§ 21],
daB die ,zwote Hypothese*, die ,,des spitzen Winkels*, auf
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&

der Kugel mit imagindrem Radiuvs gilt, auch hat er sich ein-
gehend mit den hyperbolischen Funktionen ¢4, s4 beschiftigt —
aber er stellte die Beziehung nicht her. Taurinus dagegen
findet und verwendet sie sachgemidl — gibt aber den Glauben
an das Euklidische Postulat nicht auf.?

N. I. Lobatschefskij [1793—1856].

§ 37. Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij? geboren
den 22. Oktober (2. November) 1793 im Gouvernement Nischnij-
Noéwgorod, gestorben am 12. (24.) Februar 1856 in Kasan, hat
mit ziher Kraft und unermiidlicher Ausdauer das Lehrgebdude
der nichteuklidischen Geometrie in einer Reihe von Arbeiten
begriindet, von den verschiedensten Gesichtspunkten aus dar-
gestellt und daraus die Nutzanwendung auch fiir die Zwecke
der Analysis gezogen. Im Ganzen unterscheidet ihn von I. Bo-
lyai die viel weitergehende Durchbildung der Formeln, die
Durchdringung der Raumgeometrie und die weitausschaunende
allgemeine Axiomatik. So verbindet er mit der Gedankenkiihn-
heit des Schnes Johann die tiefzehende Beddichtigkeit des
Vaters Wolfgang Bolyai.

Die Anregung zur Beschiftigung mit dem heikeln Gegenstand
geht wohl auf J. M. C, Bartels [1769—1836] den Freund von
GauB zuriick, der 1807 als Professor nach Kasan berufen
wurde. Auch seine Entwicklung beginnt mit Beweisversuchen
des Euklidischen Postulates, bald aber bahnt er sich den rich-
tigen Weg.

1 Vel. Stickel, Bemerkuﬁgcn zu- Lamberts Theorie der Parallel-
linien. Bibl. Math., S. 107—110 (1899).

2 Was hlstonﬁche und kritische Bemerkungen Gber Lobatsch cfsku
betrifft, so verweisen wir €in fiir allemal auf den Band von F. Engel:
N. J. Lobatschefskij, Zwei gcometrische Abhandlungen aus dem
Russischen iibersetzt mit Anmerkungen und mit einer Biographie des
Verfassers. Leipzig 1899, Teubner. — Wir fiihren dieses Werk infolge

an  als ,,Lobatschefskij**. Daselbst S. 446—449 ein vollstindiges Ver-
zeichnis seiner Schriften.
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1815 beschiftigte sich Lobetschefskij schon mit den Par-
allelen und in einem seiner Manuskripte zu den Vorlesungen
von 1815—1817 finden sich einige Versuche zum Beweis des
V. Postulats und Untersuchungen é&hnlich denen von Le-
gendre. Aber erst nach 1825 hat er die imagindre Geo-
metrie erdacht. Das geht aus einer geschriebenen Abhand-
lung von ihm iiber die elementare Geometrie hervor, wo gesagt
wird, daB man keinen Beweis des V. Postulats besitzt, aber
dal ein solcher Beweis nicht unmoglich sein kann.

Zwischen 1813 und 1825 richteten sich Lobatschefskijs
Gedanken auf eine Geometrie, die unabhéngig von der Hypo-
these des Euklid ist, und die erste Frucht seiner neuen Stu-
dien ist die ,, Exposition succincle des principes de la géoméirie avec
une démonsiration rigoureuse du théoréme des paralléles*, die er am
12, [24.] Februar 1826 der physiko- mathemat:schen Abteilung
der Universitit vorlegte,

18290—1830 gab er dann eine Abhandlung ,,Uber die An-
fangsgriinde der Geometrie* in Druck?, die den Haupt-
teil seiner vorhergehenden ,,Vorlesung* enthielt und weitere
Anwendungen der neuen Theorie auf die Analysis. Der Reihe
nach kamen dann heraus die ,Imaginire Geometrie*
[1835]% die ,neuen Anfangsgriinde der Geometrie,
mit einer vollstindigen Theorie der Parallellinien*
[1835—1838]% die,,Anwendungen der imaginidren Geo-
metrie auf einige Intgrale* [1836]%, dann die ,,Géométrie

! Kasaner Bote. 1829—1830. — Geometrische Abhandlungen von
Lobatschefskij. Kasan 1883—1886. Bd. I, S. 1—67. — Deutsche
Ubersetzung von F. Engel, S. 1—66 des soeben genannten Werkes.

* Kasaner Gelehrte Schriften, 1835.-— Geom. Abh. Bd. I, S, 71—120.
— Deitsche Ubersetzung mit Anmerkungen von H. Liebmann. Abh.
z. Gesch. d. Math, XIX, S, 3—50. Leipzig 1904, Teubner,

8 Kasaner Gelehrte Schriften. 1835—1838. — Geom. Abh., Bd. I,
S. 219— 486. — Deutsche Ubersetzung von F. Engel in Lobatschefs-
kij, S. 67—235.

+ Kasaner Gelehrte Schriften. 1836. — Geom. Abh., Bd. I, S. 121
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imaginaire* [ 1837 ]! und 1840 das zusammenfassende Werkchen:
,Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Par-
allellinien*® das in deutscher Sprache geschrieben ist und
von Lobatschefskij bestimmt war, die Aufmerksamkeit der
Geometer- auf seine Untersuchungen zu lenken. Endlich dik-
tierte und veroffentlichte er 1855 in franzosischer und russischer
Sprache, ein Jabhr vor seinem Tod und bereits erblindet, eine
vollstindige Auseinandersetzung seines geometrischen Systems
unter dem Titel: ,,Pangéoméiric ou précis de géomélrie fondée sur
une théorie générale el rigoureuse des parallties*?®

§ 38. Die wichtigsten analytischen Ergebnisse von Loba-
tschefskij sind:

a) Fir Dreiecke mit sehr kleinen [unendlich kieinen] Seiten
kann man an Stelle der Formeln der imaginiren Trigono-
metrie wenigstens bis auf unendlich kleine GroéBen héherer
Ordnung die gewohnlichen trigonometrischen Formeln setzen.*

bis 218. — Deutsche Ubersetzung von H. Liebmann, S. 51—130 des
in Anm. 2 S. 71 genannten Buches.

! Crelles Journal, Bd. XVII, S. 295—320. — Geom. Abh. II,
S. 581—613.

* Berlin 1840, Neudruck 1887. — Geom. Abh. II, S. 553—578. —
Franzosische T'.'Therset:cung von J. Hoiiel, enthalten in den Mém. de
Bordeaux IV (1866) und auch in den ,,Recherches géométriques sur la
théorie des paralléles. Paris 1900, Hermann.

3 Sammlung gelehrter Abhandlungen, wverfait von Professoren der
kajiserlichen Universitit Kasan zur Erinnerung an ibr finfzigjihriges Be-
stehen. Bd. I, S. 279—340 (1856). — Geom. Abh,, Bd. 1I, S. 617—680.
— Italienische Ubersetzung von G. Battaglini im Giornale di Mat.,
T. V, S. 273—336 (1867). — Deutsche Ubersetzung von H. Liebmann,
Leipzig 1902. (Sammlung von Klassikern der exakten Wissenschaften
Nr. 130.) — Faksimile-Neudruck. Paris 1905.

* Umgekehrt kann die Annahme der Giltigkeit der euklidi-
schen Geometrie im Umendlichkleinen als Ausgangspunkt fir
die Ableitung der nichteuklidischen Geometrie beniitzt werden, und es
ist eine der interessantesten Entdeckungen bei der erncuten Durcharbei-
tung des Gaulischen Nachlasses, daB schon der Princeps mathematice-
rum diesen Weg beschritten sat. Vgl. Gaull’ Werke VIII, p. 255—264.
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b) Die Vertauschung der Seiten @, &, ¢ mit rein imagindren
Seiten za, 16, ic verwandelt die Formeln der imagindren Tri-
gonometrie in die Formeln der sphirischen Trigonometrie,

c) Fibrt man auf der Ebene oder im Raum ein Koordinaten-
system dhnlich dem gewohnlichen kartesianischen ein, so kann
man mit den Methoden der analytischen Geometrie die Langen
von Kurven, die Inhalte von Flichen, den Rauminhalt von Kor-
pern berechnen.

Da wir weiterhin (Kap. IV) von der Elementargeometrie ein
geschlossenes Bild auch unter Beriicksichtigung aller
spateren Fortschritte geben wollen, und da in diesem
systematischen Zusammenhang die Friichte seines Geistes voll
zur Geltung kommen, so wollen wir hier uns mit dem Urteil
begniigen, das GauB nach der Lektire der ,,Geometrischen
Untersuchungen** in einem Brief an Schumacher vom 28. No-
vember 1846 gefillt hat: ,,Sie wissen, daf ich schon seit 54 Jahren
(seit 1792) dieselbe Uberzeugung habe. ... Materiell fiir mich
Neues habe ich also im Lobatschefskyschen Werke nicht ge-
funden, aber die Entwicklung ist auf einem andern Wege ge-
macht, als ich selbst eingeschlagen habe, und zwar von Lo-
batschefsky auf eine meisterhafte Artin acht geome-
trischem Geiste*.

GauB meint damit die Heranziehung der Raumgeometrie
und der auf der Grenzkugel geltenden euklidischen Geometrie,
die Hilfsmittel also, denen wir auch bei Johann Bolyai be-
gegnen werden, die aber durch neuere Forschungen ebenso

e e amae

— Auf dtesem Prinzip ist das Werk von Flye St. Marie (Théorie
analytique sur la théorie des paralléles. Paris 1871) und W. Killings
Werk (Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Behandlung.
Leipzig 1885) aufgebaut. Die Abhandlung von M. Simon (Die Tri-
gonometrie in der absoluten Geometrie. Journal f. d. reine und angew.
Math. 109 [1892], S. 187—198) beginnt mit der dort nicht begriindeten
Annahme iiber eine Beziehung in einem zwar ,,unendlich sehmalen®
aber nicht in jeder Abmessung unendlich kleinem Dreieck und bedarf
also in dieser Hinsicht einer Erginzung.
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entbehrlich werden fiir die Begrindung der nichteuklidischen
ebenen Geometrie, wie die euklidische Raumgeometrie fiir die
Ableitung der sphirischen Trigonometrie. (Vgl. § 70—73.)

Hinsichtlich der Darstellungsweise miissen wir mit F. Engel,
insbesondere, was die ,,Anwendung der imaginaren Geometrie*
anbetrifft, dem Urteil von GauB beipflichten, daB sie ,mehr
einem verworrenen Walde gleichen, durch den es, ohne alle
Baume erst einzeln kennen gelernt zu haben, schwer ist, einen
Durchgang und Ubersicht zu finden®,

Dann kommt

daher -

§ 39. Lobatschefskij hat sich auch die
Aufgabe gestellt, aus kosmischen Dreiecken Auf-
schluf iber die Natur unseres Fixsternraumes
zu erhalten, ndmlich eine untere Grenze fiir die
durch die Beziehung

g3 (@)= *
bestimmte Streckeneinheit 4 zu finden, Zu die-
sem Zweck beniitzte er ein rechtwinkliges Drei-
eck A8 (C, wo die Seite B ( = a senkrecht der
Erdbahnhalbmesser ist und 4 ein Fixstern zur
Richtung B C. (Vgl. Fig. 36.) Wir bezeichnen
mit 2p die grote Parallaxe des Sterns. A.

TMM(e)> << ACB = % — 2p, woraus folgt:

T I —tg
5 I—]—taﬂg_g&
2 {Imtangﬁ

W&r haben dann bei der Annahme p-:: —

£ thang‘p

Uberdies weil

a .]D I —i— tang p

2 (tg 2 +~§—tg3;> + %tg"'ﬁ+-~)-

2182 3 (tgp + tg%s + tgSp + - ),

tg2p =141tg%p
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1 lich a
so wird endlic < <tg2p.

Nimmt man mit Lobatschefskij fiir 2 die Parallaxe des
Sirius, die 17,24 betragt, und fihrt man die Rechnung aus,
so kommt :‘I
- < 0,000006012.,

Die Streckeneinheit ist also mindestens gleich 166 320 Erd-
bahndurchmesser, sodall fiir terrestrische Dreiecke die eukli-
dische Geometrie mit mehr als geniigender Anndherung gilt.!

Johann Bolyai [1802—1860].

§ 40. Johann Bolyai? der Sohn Wolfgangs, geboren zu
Klausenburg am 135. Dezember 1802, gesiorben 27. Januar 1860
in Maros-Viasdrhely, gehort zu den frithreifen Genies. Er hat
schon als Schiiler der kaiserlichen Ingenieurakademie in Wien,
allen Warnungen seines Vaters zum Trotz, sich gemeinsam
mit seinem Freund Karl Szdsz [1798—1853] am Beweis des
Parallelenpostulats und an den Folgerungen aus seiner Nicht-
giltigkeit versucht. Am 23. November 1823 konnte er seinem
skeptischen Vater mitteilen: ... ,Ich habe so groBartige Sachen
hervorgebracht, daB ich selbst verbliifft war und daB es ewig
schade wire, wenn sie verloren gingen. Wenn Sie es sehn

! Vgl. S. 76—78 der oben S. 72 Anm. 3 genannten Ubersetzung der
Pangeometrie, ferner K. Schwarzschild, Vierteljahrsschrift der astr.
Gesellschaft, Berlin 1900, S. 337—347, und P. Harzer, Jahresber. d.
deutsch. Math. Ver. 17 (1908), S. 237—267. — H. Poincaré hat in
seinem bekannten Werk ,,Hypothese und Wissenschaft (Deutsch von
L. und F. Lindemann, 2. Aufl. 1906) nachdriicklichst darauf hinge-
wiesen, dall jede Abweichung der Messungen von den Gesetzén ‘der
enklidischen - Geometrie durchaus' physikalisch erklirt werden. kann,
und daf dem Erfahrungsraum immer: die Euklldlsche Gﬂﬂmeme zngrunde
gelegt werden kann, '

* Vgl hierzu das in § 29 angef‘uhrtﬂ: W"erh »Bolyai* von P SlackeI
und Schlesinger, J. Bolyai, Festrede gehalten am 16. Januar 1903.
Deutsche Math. Ver. 12 (1903), S. 165—194.
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werden, werden Sie es auch erkennen; jetzt kann ich nur =o-
viel sagen: dafl ich ausNichts eine neue Weltgeschaffen
habe*,

Der Vater wollte die Theorie als Anhang dem Tentamen
einverleiben, wies iibrigens darauf hin, dab eine rasche Ver-
offentlichung angebracht sei ,,da manche Dinge gleichsam eine
Epoche haben, wo sie dann an mehreren Orten aufgefunden
werden, gleichwie im Frihjahr die Veilchen mehrwirts ans
Licht kommen®,

1825 teilte Johann seine Arbeit seinem ehemaligen Lehrer
an der Kriegsakademie J. Walter vonEckwehr[1789—1857]
mit, doch ist {iber den Verbleib dieses Entwurfes nichts be-
kannt.! Die lateinische Bearbeitung iibergab Johann 1829 dem
Vater. Im Juni 1831 erschienen die ersten Sonderabziige mit
dem langen Titel: Appendix scienfiam spatii absolute veram ex-
hibens. a verilale aut falsitale Axiomatis XI Euclider, a priori haud
unquam decidenda, independentem; adjecla ad causam falsitatis qua-
dratura circuli geomelrica®

In engen Rahmen zusammengeprefit — sei es, um den Raum
eines Appendix nicht zu iiberschreiten, sei es, um mit einem
gewissen Stolz die Reife und Geschlossenheit zu unterstreichen —
gibt das Biichlein in 43 zum Teil sehr kurzen Paragraphen
einen vollstindigen, klassisch geschriebenen Abrif§ der ,,abso-
luten** Geometrie, d. h. der Geometrie in einer Fassung, die,
soweit dies irgend geht, offen 1afit, ob das alte Parallelenpo-
stulat oder das allgemeinere gilt, wonach durch einen Punkt
zwei nichtzusammenfallende Parallelen zu einer Geraden
gehn.

! Herr Stickel schrieb mir dariiber (5. Februar 1918): ,,Im Nach-
laB Wolfgangs wie Johanns fehlt dieses wichtige Schriftstiick. Frisch-
auf hat seiner Zeit auf meine Veranlassung bei der Familie v. Eckwehr
Nachforschungen angestellt, leider ohne Erfolg.®

* Prachtausgabe Budapest 1902. Ubersetzung in ,,Bolyai* II, S. 182
bis 216.
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Wir versuchen den Inhalt durch Stichworte und einige Leit-
satze zu charakterisieren:

1. Definition der Parallelen als asymptotischer Geraden und
ihrer Eigenschaften (Unabhingigkeit, Transitivitit usw.) unab-
hiangig vom Euklidischen Postulat,

2. Kreis und Kugel von unendlich grofiem Radius (ZLinea L,
superficies F'). Die Geometrie auf /7 ist identisch mit der gew6hn-
lichen Geometrie,

3. Durch konstruktiven Zusammenhang mit dem Paralleldrei-
kant gegebener Nachweis der absoluten Giiltigkeit der spha-
rischen Trigonometrie,

4. Ebene Trigonometrie, Berechnung von Flachen- und Raum-
inhalten. B

5. Verschiedene Konstruktionen, z. B. die Parallelenkon-
struktion, und die Quadratur des Kreises in speziellen
Féllen, —

Den ihm zugedachten Abzug erhielt GauB erst Anfang Fe-
bruar 1832 durch einen Bekannten der Bolyais, Baron von Zeyk
und auberte sich schon am 14. Februar dariber an Gerling:
»,Noch bemerke ich, daB ich dieser Tage eine kleine Schrift
aus Ungarn iiber die nichteuklidische Geometrie erhalten habe,
worin ich alle meine eigenenldeen undResultate wieder-
finde, mit grofer Eleganz entwickelt, obwohl in einer fiir jemand,
dem die Sache fremd ist, wegen der Konzentrierung etwas
schwer zu folgenden Form*,

Dem jungen Entdecker aber stellte Gauli am 6, Marz 1832
einen Meisterbrief aus, der, an Wolfgang gerichtet, den Ruhm
des Sohnes fiir alle Zeiten sichert: ,Jetzt Einiges iiber die Ar-
beit Deines Sohnes. Wenn ich damit anfange, daBl ich solche
nicht loben darf, so wirst Du wohl einen Augenblick stutzen:
aber ich kann nicht anders; sie loben hieffe mich selbst loben:
denn der ganze Inhalt der Schrift, der Weg, den Dein Sohn
eingeschlagen hat, und die Resultate, zu denen er gefiihrt hat,
kommen fast durchgehends mit meinen zum Teil schon seit
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30—35 Jahren angestellten Meditationen tiberein. In der Tat
bin ich dadurch auf das AuBerste iiberrascht.

Diesen Gipfel seines Erfolges sollte Johann Bolyai nicht
mehr iiberschreiten. So bewahrt Lobatschefskij entschieden
den Vorrang bei der Bestimmung des Tetraederinhaltes, einer
Aufgabe, die GauB in jenem ,,Meisterbrief* vorgeschlagen hatte,
wohl wissend, daB sie zu keinem einfachen Ergebnis fihrt. —

Traurig ist die Strandung bei dem vergeblichen Versuch, das
Parallelenpostulat Euklids doch noch durch vermeintliche
Widerspriiche in den Relationen zwischen den Abstinden von
finf Punkten im Raum erweisen zu wollen.! Auch diirfen wir
wohl davon absehn, seine peinlichen Anwandlungen, dem prin-
ceps mathematicorum den Kranz zue entreifen und seinen ihm
zufillig (im Druck) zuvorgekommenen Mitbewerber Loba-
tschefskij durch 6de Schulmeisterei herabzusetzen, hier zu
besprechen,

Dies gehort in das traurige und pathologisch so interessante
— leider unerschopfliche — Kapitel der Nervositit, die in ihrem
UbermaB an GroBen- und Verfolgungswahn streift. Fiir die Psy-
chologie des Forschers tiherhaupt ist es ein klassischer Beitrag
— das reine Bild, das uns Johann -Bolyai im Appendix von
der Hohe seines frihreifen Schaffens gibt, wiirde dadurch nur
getriibt werden. N

§ 41. Zur Charakteristik von J. Bolyais Bestreben, in der
absoluten Geometrie sich moglichster Kiirze zu bedienen,
wollen wir noch seine Zeichen

! Der Titel der Schrift von Johann, worin er diesen Beweis aus-
einandersetzen wollie, lautet: ,,Beweis des bis nun auf der Erde
immer noch zweifelhaft gewesenen, weltberihmten und, als
der gesammten Raum- und Bewegungslehre zu Grunde die-
nend, auch in der That allerhdchst wichtigsten 11, Euklid’-
schen Axioms. Von J. Bolyai von Bolya, k. k. Genie-Stabs-
hauptmann in Pension.,* Vgl. dariiber die Schrift von P. Stickel,
Untersuchungen aus der absoluten Geometrie aus Johann Bolyais Nach-
laB. Math. u, naturw. Berichte aus Ungarn XVIII, S. 280—307 (1902).
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Oa und @a
fir Umfang und Inbalt des Kreises vom Radius @ erwidhnen.

Spiter hat der belgische Geometer De Tilly! noch die Be-
zeichnung i

fiir das Verhiltnis des Bogens der Abstandslinie, des GauB-
schen Hypercykls zu dem Grundlinienstiick, iiber dem der Bogen
steht und von dem er den Abstand e hat, eingefiihrt. In dieser
Bezeichnung sind die Grundformeln fiir dasrechtwinklige Dreieck

AB Cmit den Winkeln 32 BCA=", 3 CAB=0, 3. ABC=§

2= ()¢ - 8ina, cosq = La. sinf,
(1) OQbé=Oc-sinf, 2) cosf = FEb. sing,
(3) Ec = Ea . Eb.

Bomnola? hat u. a. die folgende allgemeine Formel fiir das
rechtwinklige Dreieck hinzugefiigt

Ofa(Ea + Fb - Ec) + O - (£d + L - Fa)
= O (£c + Ea . E}),

In dieser allgemeinen Gestalt gelten die Formeln fiir die
euklidische und nichteuklidischen Geometrien.

ro A e A———

* De Tilly, Etudes de Mécanique abstraite. Mémoires couronnés
et autres Mémoires von der kgl. Akademie in Belgien, Bd. XXI (1870).
Man sehe auch von demselben Verfasser: Essai sur les principes fon-
damenteaux de la Géométrie et de la Mécanique. Mém. de la Société
des Sciences de Bordeaux, t. III, 1°F cahier (1878). Eine eingehende
Kritik der Grundlagen von De Tillys Untersuchungen findet man in
Lie, Theorie der Transformationsgruppen III, S. 524—528. Leipzig 1893.

* Vgl. R. Bonola, La trigonometria assoluta secondo Giovanni
Bolyai. Rend. Istituto Lombardo (2) t. XXXVIII (1905). — Vgl. auch
Liebmann, Begrindung der sphiirischen Trigonometrie unabhingig vom
Parallelenpostulat verbunden mit neuer Begriindung der hyperbolischen
(Geometrie, Leipziger Berichte 60 (1908), S. 289—305.
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Die Aufnahme der nichteuklidischen Geometrie,.

§ 42. Die Werke von Lobatschefskij und Bolyai fanden
bei ihrem Erscheinen nicht die Aufnahme, die so viele Jahr-
hunderte langsamer und stetiger Vorbereitung zu versprechen
schienen. Dariiber darf man sich weiter nicht wundern, weil
die Geschichte der Wissenschaft uns lehrt, dak jede radikale
Anderung in den einzelnen Fichern nicht mit einem Schlag
die Uberzeugungen und die Vorurteile niedertritt, auf denen
Forscher und Lehrer eine lange Zeit hindurch ihre Lehren er-
richteten.

In unserem Fall wurde die Zustimmung zur nichteuklidischen
Geometrie aus besonderen Griinden verzogert, z. B. die Schwierig-
keit, welche die Lektiire der russischen Werke von Loba-
tschefskij bereitete, die unbekannten Namen der beiden
Neuerer und die damalige Auffassung von Kants Raumlehre.

Um die Dunkelheit zu zerstreuen, die in den ersten Jahren
die neuen Lehren verhiillte, dienten die franzosischen und
deutschen Schriften von Lobatschefskij, vor allem aber die
bestindige und unermiidliche Arbeit einiger Geometer, deren
Namen jetzt mit der Verbreitung und dem Sieg der nichteu-
klidischen Geometrie verkniipft sind. Wir wollen hauptsichlich
von C, L. Gerling [1788—1864], R. Baltzer [1818—1887]
und Fr. Schmidt [1827—1go1] in Deutschland sprechen;
ferner von J. Hoiiel [1823—1866], G. Battaglini [1826—
1894], E. Beltrami [1835—1900] und A. Forti in Frank-
reich und in Italien.

§ 43. Gerling, der seit 1816 mit GauB in Briefwechsel
iiber die Parallelen stand?!, und der ihm 1819 die Note von
Schweikart iiber die , Astralgeometrie® [vgl. § 35] mitteilte,
hatte von GauB selbst [1832] und in Worten, die in ihm not-
wendig eine berechtigte Neugier erwecken muBten, die Angabe

! Vgl. Bd, VIII der Werke von Gaull, S. 167—169.
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iiber eine ,,kleine Schrift* iber die nichteuklidische Geometrie,
verfaBt von einem jungen Osterreichischen Offizier, dem Sohn
von W, Bolyai.! Die spiter erfolgte genaue Literaturangabe
[1844] iiber die Werke von Lobatschefskij und Bolyai?
durch Gauf} veranlaBte Gerling, sich die ,,Geometrischen
Untersuchungen® und den ,,Appendix* zu verschaffen
und sie so der Vergessenheit zu entreiien, in die sie verbannt
zu sein schienen.

§ 44. Der von 1860—1863 verdffentlichte Briefwechsel
zwischen Gaufl und Schumacher? und die Versuche von
Legendre, auch in den elementaren Lehrbiichern strenge Ord-
nung in die Parallelentheorie zu bringen, veranlafiten Baltzer,
in der zweiten Auflage seiner ,Elemente der Mathematik®
[1867] die euklidische Definition der Parallelen zu ersetzen
durch die aus dem neuen Raumbegriff abgeleitete und mit Lo-
batschefskij die Beziechung: a 4 B + 1= 1809, die das eukli-
dische Dreieck charakterisiert, zu den experimentellen Eigen-
schaften zu rechnen. Um dann diese Neuerung zu rechtfertigen,
verfehlte Baltzer nicht, eine kurze Andeutung tiber die theo-
retische Moglichkeit einer Geometrie zu entwickeln, die allge-
meiner ist als die gewdhnliche und die sich auf die Annahme
von zwei Parallelen grindet, ferner die Namen ihrer Begriinder
ins rechte Licht zu setzen! Zur selben Zeit lenkte Hoiiel,

1 Vgl. den Brief von GauB an Gerling auf S. 220, Bd. VIII von
GauB Werken. In diesem Brief spricht GauB vom Inhalt des ,,Ap-
pendix“ und sagt: ,,worin ich alle meine eigenen Ideen und Resul-
tate wiederfinde mit grofiter Eleganz entwickelt* und vom Verfasser
der Schrift: ,,Ich halte diesen jungen Geometer v. Bolyai fir ein Genie
erster Grolle',

2 Gaul’ Werke, Bd. VIII, S. 233—238.

8 Briefwechsel zwischen C. F. Gauf und H.C.Schumacher, Bd. II,
S. 268, 341; Bd. V, S. 246. Altona 1860 —1863. Uber die damals be-
kannten Gedanken won Gaul siehe auch: Sartorius v. Walters-
hausen, Gaull zum Gedichtnis, S. 80—81. Leipzig 1856. Vgl. Gaul}’
Werke, Bd, VIII, 5. 26;—268.

* Vgl. die Elemente der Mathematik von Baltzer, Bd. II, 5. Aufl,

Bonola-Liebmann, Nichtenklid, Geometrie. 2. Aufl, (4}
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dessen Interesse fiir Fragen der elementaren Geometrie wohl-
bekannt war, im Gebiete der Wissenschaft das Interesse auf
die nichteuklidische Geometrie! und wurde durch sein Interesse
‘angespornt, die ,,Geometrischen Untersuchungen* und
den ,,Appendix* ins Franzosische zu iibersetzen,

§ 45. Die franzosische Ubersetzung des Werkchens von Lo-
batschefskij erschien 1866 zusammen mit der eines kurzen
Auszuges des Briefwechsels zwischen Gaufl und Schumacher?
Die so erhaltene Nebeneinanderstellung der Gedanken von Lo-
batschefskij-Bolyai und derer von Gaulfl war duferst frucht-
bar, weil der Name GauB und seine Zustimmung zu den Ent-
deckungen der beiden damals verborgenen und unbekannten
Geometer beitrug, in der wirksamsten und sichersten Weise der
neuen Lehre Glauben und Geltung zu verschaffen,

Die franzosische Ubersetzung des ,,Appendix*“ erschien
186773 begleitet von einer vorausgehenden ,,Notice sur la vie
el les Iravaux de deux mathématiciens hongrois W. et J. Bolyar de

S. 12—14. Leipzig 1878. Bd. IV, S. 5—7, 24—31 der italienischen
Ubersetzung von L. Cremona., Genova 1867,

! Hoiel hatte damals schon veroffentlicht seinen beriihmten: Essai
d’une exposition rationelle des principes fondamenteaux de la Géométrie
élémentaire, Arch. d. Math, u. Phys., Bd. 40 (1863).

* Mémoires de la Société des Sciences Phys. et Naturelles de Bor-
deaux t. IV, p. 88—120 (1866). Sie wurde auch in einem besonderen
Werkchen verdffentlicht mit dem Titel: Etudes géométriques sur la
théorie des paralléles par N. J. Lobatschefskij, Conseiller I’Etat de
PEmpire de Russie et Professeur & 1'Université de Kasan; traduit de
allemnand par J. Hoiiel, Suivie d’'un Extrait de la correspondence de
Gaull et de Schumacher. Paris 1866, G. Villars.

% Mém. Soc. Scienc. Phys. et Nat. de Bordeaux, t. V, p. 189—248,
Sie erschien auch besonders in einem Werkchen des Titels: La science
absolue de 'espace, indépendante de la vérité oun fausseté de I’Axiome XI
d’Euclide (que l'on ne pourra jamais établir a priori): suivie de la qua-
drature géométrique du cercle, dans le cas de la fausseté de I’Axiome XI,
par Jean Bolyai, Capitaine au corps du génie dans l'armée autri-
chienne; Précédé d’une notice sur la vie et les travaux de W, et de
J. Bolyai, par M. Fr. Schmidt. Paris 1868, G. Villars.
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Bolya*, die vom Architekten Fr. Schmidt auf Ersuchen von
Hoiiel! geschrieben war, und nachfolgenden Bemerkungen
von W, Bolyai, die aus dem 1. Band seines ,,Tentamen*
entnommen waren und aus einem. zusammenfassenden Werk-
chen von Wolfgang iiber die Grundlagen der Arithmetik und
der Geometrie.2

Die von Schmidt gesammelten Angaben iiber die beiden
Bolyai wurden gleichzeitig [1867] im ,,Archiv d. Math. u.
Phys.* verdffentlicht und im folgenden Jahr machte A. Forti,
der schon einen historisch-kritischen Artikel tber Loba-
tschefskij® geschrieben hatte, die Italiener mit den Namen
und den Werken der nunmehr beriihmten ungarischen Mathe-
matiker bekannt.*

Zu Ebren von Hotiel muf auch sein Interesse fiir die Ma-
nuskripte von Johann Bolyai erwdhnt werden, die damals
[1867] kraft einer testamentarischen Verfiigung von Wolfgang
in der Bibliothek ,des reformierten Kollegiums von Maros-Va-
sarhely verwahrt wurden. Durch Vermittlung des Fiirsten B.

' Vgl, P, Stickel, Franz Schmidt. Jahresberichte der Deutschen
Math.-Ver.,, Bd. XI, S. 141—146 (1902).

# Dieses Werkchen von W. Bolyai wird gewdchnlich kurz mit den
ersten Worlen seines Titels zitiert: Kurzer Grundrill. Es wurde 1851
in Maros-Visdthely gedruckt.

* Intorno alla geometria immaginaria o non euclidiana. Considera-
zioni storico-critiche; Rivista Bolognese di scienze, lettere, arti e scuole,
t. I, p. 171—184 (1867). Er wurde besonders gedruckt in einem
Werkchen von 16 Seiten (Bologna 1867, Fava e Garagnani). Dieselbe
Schrift mit verschiedenen Zusiitzen und unter dem Titel: Studii geo-
metrici sulla teorica delle parallele di N. J. Lobatschefskij wurde ab-
gedruckt in dem politischen Journal La Provincia di Pisa, Jahrg. III,
No. 25, 27, 20, 30 (1867) und zum Teil wieder vercffentlicht unter dem
urspriinglichen Titel. Pisa 1867, Nistri.

* Vgl.: Intorno alla vita ed agli scriti di Wolfgang e Giovanni
Bolyai di Bolya, matematici ungheresi. Bolletino di Bibliographia e di
Storia delle scienze Mat, e Fisiche, t. I, p. 277—299 (1869). Dieser
Artikel von Forti ist bereichert durch umfiingliche historische und
bibliographische Anmerkungen von B. Boncompagni, :

6*
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Boncampagni|1821—1894], der seinerseits den ungarischen
Kultusminister Baron E6tvos dafiir interressierte, erreichte er,
daB sie [186g] bei der ungarischen Akademie der Wissen-
schaften in Budapest! hinterlegt wurden und so Gegenstand der
Geduld erfordernden und sorgfiltigen Studien von Schmidt,
neuerdings von Stickel werden konnten,

Uberdies verfehlte Hoiiel bei der allerverschiedensten Ge-
legenheit nicht sich zu bemiihen, daf der nichteuklidischen Geo-
metrie ein dauernder Triumph gesichert wiirde; es geniige,
seinen ,,FLssai crifigue sur les principes fondamenteaux de la géo-
mélrie*® anzufithren, die Artikel , Sur Zimpossibilité de démontrer
par une construclion plane le postulatum & Fuclide®, die ,,Notices
sur la vie et les travaux de N, J. Lobatschefskij*4, endlich seine
franzosischen Ubersetzungen verschiedener Schriften tiber die
nichteuklidische Geometrie®, um einzusehen, welch glihenden
Apostel sie in dem beriihmten franzbsischen Mathematiker ge-
funden hat. "

§ 46. Mit ebensoviel Uberzeugung wie Eifer fiithrte in Italien
Giuseppe Battaglini die neuen geometrischen Spekulationen
ein und verbreitete sie, und das von ihm gegriindete und ge-
leitete ,,Giornale di Matematica* war von 1867 an das
gleichsam amtliche Organ fiir die nichteuklidische Geometrie.

Der ersten Arbeit von Battaglini: ,Swulla geometria imma-
ginaria di Lobalschewshky*®, die geschrieben ist, um unmittelbar

! Vgl. den oben im Text zitierten Artikel von Stickel iiber
Fr. Schmidt

* 1. Aufl. Paris 1867, G. Villars; 2. Aufl. 1883. Vgl. Anm. 2 S. 46.

* Giornale di Matematiche, t. VII, p. 84—389; Nouvelles Annales (2),
t. IX, p. 93—96.

i Bull. des Sciences Math., t. I, p. 66—71, 324—328, 384—388 (1870).

& AuBer den Ubersetzungen, von denen im Text die Rede ist, iiber-
setzte Hoiiel eine Schrift von G. Battaglini (vgl. die folgende Anm.),
zwel von Beltrami (vgl. die Anm. zu § 46); eine von Riemann (§ 91)
und eine von Helmholtz (§ 93).

® Giornale di Mat., t. V, p. 217—231 (1867). — Napoli, Rend. Acc.
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das Prinzip aufzustellen, welches zur Grundlage der allgemeinen
Parallelentheorie und der Lobatschefskijschen Geometrie
dient, folgt wenige Seiten darauf die italienische Ubersetzung
der ,Pangeometrie“!, und auf diese 1868 die Ubersetzung
des ,,Appendix*‘. Gleichzeitig kam im 6. Band des ,,Gior-
nale di Matematica* das beriihmte ,Suggiv di inferpretazione
della geomelria non euclidea**® von E. Beltrami heraus, ,,das ein
unerwartetes Licht auf die damals schwebende Streitfrage iiber
die grundlegenden Prinzipien der Geometrie und iiber die Ideen
von GauB und Lobatschefskij warf*.?

Blattert man die folgenden Jahrginge des ,,Giornale di
Matematica* auf, so begegnet man haufig Schriften tiber die
nichteuklidische Geometrie: zwei von Beltrami [1872], die
sich an den vorgenannten ,,Saggio* anschliefen, verschiedene
von Battaglini [1874—78] und d’Ovidio [1875—77], die
einige Fragen der neuen Geometrie mit den von Cayley ge-
schaffenen projektiven Methoden behandeln; die von Hoiiel
[1870] iiber die Unbeweisbarkeit des euklidischen Postulats;
andere von Cassini [1873—81], Giinther [1876], De Zolt
[1877], Frattini [1878], Ricordi [1880] usw.

Science Fis. et Matem., t. VI, p. 157—173 (1867). — Franzésische Uber-
setzung von Houel, Nouv. Annales, t. VII, p. 209—221, 265—277
(1868).

1 Sie wurde auch besonders gedruckt in einem Werkchen mit dem ~
Titel: Pan:eometria o sunto di geometria fondata sopra una teoria gene-
rale e rigorosa delle parallele. Napoli 1867, 2. Aufl. 1874.

* Ins Franzosische iibersetzt von Hoiiel in den Annales Scient. de
I'Ecole Normale Sup., p. 251—288, t. VI (1869).

* Vgl. die Commemorazione di E. Belrami von L. Cremona. Gior-
nale di Mat., t. XXXVIII, p. 362 (1900), sowie den Nachruf von
E. Pascal (Math, Annalen 57, S. 65—107. Leipzig 1903).



Viertes Kapitel.

Nichteuklidisch-hyperbalische Elementar-
geometrie,

§ 47. In diesem Kapitel ist das Ziel gesteckt, ein geschlos-
senes Bild der nichteuklidischen Elementargeometrie
zu geben. Die Grundlagen, ndmlich die Eigenschaften der
Parallelen haben wir bei der Darstellung von Gaufi Entdek-
kungen kennen gelernt. Im iibrigen erscheint es zweckmaBig,
sich dabei auch aller Fortschritte zu bedienen, die seit den
Tagen der Klassiker, also vor allem Lobatschefskij und
J. Bolyai in dieser Hinsicht gemacht worden sind.

Solcher Darstellungen gibt es in mehr oder weniger umfang-
reichen Werken eine ganze Anzahl, doch bemiihen sich nicht
alle um eine wirklich elementare Darstellung. Ziemlich eng an
das Vorbild J. Bolyais lehnt sich noch Frischauf?!; seit dem
Erscheinen seiner Biicher hat das Gebiet insbesondere durch
die Behandlung der Fragen, zu denen der vor allem von Engel
und Stackel eroffnete Zugang zu den Klassikern AnlaB ge-
geben hat, mehrfache Durcharbeitung und Vereinfachung er-
fahren.?

! J. Frischauf, Absclute Geometrie nach J. Bnlylai. Leipzig 1872,
— Elemente der absoluten Geometrie. Leipzig 1876,

* Wir fiihren einige Biicher an, ohne Vollstindigkeit beanspruchen
zu wollen: J. Barbarin, La géometrie non-euclidienne., Paris 1902, —
J. L. Coolidge, The elements of non-euclidean geometry. Oxford

190g. — D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie. 3. Aufl. Leipzig
1909, — W, Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analyti-
scher Behandlung, Leipzig 1885. — W. Killing, Einfiihrung in die

Grundlagen der Greometrie. Bd. I, Leipzig 1843, Bd. II, Leipzig 1898,
— H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. 2. Aufl. Leipzig 1912.



Elementargeometrie ] i

Indem wir Fragen der Axiomatik vorldufig zuriickstellen (sie
kommen in § 74 und in Kapitel V zur Sprache) stiitzen wir uns
hier auf die von GauB entwickelten Grundeigenschaften der
Parallelen?® und auf die von Hilbert in einfachster Weise durch
Konstruktion begriindete Existenz des gemeinsamen Lotes
zweier einander nichtschneidenden und nichtparallelen Gera-
den? und beniitzen die Bezeichnung TT(p) = Parallelwinkel der
zum Lot p gehort.? Absolute Vollstindigkeit der Verweise wird
wegen der vielfachen Wiederkehr dhnlicher Betrachtungen schon
bei demselben Autor, insbesondere bei Lobatschefskij, nicht
unbedingt erforderlich erachtet; im Sinne der Freunde der
nichteuklidischen Geometrie wird es mehr liegen, eine in sich
abgerundete Systematik mit kritischen Bemerkungen vor Augen
zu haben.

Die Transversalen des allgemeinen Dreiecks.

§ 48. Im euklidischen Dreieck treffen die von den Ecken
nach den Mitten der Gegenseiten gezogenen Transversalen ein-

— F. Schur, Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909. — Darstel-
lungen der nichteuklidischen Geometrie finden sich auch in: F. En-
riques(-Thieme), Fragen der Elementargeometrie I. Die Grundlagen
der Geometrie. Leipzig 1901 (Artikel VIII von Bonola). — E, Pas-
cal(-Timerding), Repertorium der héheren Geometrie. 2. Aufl. II, 1.
Grundlagen und ebene Geometrie, Leipzig 1910, — Weber-Well-
stein, Enzyklopidie der elementaren Geometrie. 2. Aufl, Leipzig 1907.
— M. Zacharias, Elementargeometrie und elementare nichteuklidische
(Geometrie in synthetischer Behandlung. (Math. Enz, III AB 9, Leipzig
1918.) Nr. 29—32.

! Kap. III, § 32. Lobatschefskij, S. 169—171. Bolyai, S. 185
bis 187.

* Kap. III, § 33. Lobatschefskij (S. 26, 256) errechnet das ge.
meinsame Lot auf miihseligem Weg, der iiberdies die Raumgeometrie
voraussetzt. Durch Hilberts Konstruktion hat die Elementargeometrie
eine wesentliche Vereinfachung erhalten, von der wir ausgiebigen Ge-
brauch machen. |

8 Kap. III, § 39. Die Bezeichnung TT(#) hat Lobatschefskij im
Jabre 1836 eingefiihrt (Lob. Seite 167).
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ander in einem Punkt, desgleichen die Mittelsenkrechten der
drei Seiten, die Halbierungslinien der drei Innenwinkel oder
eines Innenwinkels und zweier ihm nicht anliegenden Aufen-
winkel, endlich die drei Hohen., Alle diese Sdtze behalten ihre
Geltung in der nichteuklidischen Geometrie, wie sie ja be-
kanntlich auch fir die sphirische Geometrie bestehen, wenn
sich auch die Beweisform dndert.

§ 49. Die Mittelsenkrechten der Seiten', Es sind drei
Fille zu unterscheiden: Wenn man in den Mittelpunkten D, Z,
F der Seiten 5 C, CA, AF die Senkrechten errichtet, so konnen
zwei von ihnen einen reellen oder idealen Punkt oder ein Ende
gemein haben, und es ist dann nachzuweisen, daf} die dritte
Mittelsenkrechte ebenfalls durch diesen Punkt hindurchgeht.

Im ersten Fall wird genau wie in der euklidischen Geometrie
verfahren, um nachzuweisen, dafi die dritte Mittelsenkrechte
durch den Schnittpunkt der beiden anderen geht.

Im zweiten Full mogen etwa die aufae und é errichteten Mittel-
senkrechten eine gemeinsame Senkrechte D’ZE’ haben. Auf
diese Gerade fillen wir von den Ecken des Dreiecks aus die
Lote AA'. BB', CC’. Dann sind die dreirechtwinkligen Vier-
ecke AEE A" und CEE' C’, ebenso CDD'C’ und BDD' B’
einander paarweise symmetrisch kongruent, daher

AA'= CC' = BE".

Verbindet man jetzt im Viereck 44" BB die Mittelpunkte #
und & der Gegenseiten A5 und 4’ B’, so entstehen wieder
zwei symmetrisch kongruente Vierecke, die bei 4 und 7 spitze,
bei 7 und #/ aber rechte Winkel haben. Es steht also die im
Mittelpunkt /" von 4B errichtete Senkrechte auch (in #7) senk-
recht auf dem gemeinsamen Lot der beiden andern Mittelsenk-
rechten, w. z. b, w.

Der dritte Fall ist durch indirekten Beweis zu erledigen.

! Lobatschefskij, S. 181—184. Bolyai, S. 189. Die unten fol-
gende einfache indirekte Beweisfihrung bei Liebmann, S. 29—30.
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Haben zwei von den drei Mittelsenkrechten ein Ende gemein,
so liegt jedenfalls keiner der Leiden ersten Fille vor. Demnach
ratissen jetzt die drei Mittelsenkrechten entweder ein Ende ge-
mein haben oder ein asymptotisches Dreieck bilden. Wir be-
zeichnen jetzt im gegebenen Dreieck den groBten Winkel mit y.
Dann schneiden wegen a < y und § <y die Mittelsenkrechten
der Seiten 4 und e sicher die Seite ¢c; es gibt also eine Seite,
die von allen drei Mittelsenkrechten getroffen wird.
Da es aber keine Gerade gibt, die die drei Seiten eines asym-
ptotischen Dreiecks trifft, so folgt schliefilich, daB jetzt die drei
Mittelsenkrechten ein Ende gemein haben.

J. Bolyai hat diesen dritten Fall beniitzt um die Konstruk-
tion von p bei gegebenem TT () auszufithren, wenn man die Kon-
struktion von TT(p) bei gegebenem p, also das Parallelenziehen
als bekannt voraussetzt,!

§ 50. Die Winkelhalbierenden. Die drei Halbierungs-
linien der Innenwinkel eines Dreiecks treffen einander immer
in einem Punkt, der innerbhalb des Dreiecks liegt. Das wird
genau wie in der euklidischen Geometrie bewiesen.

Fir die Halbierungslinien eines Innenwinkels und zweier
ihm nicht anliegenden Aufienwinkel sind wieder drei Fille zu
unterscheiden, genau wie bei der Untersuchung der Mittelsenk-
rechten. Nur der zweite und dritte Fall bedarf noch einer Be-
trachtung.

Haben etwa die Halbierungslinien der Auflenwinkel bei A4
und B eine gemeinsame Senkrechte 4" B’, so miissen, weil die
halben AuBenwinkel doch spitz sind, 48 und 4" B’ ein gemein-
sames Lot besitzen, dessen FuBpunkte # und /" zwischen A4
und B, bezw. zwischen 4" und B’ liegen. Spiegelt man ' /" an
AA’, so erhilt man auch die FuBpunkte Z und £’ des gemein-
samen Lotes von CA4 und 4’ B’, Spiegelung von FF" an BB’
gibt uns das gemeinsame Lot D.D" von CB und 4’ B".

! Bolyai, Appendix § 35 (S. 210).
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Aus EE = FF = DD’
erkennt man dann leicht, daB, wenn C’ den FuBpunkt des von
C auf die Gerade £' A" F"B" D) gefillten Lotes bedeutet, die
bei E(D), E’' (D), C'(C" rechtwinkligen Vierecke CEZE (',
CDD"C" symmetrisch kongruent sind, also

X ACC' =< BCC',
Damit ist auch dieser Fall erledigt.
c

APy

E!

Fig. a7.

Der dritte Fall, ist genau wie oben, bei der Untersuchung
der drei Mittelsenkrechten, zu behandeln.

Schlieflich ist noch zu erwdhnen, dall ein ,Schnittpunkt
der drei Winkelhalbierenden auch dann existiert, wenn die Ecken
nicht mehr reelle Punkte sind, Unter der Halbierungslinie eines
Winkels im allgemeinen Sinn ist dabei die Gerade zu verstehen,
zu der die beiden Schenkel des Winkels symmetrisch liegen,
also z. B. die Mittelsenkrechte des gemeinsamen Lotes bei zwei
Geraden, die einander nicht schneiden und nicht parallel sind.

In diesen Zusammenhang gehort die Konstruktion korre-
spondierender Punkte aufParallelen. Verbindetman zwei
Punkte A4 und A& auf zwei Parallelen mit dem gemeinsamen
Ende C, so braucht man nur die Halbierungslinien der Winkel
bei 4 und Z zum Schnitt zu bringen (J/) und von M aus die



Hohenschnittpunkt 01

Lote auf die beiden Parallelen zu fillen. Sind D und £ die
FuBpunkte der Lote, so ist die Halbierunglinie von <= D W/ £ zu-
gleich Halbierungslinie des Nullwinkels €.

§ 51. Der Hohenschnittpunkt.! In der euklidischen Geo-
metrie kann man bekanntlich den Satz vom Hoéhenschnittpunkt
auf die Sitze tliber die Schnittpunkte von Winkelhalbierenden
zuriickfithren. .

Man geht von der Betrachtung aus, daf die Halbierungs-
linien der drei AuBenwinkel bei 4, A und C, wenn man sie
verlangert, ein Dreieck 4, B, C| ergeben. Durch 4, geht dann
aufler den Halbierungslinien der Aufifenwinkel bei # und C noch
die auf 4, €| senkrecht stehende Halbierungslinie des Innen-
winkels bei 2, d. h. B, B ist eine Hohe des Dreiecks 4, B, C,
und zugleich Halbierungslinie des Innenwinkels # des Drei-
ecks A8 C. Die drei Hohen des Dreiecks 4, 2, C, sind zugleich
innere Winkelhalbierende des Dreiecks 45 C, gehn also durch
einen Punkt.

Durch indirekten Beweis kann dann festgestellt werden, dab
umgekehrt die Hohen eines Dreiecks Winkelhalbierende der
drei Innenwinkel cder eines Innenwinkels und zweier AuBen-
winkel des Dreiecks ihrer FuBpunkte sind.

Diese Betrachtungen gelten mit den gehorigen Begriffsverall-
gemeinerungen, die oben im Einzelnen durchgefiihrt worden
sind, auch fiir die nichteuklidische Geometrie.

Unter Verwendung des Satzes vom Hohenschnittpunkt konnen
jetzt zwei Aufgaben relativ gelost werden, d. h, wenn man
voraussetzt, daB zwei Parallelen gegeben sind.

Die Konstruktionvon Tl (p)bei gegebenem p ist so auszu-
fiihren: Zwischen den Parallelen mit gemeinsamem Ende C wihle
man /7 im tbrigen beliebig, jedoch so, daB sein Abstand A0
von der einen Parallelen gleich p ist. Von / fille man auch

! Den Hohenschnittpunkt beniitzt zuerst systematisch L. Gérard in
seiner Thése; Sur la géometric non-euclidienne, Paris 1892,
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das Lot /A FE auf die andere Parallele. Dann bestimme man
den Schnittpunkt 4 von DA mit der zweiten und B von £H
mit der ersten Parallelen. Die ,,Punkte** 4 und B konnen stets
gefunden werden, wenn noétig mit Heranziehung der Hilbert-
schen Konstruktion (§ 33). Das von A auf 45 gefillte Lot A F
geht, riickwirts verlangert, durch das Ende C, weil es die dritte
Héhe im Dreieck AR C ist, und < DHC ist der gesuchte
Parallelwinkel TT(p). -—

Man kann auch die Aufgabe l6sen: Auf einer von zwei
gegebenen Parallelen den Punkt 2 so zu bestimmen,
dafl das Lot PF auf die andere eine vorgeschriebene
Liange p hat. Zu diesem Zweck wihle man () auf der ersten
Geraden so, daB das Lot QF" groBer als p ist. Dann trage man
auf /' Q ab ' P = p. Die von P’ durch das zweite Ende der
zweiten Geraden gelegte Parallele schneidet, riickwarts ver-
langert, die erste Gerade in einem reellen Punkt §, und wenn
man S22 auf der ersten Geraden nach der Seite des gemein-
samen Endes hin abtrigt, erhilt man 2 —

Die elementarsten Schnittpunktssiatze, das ist das Haupt-
ergebnis, filhren also schon auf eine Reihe von Konstruk-
tionen.

DaB auch die drei ,,Transversalen* im engeren Sinne, d. h.
die Transversalen von den Ecken nach den Mitten der Gegen-
seiten durch einen Punkt gehen, hat Liebmann durch Heran-
ziehung eines Satzes von Hjelmslev und mit Beniitzung rium-
licher Konstruktionen bewiesen. Die Existenz des gemeinsamen
Schnittpunkts der drei flichenhalbierenden Transversalen ord-
net sich vorliufig noch dem (analytisch zu erweisenden)
Cevaschen Satz fiir die hyperbolische Geometrie unter, von
dem nur die hier besprochenen elementaren Spezialfille ele-
mentar erwiesen sind.’

1 Liebmann, a. a. 0. S, 17—19.
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Lobatschefskijs zugeordnete Figuren und ihre
Anwendungen.!

§ 52. Grundlegend fiir die absolute, (d. h, nicht die Kennt-
nis zweier Parallelen voraussetzende) Parallelenkonstruk-
tion ist die von Lobatschefskij gefundene Zuordnung jedes
rechtwinkligen Dreiecks zu einem ihm entsprechenden drei-
rechtwinkligen Viereck.

Sie kann jetzt mit ganz elementaren Hilfsmitteln und ohne
Heranziehung der nichteuklidischen Raumgeometrie
bewiesen werden,

Hierfiir sind bestimmte Bezeichnungen angebracht. Lot ()
und Parallelwinkel TT () sollen durchweg durch entsprechende
lateinische und griechische Buchstaben bezeichnet werden:

a=1[(a), B =T1(5) usw.
Zwei Strecken sollen komplementdr genannt werden und
mit ¢ — a’, & — &  usw. bezeichnet werden, wenn

T

ot ist,
2

o+ a" =Tl(a)+ TT(a") =
Endlich setzen wir fest, daB
M(—a)=mn—Tl(a) gesetzt wird, —

Die Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.

Mit a, 4, ¢ sollen im rechtwinkligen Dreieck die beiden Ka-
theten und die Hypotenuse bezeichnet werden, mit A = TT(/)
und p = TT(m) die a und § gegeniiberliegenden Winkel. Dann

! Diese Figurenzuordnung hat Lobatschefskij auf dem Umweg
iiber den Raum gefunden. Vgl. unten § 68 und die Zusammenstellung
von Engel, Lobatschefskij, 5. 3436—347. Er leitet zwar die Be-
ziehungen (1)—(3)" am rechtwinkligen Dreieck in der Ebene ab; daf
man aber in gleicher Weise [vgl. (I)—(III)’] mit dem dreirechtwink-
ligen Viereck verfahren kann, hat erst Liebmann, Math. Annalen 61
(1905), S. 185—199 ausgefiihrt.
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lassen sich zwischen den fiinf Bestimmungsstiicken drei Paare
von grundlegenden geometrischen, nur der Einfachheit halber
hier in der Gestalt von Gleichungen ausgedriickten Beziehungen
gewinnen,'

Verlingert man (/7 unbeschrinkt, zieht durch 4 die Pa-
rallele dazu und errichtet man endlich auf der Verlingerung
von A5 die durch das gemeinsame Ende gehende Senkrechte,
so liest man unmittelbar aus der Figur ab

A (1) MTT(eAm) =8.

Genau so gilt

r £ b 11
(1) p+T0(c+7) =a.

A

Verlangert man AC
iber ' hinaus unbe-
schrankt, legt durch
: B die Parallele dazu
und errichtet auf 45
die Senkrechte, die
durchdasgemeinsame

A a C

D
Fig. 38,

Fnde geht, so erhidlt man, je nachdem ;’% ¢ entweder

Ht+a=mu—TI{/—¢
oder
(2) w4 oa=TI—J.
Auf Grund unserer oben gemachten Festsetzung umfaft (2) auch
die erste Gleichung mit. Hierzu kommt

(2) AN+ B=TI(c—m).
Verlingert man endlich 5 A4 iiber 4 hinaus und fillt von dem
dadurch bestimmten Ende die Lote auf die Verlingerungen

von A4 und B (C, so erhdlt man, wenn man sich noch € mit
diesem Ende verbunden denkt

! Die folgenden ,,Gleichungen‘ sind also symbolisch geschriebene
Kongruenzen, nicht ,,Beziehungen zwischen Malzahlen¥,
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(3) Mo+ +Tm—a =37 und ebenso
(3 M@+ m) + T —8) = 3m.

§ 53. Die Beziehungen am dreirechtwinkligen Vier-
eck. Wir untersuchen jetzt ein dreirechtwinkliges Viereck, an
dessen Bezeichnung man sich nicht stoBen wolle, Sie ist in
,,prastabilierter Harmonie* zum rechtwinkligen Dreieck gewihlt.
Verldngert man £, C; unbeschrinkt und denkt sich das dadurch
bestimmte Ende mit 4, verbunden, aullerdem von ihm aus das
Lot auf die Verlingerung von 4, D, gefillt, so ist die Strecke
von /), bis zum FuBpunkt
des Lotes die zu »," kom-
plementire, also m,, und
man erhalt

) A+ T +my) = B

und entsprechend, weil ¢,

A

und ;" mit /, und e, ver-
tauschbar sind,

(I!} Yy + T {'31 -+ ‘31;} = B;.
Verlingert man (| Z, unbeschrinkt, verbindet man das da-

durch bestimmte Ende mit 4, und fillt auBerdem von ihm aus
das Lot auf D, 4, (oder die Verlingerung) so folgt

Fig. 30.

(1I) M A+ B = Tl ""_ml)
und entsprechend
(IT) T+ Bi=T—qa).

Verlangert man D, 4, unbeschrinkt und fillt von dem hier-
durch bestimmten Ende die Lote auf die Verlingerung von 7, 4,
und () 5, so erhilt man
(1) T, + )+ Tim, — a) = £ m
) Me, + &) + Ta, — m)= 3.

§ 54. Die Zuordnung. Dasrechtwinklige Dreieck ist durch
zwei Sticke, z. B. ¢ und u, vollkommen bestimmt, ebenso das

|
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dreirechtwinklige Viereck, z. B. durch ¢, und m,". Wir wéhlen
jetzt ¢, gleich ¢ und m," gleich »'. Dann haben wir beim
Dreieck wegen (1) und (2)
2\ =Tl(e — m) — Tl{(c + m)
28 =TI(c — m) + Tl(c + m)
und beim Viereck wegen (I) und (1I)
2\ = Tl(e, —my) — Tl(ey, + my)
2B, = Tl(e; + my) + Tl(c; — my),

also =T, =y
Aus (3) und (III) folgt dann noch
d = d, .

1
Hieraus folgt der fundamentale Satz:
Zu jedem rechtwinkligen Dreieck 4 52C mit den Be-
stimmungsstiicken

AB=¢, BC=a, CA=10
LABC=pn, sC BAC=\
gehort ein dreirechtwinkliges Viereck 4, €, B, D, mit
den Bestimmungssticken
A By=l BiCle==ay CoD =my Dydyma’e
LB, 4, D =B.
§55. Die absolute Parallelenkonstruktion. Wenn wir
jetzt zwei zugeordnete Figuren dieser Art betrachten und die

Kathete CB auf B, C, legen, sodaB A zwischen 4, und B, zu
liegen kommt, so ist

X ACDy=—— p=TI(n),

also ist C, 4 zu D, A parallel. AuBerdem ist Cid=FA=c,
Hierin ist die von Engel angegebene Parallelenkonstruktion

enthalten!: Um zu einer Geraden g durch einen auber-

! Lobatschefskij, S. 256, Andere, gleichfalls elementargeometrische
Beweise, die sich aber nicht auf die Zuordnung stiitzen, haben O, Pund
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halbgelegenen Punkt 7, die Parallele zu ziehen, fille
man das Lot P F auf g, errichte auf # P die Senk-
rechte und fille auf sie von irgend einem Punkt 7, der
ersten Geraden aus das Lot A, /,. Nimmt man dann
die Strecke s = P, P, in den Zirkel und schneidet 7, P,
mit dem Kreis, dessen Radius s, dessen Mittelpunkt
F ist, so ist die Gerade, die /] mit diesem Schnitt-
punkt S, verbindet, zu A F,... parallel.

Auf die Konstruktion von p bei gegebenem TI(p) kommen
wir gleich zu sprechen.

In etwas erweiterter Fassung kdénnen wir den der Konstruk-
tion zugrunde liegenden Satz auch so aussprechen:

Fillt man von einem Punkt 7 aus das Lot 7 /] auf eine
Gerade g, errichtet dann auf /7 die Senkrechte % und
schneidet eine durch /] gehende Gerade g" mit den von den
Punkten 7,, 7;... der Geraden % auf g gefillten Lote, sodaB
die Punkte §,;,.S;... erhalten werden, so gilt fiir die ent-

sprechenden Strecken auf /4 und g
P P =SS,
wenn die Geraden parallel sind;
Puly >SS,
wenn sie eln gemeinsames Lot haben;
e

wenn sie einander reell schneiden.
§ 56. Die Engelsche(Lambertsche) Dreiecksgruppe.!

(Berlin, Sitz.-Ber. Math. Ges. 8 [1909], S. 21—22) und H. Liebmann
(Leipzig, Ber. Ges. Wiss. 62 [19I0], S. 35—41) gegeben. Die Unzu-
linglichkeit der Beweisversuche von M. Simon ist in den Leipziger
Berichten 68 (1906), S. 566-—570 dargelegt.

! Diesen Dreieckszyklus hat Engel (Lobatschefskij, S. 347) zu-
sammengestellt. Der Zusammenhang mit dem Lambert-GaubBschen
Pentagramma mirificum ist dargelegt von Liebmann, Miinchen Ber.
1912, S, 273—287. Vgl. auch § 73.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2z, Aufl,

=J
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Zu einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Bestimmungsstiicke
wir im Hinblick auf Fig. 38 kurzweg mit a, \, , u, ¢ bezeichnen
wollen, gehort, wie wir jetzt wissen ein dreirechtwinkliges
Viereck mit dem spitzen Winkel § und den Seiten /, ¢, m" und ¢
(Fig. 29). Zu diesem Viereck mit den Seiten ¢, #', @ und / und
dem Winkel B gibt es dann ein zweites rechtwinkliges Dreieck

mit den Winkeln
M

=T = 1,0 = == TH(g =2 =d,
denen die Katheten ¢, und 4, gegeniiberliegen, wobei
i (s
M(e,) = R Te,) =8

ist und die Hypotenuse durch
TT('TJ =
gegeben ist, oder also
ag=m, b=25 ¢=1I.
Verfolgt man diese Zuordnung weiter, so erhilt man eine fiinf-
gliedrige Kette von rechtwinkligen Dreiecken, deren Aufbau
aus folgender Tabelle zu ersehen ist

a A b u ¢
m T b : —a 7
¢’ A n % —B a
¥ ; —a ¢ u o
a :— —-B I T .,

Es gibt also z. B. ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
¢ und m’, den ihnen gegeniiberliegenden Winkeln A und %-—B

und der Hypotenuse a'.
Noch einfacher ist die dasselbe besagende Regel, dall man
die fiinf Sticke &', /, ¢, m, &' zyklisch vertauschen kann, wobei
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sie ihre Bedeutung als Bestimmungsstiicke eines rechtwinkligen
Dreiecks behalten.

§ 57. Wir besprechen hiermit im Zusammenhang noch einige
Aufgaben.

Da es zu jedem rechtwinkligen Dreieck a, X, &, u, ¢ ein zweites

™ . .
Mg, = / gibt, so kann man, wenn u vorgeschrieben

und ein erstes rechtwinkliges Dreieck konstruiert ist,. das
diesen Winkel enthilt, das zweite aus der Kathete 4 und dem
Winkel A\, = y konstruieren. (y ist aus ¢ konstruierbar). Damit
hat man auch ¢, =/, also das Lot / zum Parallelwinkel
A =TI().

Man kann ferner ein rechtwinkliges Dreieck aus den
Winkeln A und u konstruieren, denn es gibt ein zugeordnetes
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢, = m und einer
Kathete &, = /', aus dem dann leicht die Seiten des ersten Drei-
ecks entnommen werden koénnen. Die Konstruktion hat auch
ihre ,,Determination®, d. h. im Sinne der ehrwirdigen Schulgeo-
metrie die Umgrenzung der Konstruktionsmoglichkeit.

Kénnen, so lautet die ,,Determinationsfrage*’, m und /" wirk-
lich Hypotenuse und Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
sein? Die Antwort beruhigt selbstverstindlich alle Zweifel, denn,
da die Winkelsnmme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist,
miissen die gegebenen Stiicke die Ungleichheit

A4 M {% erfiillen; daher ist

:“.. N> und folglich < m,

das zweite rechtwinklige Dreieck also nicht mit einem Wider-
spruch behalftet,

Um ein Dreieck aus den drei Winkeln @ (gegeniiber a), x (ge-
geniiber 4) und p gegentiber ¢ zu konsiruieren, nehmen wir an,
es sei @ der groBte der drei Winkel!) Wir denken uns dann

! Liebmann, Leipzig. Ber. (53), 1901. In dieser Arbeit sind auch
alle moglichen Sonderfiille, die sich ergeben, wenn die Ecken des Drei-

-
.
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das Dreieck durch die von A aus gefillte Hohe 40D in zwei
Teildreiecke zerlegt und die in der nebenstehenden Figur an-
gegebenen Bezeichnungen eingefiihrt,
h1+ ?'-==¢u = M Y=y
Durch Anwendung der Zuordnung auf die Teildreiecke, die
man dann wieder aneinanderlegt, erhilt man die Figur, in der

T T :
Jetat sind ", m,” und A, + A, E,

bekannt, man kann also /) S0,
konstruieren, dann die Senkrech-
ten errichten, zum Schnitt bringen

S
Fig. 40, Fig. 41,

(7') und erhalt ¢, und ¢, leicht als Schnitte des von .S auf die
Halbierungslinie des Winkels bei 7" gefillten Lotes mit jenen
Senkrechten. Es ist dann D, £, = ¢/, D, I, = ¢, also hat man
jetzt ¢, und ¢, und kann 475 C konstruieren. —

In dieser Weise werden alle Dreiecksaufgaben zuginglich,
die etwa der Schiiler der mittleren Klassen einer ,,nichteukli-
dischen Mittelschule** von seinem gestrengen Professor zu er-

ecks ,,Enden” oder ,,ideale Punkte® sind, im einzelnen durchgefiihrt.
Engel hat (Lobatschefskij, S. 329) darauf hingewiesen, dall die
Durchfithrung von Konstruktionen damals (1899) noch viel zu
wenig beriicksichtigt war, — Vgl. auch die Verallgemeinerung des
pythagoriischen Lehrsatzes von C. Piel, Arch. d. Math. u. Phys. (3)
22 (1914), p. 199—204.
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lernen hitte, Mit diesem Scherzwort sollen die Aufgaben nicht
herabgewiirdigt werden, es soll nur unterstrichen werden, daB
dieElementaraufgaben auch elementaren undboden-
stindigen Methoden zugidnglich sind — und das hatte
man, die Ansitze der Schopfer der nichteuklidischen Geometrie
iiber Gebiihr bei Seite lassend, lange Zeit vollig vernachlissigt.

Die Zykeln und ihre Messung.

§ 58. AuBler dem Kreis gibt es noch zwei Kurven, die mit
ihm die Eigenschaft gemein haben, eine ganze Schar von Sym-
metrieachsen zu besitzen. Es kommen dazu noch die Abstands-
linien, d. h. die Kurven, die sich als geometrische Orter der
Punkte konstanten Abstands von einer Geraden ergeben. Dazu
kommen die Grenzkreise, sie bilden die Ubergangsform. Ein
Grenzkreis ist der Ort korrespondierender Punkte auf einem
Biischel von Parallelen (vgl. § 31).

Der Umfang der Kreise ist, wie spiter gezeigt wird (§ 63)

2Tshr,

den Inhalt? erhalten wir leicht durch Grenziibergang aus dem
umbeschriebenen reguliren Polygon von 2” Seiten. Ist T der
Winkel zweier benachbarter Tangenten, so ist der Inhalt des
Vierecks, dessen Ecken der Kreismittelpunkt, eine Ecke des
Polygons und die Beriihrungspunkte der weiten ausgedehnten
Tangenten sind, also (§ 34) der Defekt dieser Figur

2T —TMT—@Q—(M—1T)=T— @
wobel @ = 2 1r: 27 ist. Die Vierecke haben zusammen den Inhalt
T1—Dp=2"T—2m.

: T o i
Ferner ist (§ 63) $in —- = chr - sin—,

-

! Lobatschefskij berechnet den Kreisinhalt auf analytisch-geo-
metrischem Weg (S. 37), ebenso Bolyai, Appendix § 32, S. 205. Wir
bevorzugen einen direkten Grenziibergang. - '
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sodafl sich fiir den Kreisinhalt ergibt

- - - T
limes 2T — 2 = limes 27+ sin = el

=0 H =0

= chr +limes 27t+1 gin ;ﬁ-— 2@ =2m(chr — 1)

§ 50 Die , Quadratur des Kreises*. Johann Bolyai
hat sich den sensationellen Effekteiner QuadraturdesKreises
geleistet.! Das geht so zu: Errichtet man in der Mitte der Strecke »
die Senkrechte, und zieht zu ihr durch die Endpunkte die Par-
allelen, so schlieBen sie mit » den Winkel I TT(r) ein. Fallt
man dann von dem einen Endpunkt 4 das Lot AC auf die
vom Endpunkt 5 ausgehende Parallele und errichtet man auf
CA in A die Senkrechte, so bildet sie mit der von A aus-
gehenden Parallelen einen Winkel vy, aus dem umgekehrt » kon-
struiert werden kann. Man kann aus

Y=3+T(£)—% CaB

unter Verwendung der Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck
[§ 63 am Schlu] 48C, in dem

ABE iy pel rr(-;;'—)
ist, die Beziehung
tg ¥ = —2—;--m= 2 .n&—:-
tg TT (-3*)

ableiten; der Inhalt des Kreises vom Radius » ist dann

1 Appendix § 43. (Bolyai II, S, 214.) Quadratur ist iiberhaupt mdg-
lich, sobald tang®*y eine ganze Zahl ist oder eine rationale, dercn Nen-
ner aus einer Potenz von 2 und einfachen Potenzen von Primzablen der
Form 2" 4 1 zusammengesetzt ist. — Es sei auch daraufl hingewiesen,
dall d'e Rektifikation der Streckeneinheit (§ 76) nicht moglich ist,
ebensowenig Streckenteilung, vom trivialen Fall der forigesetzten Hal-
bierung abgesehen. (Liebmann, Archiv f. Math. 3, 5 [1903], S. 213
bis 215).
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2m (chr — 1) =4m .rﬁE%n: mtang?y.

Fir 1 = "} hat der in diesem Falle leicht konstruierbare Kreis

also den Inhalt m, der gleich dem Inbalt einer geradlinigen
Figur, namlich des asymptotischen Dreiecks ist. Wer am asym-
ptotischen Dreieck AnstoB nimmt, kann statl dessen ein regulires
Viereck nehmen. Der Inhalt des Vierecks ist

2T — 4W,
unter w den Winkel zweier Nachbarseiten verstanden. Wahlt
man W = E—, so wird der Inhalt also gleich 7. Das rechtwinklige
Dreieck, das zum Aufbau dieses reguldren Vierecks gebraucht
wird, hat die Winkel —g- und j:—; es kann (§ 57) leicht konstruiert

werden.

§ 60. Zur Berechnung des Bogens einer Abstandslinie?,
der tliber dem Stiick s dieser Geraden steht und von ihm den
Abstand ¢ hat, kann man (vgl. § 71) eine Funktionalgleichung
aufstellen. Ist Z(a) die Funktion, mit der man s zu multipli-
zieren hat, um den Bogen zu erhalten, so findet man durch
die hier erwihnte und unten ausgefiihrte Uberlegung dieselbe
Funktionalgleichung?

LEla+ 8 + Ea — b) = 2 Ea) £(b),
diesmal mit der Losung
E(a) = cha.
Fiir den Inhalt der vom Bogen, der Grundstrecke s und den
beiden begrenzenden Loten ¢ berandeten Fliche findet man

§ « I(a) =5+ sha.

1 Die Abstandslinie, d. h. der Ort der Punkte, die von einer Geraden
gleichen Abstand haben, kommt bei Lobatschefskij (S. 34) nur ganz
gelegentlich vor, wihrend J. Bolyai von ihr ausgiebig Gebrauch macht.

* Diese Funktionalgleichungen sind von Cauchy behandelt. Ana-
lyse algébrique, Paris 1821, Chap. V.
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Die zweite Formel ist damit in Einklang, daB die Gleichung

limes f@‘%_ﬂ}_:_f_{cf) e ff:({z}
Aa=oD ﬂ £
bestehen muB.

§ 61. Messung des Grenzkreisbogens.! Das Wichtigste
ist die Messung des Grenskreisbogens, weil sie auch zur Tri-
gonometrie liberfiihrt.

Sind 4, B Anfangs- und Endpunkt eines Grenzkreisbogens
(48), A, und B, die entsprechenden Endpunkte eines zweiten
Grenzkreisbogens, den man erhilt, wenn man auf den Achsen
und zwar nach innen, d. h. nach der Seite des gemeinsamen
Endes der Achsen hin dieselbe Strecke a abtrigt; sind ferner
P und 7, zwei Punkte, von denen der erste auf dem duferen
Bogen beliebig gewahlt ist, der zweite ihm auf dem innern Bo-

gen enispricht, dann ist
(AP): (PB) = (4, P) : (BB,

Diese Beziehung gilt genau so bei konzentrischen Kreisen
oder bei Abstandslinien, die tiber derselben Geraden stehen.

Es ist auch das Verhiltnis (427) : (4,£,) von der Wahl des
Punktes 2 unabhingig und allein durch den Abstand « der
Grenzkreisbogen bestimmt, weil alle Grenzkreise kongruent
sind. [Beim Kreis ist das Verhiltnis noch vom Radius, bei der
Abstandslinie vom Abstand abhingig, den sie von der Grund-
linie hat.] Wir wollen jetzt die Streckeneinheit® so wihlen,
daf die Verjlingung

s, :8=(4,P):(4P)

fiir @ = 1 gerade gleich ¢! ist,

Dann erhdlt man sofort das Ergebnis: Es sei s = AP ein

1 Vgl. Lobatschefskij, S. 33ff. und Pangeometrie (deutsche Aus-
gabe), 5. 34. Bolyai, Appendix § 22—24, S. 193—194.

® DaB diese Streckeneinheit gerade der in den niichsten Zeilen de-
finierte Bogen S ist, wird sich spiiter (§ 76) zeigen; es spielt fiir die
nichsten Untersuchungen noch gar keine Rolle.
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Grenzkreisbogen. Konstruiert man auf Grund der an-
gegebenen MaBbestimmung den inneren, im Abstand
x dazu dquidistanten Grenzkreisbogen, so hat er die
Linge £ == 87,

Diese eine Beziehung geniigt, um die Gleichung des Grenz-
kreises in rechtwinkligcen Koordinaten aufzustellen, wobei & die
auf einer Achse vom auf dem Grenzkreis gelegenen Anfangs-
punkt, » die Ordinate, die Lange der auf der x-Achse errich-
teten Senkrechten bis zu einem Punkte des Grenzkreises ist.

Es sei s ein Grenzkreisbogen, dessen Ausdehnung dahin be-

schrankt ist, daf die Tangente in einem Endpunkt noch von
der (nach auflen verlan-

gerten) Achse im andern
Endpunkt getroffen wird ;
die Abschnitte auf Tan-
gente und Achse mégen
mit / und # bezeichnet
werden. Wichst / unbe-
grenzt, so dal Tangente
und Achsenverlangerung
parallel werden, so moge
s in den durch diesen Grenziibergang wohldefinierten Bogen §
ibergehen. Dann ist, wie die durch Pfeilspitzen nach den
vorkommenden ,,Enden‘ hin andeutende Zeichnung zeigt?,
B — = St
Nach einer entsprechenden Zeichnung, die der Leser schon
aus der folgenden Formel selbst entnehmen kann, erhdlt man
S+ 5= 8S&-*,
Hieraus folgt LR

M= ——— = chl,
2

s =S5(1 — i = ST

! Die geradlinigen Bestandteile der Figur liegen symmetrisch zur
punktierten Linie,
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Fir / = oo geht s in .§ tber. Die Strecken « und / lassen sich
auch als Abszisse und Ordinate fiir einen Grenzkreisbogen s
deuten, der von s den Abstand # hat; man erhilt also gleich
noch die Gleichung des Grenzkreisbogens in rechtwinkligen

Koordinaten b T

auBerdem § = se* = e*Sthy = Sshy.

Hyperbolische Funktionen komplementédrer Strecken.

Fiir spater (§ 76) bemerken wir noch, wie man die hyper-
bolischen Funktionen komplementirer Strecken ¢ und &/,
d. h. solcher Strecken ¢ und &/,
fir diel

() + T (@) = =

ist, durch eine einfache Figur
erhalten kann, in der die Grenz-
kreisbogen S und s als Hilfslinien
eingespannt sind. Die Figur er-
gibt

Sr¢=x=8m%,

also e~ ¢ = fh =

! Bei dieser Gelegenheit sei die ,,Komplementiirtransformation® der
Ebene erwibhnt. Ordnet man jedem Punkt 7~ der Ebene einen Punkt P’
zu, indem man das Lot y = P aufl eine feste Achse fillt und P’ auf
diesem Lot so annimmt, daf /' F die Komplementdrstrecke zu y ist, so
erhilt man (mit Hilfe der Lehre von den zugeordneten Figuren § 54)
leicht die Einsicht, dafl bei dieser Abbildung Cykeln in Cykeln iiber-
gehen und gelangt von hieraus auf sehr elementarem und iibersichtlichem
Weg zur Lehre von den Kreisverwandtschaften iiberhaupt. Analytisch
behandelt von Hausdorff (Leipzig. Ber. 51 [1899], S. 161—214), syn-
thetisch von Liebmann (ebenda 54 [1902], S. 244—260) und in Zu-
sammenhang gebracht mit derPoincaréschen Abbildung (§69), Jahresber.
d, D. M, V. 24 (1915), S. 304—309.
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und hieraus leicht

’ I ) ¢ I
sha = cha cltha, a == ctha cha

Trigonometrie der hyperbolischen Ebene.

§ 62. Es geniigt, eine einzige Formel fiir das rechtwinklige
Dreieck abzuleiten; alle andern gehen daraus durch Ubertra-
gung mit Hilfe der Engelschen Regel (§ 56) hervor. Man erhalt
in dieser Weise zunidchst nur Beziehungen zwischen den hyper-
bolischen Funktionen der drei Seiten und den durch A = TT(J),
= TT(m) bestimmten Strecken — also eine ,,Streckentrigo-
nometrie*, Erst nachtraglich 4
werden Winkel eingefiihrt.!

Verlangert man die Hypotenuse
iiber 2 hinaus und errichtet auf ihr
die zur Verlingerung von 4C par- 4
allele Senkrechte, spannt ferner,
wie in der Figur ersichtlich, Grenz-
kreisbogen zwischen den wverschie-
denen Parallelen ein, so erhilt man

(§ 52, § 61) Gk
§ =S sha,

5, + 8 =& - thi,
sq = Sth(l — c),
e = ch(l — ¢),
also S shg=g =g =1ch(l—1c):S-(thi—th | — o),

! Die folgende Darstellung ist eine Bearbeitung der Entwicklungen
von Bolyai und Lobatschefskij, wie sie sich durch Verwendung
der ,zugeordneten Figuren ganz naturgemiB ergeben hat, wobei die
riumlichen Hillsmittel ginzlich ausgeschaltet werden konnten, Vgl
Liebmann, Leipz. Ber. 19 (1907). S. 187—210. Weitergehende Aus-
fihrung gibt z. B. A. Ranum (Deutsche Math. Ver. 21 [1912], S. 228
bis 248) und V. Varicak (ebenda 17 [1908], S. 70—83). Im iibrigen
sei auf alle zu Anfang des Kapitels genannten Lehrbiicher verwiesen.
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und hieraus durch rein formale Rechnung
(1) sha « chl = she.
Vertauscht man hier auf Grund der Engelschen Regel

a mit , I mit ¢, e mit m,

so erhilt man shi'che = shm oder nach § 61
(2) che = shi- shm,

Durch weitere Vertauschungen im Sinne jener Regel erhalt man
(3) shb = thashi,

(4) che = chachb,

(5) tha = thmithe.

Vom allgemeinen Dreieck wollen wir hier im Rahmen der
sotreckentrigonometrie’* nur den Cosinussatz anfiihren. Wir
bezeichnen mit u = TT(m) den & gegeniiberliegenden Winkel,
mit ¢ die von 4 ausgehende Hoéhe, mit p (Projektion von &)
und a — p die Abschnitte auf «; dann folgt aus

th(a — p) = the thm,
chd = chdechp,
che = chdch(a — p)
durch Elimination von p der ,,Kosinussatz*
chd = chachc — sha she thm.

§ 63. Die Einfiihrung der Winkel. Die MaBzahl eines
Winkels legen wir durch das Verhiltnis von Kreisbogen fest.
Das Verhiltnis des Kreisbogens (vom Radius ») der zu einem
Zentriwinkel ,,a,* gehort, zum Kreisbogen, der zum rechten
Winkel gehort, bestimmt das Verhiltnis der MaBzahlen. Dem
rechten Winkel ist die MaRzahl H: zugewiesen.

Der Winkel a ist zunichst nur durch
0y = n{"zi)

definiert, also eine Konstruktion, keine Messung.
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Nach dem Cosinussatz ist die Sehne, die iiber diesem Zentri-
winkel steht, gegeben durch

.-:'ﬁ.rl = chir — x.&?ré’ﬁai.

Ersetzt man die Sehne s, durch einen regulidren Sehnenzug
von 27 gleichen Sehnen s,, so ist der Kreisbogen gleich

. o S
limes 2”15, = limes 2" sk "~ -

N=o H=0

Bezeichnen wir den zur Sehne s, gehorigen Zentriwinkel mit
o, und denken uns ¢, durch

o, = Tl(a,)
bestimmt, so 1st

s chs, — 1 1— tha

” » *
S“& — — e —— IFJ&?-"V. -

2 2 Z

und aus den rechtwinkligen Dreiecken, die man erhilt, wenn
man vom Mittelpunkt des Kreises das Lot aufl s, fillt, hat man

I shils, VI —f.&r.rr-
cha, shr 2

Setzt man also I :
—— = §in
cha, P15
so wird ] sty -
i = U S LT R gy A
:c."af.‘.-::2 2 2
; E
und allcemein
5 i H el T )
P/ a, 2r =171

und man erhilt fiir den Bogen

&
limes 2” sh— = shr - limes 2" sin e P, shr.

n
=80 7= 0 2

Die MafBzahl El des Winkels o, ist dann auf Grund unserer
Forderung durch

1 ; R A e
ST -shr:@ -shr=3m:¢

bestimmt; es ist also @, = .
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Bezeichnen wir endlich die MaBzahl des durch
o = Tl(a)
bestimmten Winkels mit demselben Zeichen «, wie den Winkel,

so haben wir die Beziehung

- I
sin @ = ——

cha
und demgemaB cos o = tha,
; S
ang o = }};{,
coto = sha.
Inshesondere ist noch
'l i _I;_— tha Aol
tg 3 TT(e) = 1 -+ tha

Es kann jetzt die ,Streckengeometrie’ des rechtwinkligen
Dreiecks durch die erwiinschte Trigonometrie ersetzt werden,
in der statt der hyperbolischen Funktionen der Strecken / und
m wirklich die trigonometrischen Funktionen der MaBzahlen \
und u der Winkel auftreten, die den Katheten a und 4 gegen-
uiberliegen, und man erhilt

(1) sha = shc - sin), (4)  che = chachd
(2) che = cot\ cotp, (5" cosh = chasinp,
(3) skhd = tha - cotp, (6 tha = ihe - cos .,

§ 64. Aus diesen Formeln kann dann die Trigonometrie des
schiefwinkligen Dreiecks abgeleitet werden, genau wie dies in
der ebenen und sphirischen Trigonometrie geschieht,

Zerlegt man z. B. ein allgemeines Dreieck durch eine Hohe
in zwei rechtwinklige Dreiecke und wendet aunf beide (1) an,
so erhdlt man den Sinussatz, also den Satz, dal die hyper-
bolischen Sinus der Seiten sich wie die Sinus der gegeniiber-
liegenden Winkel verhalten. Eine Zusammenstellung von For-
meln eriibrigt sich, man kann ja im Sinne der. logarithmisch-
sphirischen Trigonometrie des Taurinus [§ 36| oder der
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imaginidren Geometrie Lobatschefskijs [§ 38] bequem jede
Formel der sphirischen Trigonometrie in eine entsprechende
der nichteuklidisch-hyperbolischen iibersetzen.

Nur auf eine dieser Formeln wollen wir noch hinweisen, die

den Defekt e=T—a—B—T

eines Dreiecks durch zwei Seiten und den eingeschlossenen
Winkel ausdriickt!:
& c
th— th —sina
i g 03 KK
T b ¢
I —1th— th—cosa
AT

Hyperbolische Raumgeometrie.

§ 65. Die Theorie des hyperbolischen Raumes hat in der
geschichtlichen Entwicklung eine groflere Rolle gespielt, als ihr
in mancher Hinsicht jetzt noch zukommt. Sie diente zur Be-
stimmung der Lobatschefskijschen Figurenzuordnung und

! Zu dieser Formel ist noch zu bemerken: Die Proportionalitit
zwischen Defekt und Inhalt wurde oben (§ 34) festgestellt, Setzen wir
jetzt die Einheitsstrecke (§ 61) gleich %, so folgt fir ,,unendlich kleine**
Dreiecke : B :

?=m51ﬂﬂ =2—E&f,
unter A 7 den Inhalt des Dreiecks verstanden. Hieraus folgt dann um-
gekehrt fiir den Inhalt des endlichen Dreiecks
I=Fn—-—a—B—r1.
Vgl. hierzu die Flichenmessungen z. B, in Lobatschefskijs Pangeo-
metrie, deutsche Ausgabe, S. 45—56. — Die Formel fiir den Defekt
oder Inhalt bildet auch die Grundlage fiir einen strengen Beweis der
isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises, unter allen Kurven mit ge-
gebenem Umfang den groften Inhalt zu besitzen, die selbstverstindlich
auch in der hyperbolischen Geometrie gilt (Liebmann, Miinchen. Ber.
1918, S. 499—505). Als eine Stufe zum Beweis wollen wir bier das
Ergebnis anfithren, daf ein Dreieck, von dem zwei Seiten & und ¢ ge-
geben sind, den grobten Inhalt erreicht, wenn der von & und ¢ einge-
schlossene Winkel gleich der Summe der beiden anderen ist.
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zur Aufstellung der Trigonometrie, sie hat ferner den Ausgangs-
punkt fiir eine Reihe von Integralumformungen? gegeben, sie
war aber endlich auch als Hilfsmittel geboten, mit deren Ver-
wendung Johann Bolyai in den Tagen seines Abstiegs in
den SchoB der ,,alleingiltigen* euklidischen Geometrie zuriick-
kehren wollte (§ 40).

Wenn wir hier kurz auf sie eingehen, so geschieht dies
hauptsidchlich wegen der interessanten ,,Grenzkugel®, einer
Flache, auf der die euklidische Geometrie gilt; auch darf die
Konstruktion der Parallelen auf diesem Weg selbst in einer
summarischen Darstellung der nichteuklidischen Geometrie nicht
gern vermifit werden.

§ 66. Die Parallelen im Raum. Betrachten wir ein Drei-
kant? das wir uns von einer Kugel geschnitten denken, deren
Mittelpunkt der Scheitel des Dreikants ist, und sind a, B, ¥
die Keilwinkel, a, &, ¢ die Winkel, die je zwei Kanten mitein-
ander einschlieBen, so ist, genau wie in der euklidischen Geo-
metrie, der Flicheninhalt des ausgeschnittenen spharischen
Dreiecks dem ExzeB, d. h. dem Uberschuf der Keilwinkel-
summe iiber 7t proportional. [Uberhaupt gilt auf der Kugel die
gewohnliche spharische Trigonometrie, vgl. § 70.]

Im ,eigentlichen* Dreikant, dessen Scheitelpunkt reell ist,
ist daher, genau wie beim euklidischen Dreikant,

@By = ar

ferner sind im ,,Dreikant mit idealer Ecke*, gebildet aus den
Streifen dreier Ebenen, die auf jener vierten Ebene senkrecht
stehen, die Keilwinkel gleich den Winkeln des Spurendrei--

1 Auf die miihseligen Volumbestimmungen, die z. B. Lobatschefskij
in der ,,Imaginiiren Geometrie* und der ,,Anwendung der imaginiren
Geometrie® ausgefithrt hat, gehen wir nicht niher ein, verweisen viel-
mehr auf die vergleichende Kritik der Leistungen der Klassiker und
ihrer Nachfolger, die P, Stickel gegeben hat (Bolyai, 5. 100- 113
und 5. 242).

£ Lobatschefskij, S. 165 ff.
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ecks, also, da die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei

Rechte ist, ae+p+r<m

Um jetzt zum ,,Paralleldreikant* iiberzugehen, haben wir erst
uns mit parallelen Geraden im Raum zu beschilftigen.

Zwei Parallele liegen immer in einer gemeinsamen Ebene.
Sind nun zwei Parallele g, und g, gegeben und legt man durch
einen nicht in der Ebene (g, g,) gelegenen Punkt 7 die Ebenen
E, = (Pg) und £, = (Pg,), so kann die Gerade g, in der
£, und £, einander schneiden, g nicht schneiden, denn durch
diesen Schnittpunkt miiite auch g, gehen, was mit dem voraus-
gesetzten Parallelismus in Widerspruch stiinde,

Haitten ferner g; und g, ein gewmeinsames Lot /7], so wiirde
die durch # /| senkrecht zu g; und g, gelegte Ebene die Ebenen
(8,8, und £, = (g;g,) senkrecht schneiden, also auch g,. g,
und g, hitten also im Widerspruch zur Voraussetzung ein ge-
meinsames Lot, :

Demnach bleibt nur der Fall iibrig, daB g, zu g und g,
parallel ist. Entweder bilden dann die drei Geraden ein asym-
ptotisches Dreieck, und dann waren sie gegen die Voraussetzung
in einer Ebene gelegen, oder sie haben dasselbe Ende gemein,
sie sind nach derselben Seite hin parallel.

Es ergibt sich also, daB die Ebenen (Pg,) und (Pg,) sich in
einer Geraden schneiden, die zu g, und g, im Sinne ihres
gegenseitigen Parallelismus parallel ist.

Hieraus kann die Transitivitit der Beziehung des Paralle-
lismus im Raum leicht bewiesen werden. Sind g, und g, zu-
einander parallel, ebenso g, und g, in demselben Sinne wie
g, und g,, so ist die Schnittgerade zweier Ebenen, die durch
einen Punkt 7 von g5 gehen und von denen die eine g, die
andere g, enthilt, zu g, parallel, also mit g; identisch. Es ent-
steht aber ein Paralleldreikant, also ist g auch zu g, parallel.

§ 67. Das Paralleldreikant und die Grenzkugel. Im

Paralleldreikant betrigt die Summe der Kantenwin-
kel zwei Rechte,

Boneola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2, Aufl, 8
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Das ist leicht einzuséhen. Es seien 4, B, C drei Punkte auf
den Kanten, Q das gemeinsame Ende. Lift man nun einen
Punkt Q auf AQ sich nach Q hin bewegen, so braucht man
nur das Dreikant mit dem Scheitel ¢, den Kanten Q4, 05,
@C zu betrachten und darin die Winkel (Kantenwinkel) und
Seiten (Winkel 408, BQC, CQ4). Diese Seiten nahern sich,
wenn () nach € wandert, alle drei asymptotisch der Grenze
Null, daher die um 1 verminderte Summe der Kantenwinkel,
die dem Inhalt des sphdrischen Dreiecks proportional ist, das
die Kanten aus einer Kugel um @ als Mittelpunkt ausschneidet,
ebenfalls. Die Summe der Kantenwinkel niahert sich daher dem
Wert m; der Kantenwinkel an QA ist aber ¢, und die an QF
und QC nidhern sich asymptotisch den Kantenwinkeln B und 7y
an QB8 und QC, also ist o 4+ B + T gleich m.

Wenn man jetzt die Gesamtheit aller korrespondierenden
Punkte betrachtet, die man aus einem Punkt (4) auf einer Ge-
raden eines Parallelbiindels auf den parallelen Geraden erhilt,
so ist die entstehende Flache in sich beweglich: Man nehme
noch zwei beliebige Gerade des Biindels hinzu und auf ihnen
die zu 4 korrespondierenden Punkte B und C, ferner sei M/
der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der drei Seiten des
Dreiecks 4B C. Dann ist leicht nachzuweisen, daB A0 auf
der Ebene des Dreiecks senkrecht steht, woraus folgt, daB &
und (' einander korrespondierende Punkte sind. Wenn man
also von A statt von 4 bei der Konstruktion ausgeht, wiirde
man dieselbe Flache erhalten, d. h. sie ist in sich beweglich.
Die Spuren der durch 2 gehenden Ebenen auf der Flache
sind Grenzkreise, die Winkel eines Dreiecks dreier solcher
Grenzkreisbogen gleich denen des Paralleldreikants der von
den Ecken des Dreiecks ausgehenden Achsen, also gleich .

Demnach haben wir das Ergebnis:?

Auf der Grenzkugel, d. h, der Fliche, die alle Ge-

' Lobatschefskij, S. 12; Bolyai Appendix § 21, S. 192.
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raden eines Biindels von Parallelen mit gemeinsamem
Ende Dsenkrecht schneidet, gilt die euklidische Geo-
metrie,

Dieser Umstand ist namentlich deswegen wichtig geworden,
weil man ihn beniitzen konnte, um die Trigonometrie der
hyperbolischen Ebene durch besondere Konstruktionen daraus
abzuleiten,

§ 68. Die Parallelenkonstruktion, aus dem Raum
abgeleitet!, Man er- O
richtet auf der Ebene s
des dreirechtwinkligen
Vierecks A5 C D mit den
Bestimmungsstiicken

<L BCD =B, AD = a,
DC=], CB=r¢,
BA =m

in A4 die Senkrechte,

deren eines Ende mit

Q bezeichnet sei, zieht

ferner BQ, CQ, DQ
und endlich noch die

Parallele 40 zu 5 (C0,
die D C in £ schneidet. AuBerdem zieht man noch £9Q.

Dann ist ¥ EAD — % — T(n) = p,
3 s
@:ABQ:H{W}=_{_"H‘

Die Dreikante C(DBQ) und £(D AQ) haben, das zweite an
E A, das erste an CQ, rechte Winkel. [Dies folgt daraus. daB
das Parallelvierkant, von dem die Winkel an Q2B, Q4, QD

Fig. 45.

! Wir geben hier Bonolas Konstruktion (Ist. Lomb. Rendiconti II
[37], 1904, S. 255—258), die sich nur wenig von einer von Engel
herrithrenden (Leipzig. Ber. 50 [1898], S. 187—191) unterscheidet.

S*
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rechte sind, auch an Q C einen rechten Winkel aufweisen mug.]
Die Winkel an C2 und ZD sind beide gleich a = TT(a). Der

Winkel an CZ5 ist gleich -T—;- — u und der an £'Q, weil Q(4DE)
ein Paralleldreikant ist, mit den Kantenwinkeln ; an Q0 und

u an Q A4, ebenfalls gleich l;- — .
Die beiden Dreikante sind also kongruent, daher
T BCD = =t VA
also sind die zu diesen Winkeln (aI.é Parallelwinkeln, die zu-
geordnete Lote bestimmen) gehorenden Lote

c= BC und "’31 = AL

einander gleich. Dies fiihrt wieder genau die Parallelenkon-

struktion von Engel (§ 55).
Ferner ist noch

\) =X DEA=LDCQA=\,
B=XDCB=XDEQ =TI@)

und damit ist wieder die Zuordnung von rechtwinkligem Drei-
eck und dreirechtwinkligem Viereck (§ 54) erwiesen.

§ 69. Die Randbilder von Ebenen. Wir kommen mit
einigen Worten auf die Behandlung der Kreisverwandtschaften
zuriick [vgl. § 61, Anm. liber die Komplementirtransformation].
Es gibt im Raum drei Arten von Strahlenbiindeln, die Strahlen
durch einen reellen Punkt, die von konzentrischen Kugeln
orthogonal geschnitten werden, die Strahlen durch ein ,,Ende,
die von Grenzflichen und endlich die Strahlen senkrecht zu
einer Ebene, die von Abstandsflichen senkrecht geschnitten
werden. Wenn man unter den Durchmessern einer Sphéire den
auf einer Ebene senkrecht stehenden auswihlt und die zu ihm
parallelen Durchmesser mit der Sphare schneidet, so entsteht
das Randbild der Ebene auf der Sphire. Es wird, wenn die
Sphire Kugel oder Grenzkugel ist, stets ein Kreis. Indem man
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von allen Ebenen des Raumes auf zwei Sphiren die Randbilder
entwirft, erhilt man eine Kreisverwandtschaft und zugleich
winkeltreue Abbildung zwischen den Sphéren.

Nimmt man insbesondere zur einen Sphire eine Grenzkugel,
zur andern die sie im Anfangspunkt eines Polarkoordinaten-
systems beriihrende Ebene, und bezeichnet man die Polar-
koordinaten auf der Grenzkugel mit », @, in der Ebene mit
p, @, so wird fiir zugeordnete Punkte nach § 61

Ll 5 gl
r=Fkth =
und da das Bogenelement in der Ebene durch
do® = dp® + Ksh® - do?
auf der Grenzkugel aber durch
ds® = dr® 4 r2do?®

gegeben ist, so ergibt sich durch Beniitzung der hyperbolischen

Funktionen leicht g 22 75t

- E=r

Die hyperbolische Ebene ist damit konform auf die eukli-
dische Ebene (vielmehr die Grenzkugel) und zwar auf das
Innere eines Kreises vom Radius %# [= Streckeneinheit] abge-
bildet und zwar eben durch eine Kreisverwandtschaft.
Insbesondere entsprechen den Geraden Kreise, welche jenen
Kreis senkrecht schneiden und den Bewegungen Kreisverwandt-
schaften, welche den Kreis x? 4+ »* — #? = o0 in sich iiber-
fihren [vgl. § 78].

Absolute sphidrische Trigonometrie.

§ 70.° Man kann die sphirische Trigonometrie so be-
griinden, daB fiir den Raum, dem die Kugel angehort, ledig-
lich die Beweglichkeit vorausgesetzt wird, oder schirfer ge-
sagt, daB dabei von den Axiomen oder Postulaten der eukli-
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dischen Geometrie das Parallelenpostulat ganz bei Seite ge-
lassen wird.!

Wir messen die Bogenlingen von Hauptkreisbogen durch
den Zentriwinkel, den die vom DMittelpunkt der Kugel nach
den Endpunkten gezogenen Radien einschliefen. Als Faktor
tritt hinzu noch eine Funktion des Radius, die aber in den
Formeln der sphirischen Trigonometrie gar keine Rolle spielt.
Desgleichen messen wir den Inhalt eines sphérischen, aus
Hauptkreisbogen gebildeten Dreiecks durch den ExzeB, d. h.
den UberschuB der Winkelsumme ¢ -+ B 4 y iiber m, ohne
uns um den vom Radius abhdngenden Faktor zu kiimmern, der
noch hinzutritt und ja, wie bei der Messung von Hauptkreis-
bogen, fiir alle auf derselben Kugel gelegenen Dreiecke der-
selbe ist,

Ebenso wie diese Messungen sind auch die weiteren zu ver-
wendenden Beziehungen vom Parallelenpostulat unabhingig,
die wir jetzt aufzihlen und als bekannte elementare Kenntnisse
- voraussetzen diirfen.

1. Zu jedem sphirischen Dreieck mit den Seiten «, 4, ¢ und
den Winkeln @, B, v gehort ein dazu polares Dreieck, dessen
Seiten m — o, m — B, m — ¥y und dessen Winkel m — @, m — §,
T — ¢ sind.

2. Ist r der spharische Radius eines Kleinkreises, d. h. der
Hauptkreisbogen, der den Schnittpunkt der Kugel und der auf
der Ebene des Kreises senkrecht stehenden Achse, also den
auf der Kugelfiiche gelegenen Mittelpunkt mit irgendeinem
Punkt der Peripherie verbindet, so sind Kreisbogen und Kreis-

1 DaB die sphirische Trigonometrie vom Parallelenpostulat unab-
bingig gilt, haben Lobatschefskij (S. 235) und Bolyai (Appendix
§ 26, 5. 195) wieder, wie die ganze Trigonometrie iiberhaupt, auf die
Untersuchung von Parallelkanten im Raum zuriickgefithrt. Wir bevor-
zugen den hier beschrittenen, grundsiitzlich einfacheren Weg, der ledig-
lich die innere Kinematik der Kugel beniitzt. Vgl. Liebmann,
Leipz. Ber. 60 (1908), S. 289—305.
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sektor des sphirischen Kleinkreises dem Zentriwinkel [Winkel
der sphirischen Radien] proportional. Ist a der Zentriwinkel,
a der Radius, so mogen diese Funktionen mit O)(¢) und @ (a)
bezeichnet werden. Es ist dann

0=00) <0@<O(3) =1 (o<a<?)

und 0= @) <®W <®(3) =

denn Inhalt und Umfang wachsen von o bis 21, wenn der
Kreis in einen Hauptkreis tibergeht [vgl. § 41].

3. Jeder Kleinkreis kann auch als ,,Abstandslinie* aufgefafit
werden: Tragt man auf den Radien eines Hauptkreisbogen-
stiickes von der Linge s die Strecke 4 ab, so entsteht eine

,,Abstandslinie*, die zugleich ein Kleinkreis mit dem Radius

__;1.._,5 ist. Bogenstiick und Inhalt der Fliche zwischen der

Grundlinie s, dem Bogenstiick und den begrenzenden Loten (5)
sind proportional zu s und im tbrigen Funktionen von 4, die
mit () und 7(4) bezeichnet werden sollen. Es ist dann

E@)=O(F —?),
1) =1 —@® (5 —0)

2

§ 71. Die Funktionalgleichungen fiir O, @ und ihre
Losung. Wir denken uns zu einem Kleinkreisbogen s im Ab-
stand ¢ auf beiden Seiten die dquidistanten Kleinkreisbogen
und 2z gezogen. Zerlegt man die Figur durch gemeinsame Ra-
dien in z» kongruente Stiicke, die man ,,Kopf gegen FuB* wie-
der aneinanderlegt, so entsteht eine neue Figur mit demselben
Inhalt, und es ist auch der Umfang derselbe geblieben. Macht
man den Grenziibergang, indem man die Anzahl der Teile un-
begrenzt wachsen 1aft, so geht die zweite Figur in zwei sym-
metrisch kongruente Figuren tiber, und der gebrochene Linien-
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zug der Kleinkreisbogen von der Linge —:; in einen Hauptkreis-

bogen von der Lange s, so dall wir erhalten
u+v=2s5.Fa)

s moge jetat ein Kleinkreisbogen sein, der, als Abstandslinie
betrachtet, tiber dem Hauptkreisbogen / steht und von ihm den
Abstand 4 hat. Dann ist

g ="
w=1.FEa-4 9,
2 =1t Ela—8).

Man erhilt also durch diese ,,Fleckenschneiderei* die Funk-
tionalgleichung

Ela+8) + Ela — b) = 2 Ea) E£(b).
Wegen E(o) =1, ﬂ(:) =0

ist die einzige stetige Losung dieser Funktionalgleichung!

E(a) = cosa,
und daher Ole) = E(“g' a a) = sin a.

Durch Vertiefung der Beziehung, die zwischen einem Drei-
eck mit seinem polaren Dreieck besteht, kann man aber auch
zeigen, dafl zu jeder sphirischen Figur mit dem Umfang Z und
dem Inhalt 7 eine polare, d. h. von den Polen der die erste
Figur umhiillenden Hauptkreise erzeugte existiert mit dem Inhalt

Fle2n—U
mit dem Umfang U =27x—F
Der zu einem Kleinkreis mit dem Radius a polare Kleinkreis

hat aber den Radius l; — a, so dab man erhilt

! Vgl. die § 60 angefiihrte Untersuchung von Cauchy.
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zﬂ@(--— —a) =21 — 20(),
znf:}(g -——a) =2m — 27P(a),

es ist also @®(a) = 1 — cosa,

§ 72. Der Kosinussatz. Lassen wir ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Ecke A4 festgehalten wird, eine Drehung um
den Winkel @ ausfiihren, wobei die Ecken C und B in C" und
B’ ibesgehen, so uberstreicht 45 die Fliche @(1 — cos¢)
und AC die Fliche @(1 — cosé), endlich CA ein Viereck
(CC'B'B), das von zwei Kreisbégen (CC) und (BF’) und von
zwei Hauptkreisbogen C 5 und "B’ begrenzt ist; es ergibt sich

also q:'(I — COS8 f) — q:;(l —_— CDS&) + {CC*BIE:].

Den Wert von ' C"B'B kann man aber wieder durch Grenz-
ibergang bestimmen, indem man auf dem Kleinkreisbogen C'C”
die Teilpunkte C, ... C,_, einschaltet. Ist AT der Winkel,
den je zwei benachbarte, an den inneren Kreis gelegte Tan-
genten miteinander einschliefien, so wird

(CC' B B) = limes A1 (1 — cosa).

o=

Fiir den Exzef oder Inhalt eines jeden der Longruenten
Vierecke, die von zwei benachbarten Kreisradien 4 und den
Tangf;nte.n in ihren Lndpunkten gebildet werden, erhilt man

rFrt I HE—AN—m=2_ Ay

und da die Summe dieser Vlerecke im Grenzfall gleich dem
Sektor des inneren Kleinkreises wird, so folgt

@(1 — cosh) == Iijn (n(% —_ .L\,I)),
d. h. limn/\f = @ - cosb.

.

Man erhilt also
@(I — cosc) = @(1 — cosd) + @(1 — cosa) cosd
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oder cos¢ = cosa - cosd,

d. h. den Kosinussatz des rechtwinkligen Dreiecks.

§ 73. Das Pentagramma mirificum. Die weiteren For-
meln der Trigonometrie des rechtwinkligen spharischen Drei-
ecks findet man leicht aus dem Pentagramma mirificum?, dem
wir uns jetzt zuwenden.

Wenn man in einem rechtwinkligen spharischen Dreieck die

Kathete 4 iiber 4 hinaus um ¢ = g — b bis A, verlingert,
ebenso die Hypotenuse ¢ iiber 4 hinaus unf ¢’ = g — b bis C,,

so ist der Punkt 4, weil 4 C =" und L4 CB =", der
Pol des Hauptkreises ZC |, daher auch 4,5 ein Hauptkreis-
quadrant (= :—) Wegen BA, = : = B (, ist dann B der Pol

des Hauptkreisbogens 4, C;, also im Nebendreieck A C,4, der
Winkel bei C; ein rechter. Verlangert man noch ZC und 4, C,
bis zum Schnitt (D), so ist im Dreieck B4 D

BAy =< =X DAB = X DBA,,

das Dreieck 54,0 ist also ein Kugeloktant, und wir konnen
jetzt simtliche Bestimmungsstiicke des rechtwinkligen Neben-
~dreiecks ablesen.

Hypotenuse: ¢, = 44, = g — &;

Katheten: - a, = ClAl == @iAlECl . 121 — B,
by = AC, = ;— "
Winkel: o, =X A4, = a,
- L
B, = %:A.»Il{,-l = CD = S

I Die wichtigste Figur des Pentagramma mirificurn hat Lambert
in seinen ,,Beitrigen zur Mathematik** I, 17065, untersucht. Vgl A, v.
Braunmihl, Geschichte der Trigonometrie II, Leipzig 1903, S. 13 u.
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Setzt man die Konstruktion, die vom Ausgangsdreieck zum
ersten Nebendreieck fiihrte, fort, so fillt das finfte Dreieck mit
dem ersten BCA zusammen, und es entsteht die geschlossene
Figur des ,,Pentagramma mirificum*.

Aus ibr kdénnen alle Dreiecksformeln abgelesen werden. Das

erste Nebendreieck ergibt z. B., wenn man den Kosinussatz

anwendet: cose¢, = cosa, - cosb

oder sin = sin ¢ sin f.

Die iibrigen Formeln konnen leicht gefunden werden durch
weitere Heranziehung der Nebendreiecke und elementare Rech-
nungen, und mit dem rechtwinkligen Dreieck ist dann auch das
allgemeine Dreieck in bekannter Weise eingeordnet.

Das Pentagramma mirificum bildet den Schlufistein der grund-
legenden Elemente der absoluten spharischen Trigonometrie.

Hypothesen, die mit dem euklidischen Postulat
gleichberechtigt sind.?

§ 74. Bevor wir das elementare Gebiet verlassen, scheint
es uns angebracht, die Aufmerksamkeit des Lesers darauf zu
lenken, welchen Wert im Organismug der Geometrie die Sitze
haben, die in einem bestimmten Sinne als dem V. Postulat
dquivalente Hypothesen gelten kdnnen.

Um uns deutlich verstindlich zu machen, beginnen wir mit
der Erklarung der Bedeutung dieser Aquivalenz.

Zwei Hypothesen sind absolut gleichberechtigt, wenn
jede von ihnen aus der anderen folgt ohne Hilfe einer neuen

13I. Spiter hat ihr GaulB seine Aufmerksamkeit gewidmet (Werke III,
1876, S. 481—490 und VIII, 19co0, S. 106—117). Vgl. auch Schle.-
singer, Journal f. Math. 124 (1902), S. 38—46. In der Schulmathe-
matik, wo sie so fruchtbringend verwendet werden konnte, hat sie sich
leider nicht eingebiirgert!

! Wir geben diese logisch musterhafte Zusammenfassung Bonolas
aus der ersten Auflage unverindert wieder.
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Hypothese. In diesem Sinne sind absolut dquivalent die bei-
den folgenden Hypothesen:

a) Zwei zu einer dritten parallele Gerade sind untereinander

parallel,

b) Durch einen Punkt auflerhalb einer Geraden geht eine

und nur eine Parallele zu dieser Geraden.

Diese Art von Aquivalenz hat nicht viel Interesse, weil die
beiden Hypothesen einfach zwei verschiedene Formen eines
und desselben Satzes sind, Wir wollen vielmehr zusehen, wie
der Begriff der Aquivalenz verallgemeinert werden kann.

Nehmen wir an, es sei eine deduktive Theorie auf ein
bestimmtes System von Hypothesen begriindet, das wir mit
{4, B, C... H} bezeichnen wollen. Seien dann J/ und V
zwei neue Hypothesen, derart, daB aus dem System {4, 75,
C...H, M) das N abgeleitet werden kann und aus dem
System {4, B, C... H, N} das M. Wir deuten das an, in-
dem wir schreiben: -

O R B e
LB O L L e

Verallgemeinern wir jetzt den Begriff der Aquivalenz, so
kénnen wir sagen, daB die beiden Hypothesen A4, IV dquiva-
lent sind in bezug auf das Fundamentalsystem {4, 5,

[ es ol

Wir be!tonen die Wichtigkeit, welche in dieser Definition das
Fundamentalsystem {4, B, C... A} hat. In der Tat kann es
eintreten, daB, wenn man das Fundamentalsystem einschrankt,
indem man z. B. die Hypothese 4 ausliBt, die beiden Schliisse

{ﬂ,- i .-H, ﬂi"} :) E ﬂ}",
1.8, € . . H VY oy -l
nicht gleichzeitig moglich sind.
Dann sind die Hypothesen 7, /V hinsichtlich des neven Fun-
damentalsystems { B, C... /} nicht d4quivalent.
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Nach diesen Erklirungen logischer Natur wollen wir sehen,
was aus den vorhergehenden Entwicklungen fiir die Aquivalenz
solcher Hypothesen und der euklidischen Hypothese folgt.

Nehmen wir an erster Stelle als Fundamentalsystem das aus
den Postulaten der Assoziation [4] und Distribution 4]
gebildete, die in der gewohnlichen Weise die Begriffe der Ge-
raden und der Ebene charakterisieren; ferner aus den Postu-
laten der Kongruenz [C] und aus dem in § 6, 11, 15 er-
wiahnten Postulat des Archimedes [D].

In bezug auf dieses Fundamentalsystem, das wir mit {4, 5,
C', D} bezeichnen werden, sind die folgenden Hypothesen
untereinander und mit der von Euklid in seinem V. Postu-
lat (§ 1) ausgesprochenen dquivalent.

a) Die inneren Winkel, die zwei Parallele mit einer Trans-
versale auf derselben Seite bilden, sind supplementar [Ptole-
mius, § 2].

b) Zwei parallele Gerade sind #dquidistant [Cataldi, § 7].

c). Trifft eine Gerade die eine von zwei Parallelen, dann
trifft sie auch die andere [Proclus, § 3]; oder: zwei zu einer
dritten Geraden parallele Gerade sind untereinander parallel,
oder auch: durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden geht
eine und nur eine Parallele zu dieser Geraden.

d) Zu einem beliebigen Dreieck kann immer ein dhnliches
Dreieck von beliebiger Groie konstruiert werden [Wallis, § 9].

e) Durch drei Punkte, die nicht in gerader Linie liegen, geht
immer ein Kreis [W. Bolyai, § 29].

f) Durch einen Punkt, der zwischen den Schenkeln eines
Winkels liegt, geht immer eine Gerade, die die beiden Schenkel
des Winkels trifit [Lorenz, § 28].

o) Wenn von zwei Geraden 7, ¢ die eine senkrecht und die
andere geneigt gegen die Transversale 47 ist, so sind die von
den Punkten von s auf » gefillten Lote samtlich kleiner als
AB auf der Seite, wo AF mit s einen spitzen Winkel bildet
[Nasir-Eddin, § 6].
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B) Der Ort von einer Geraden gleichweit entfernter Punkte
ist eine Gerade [Clavio und Borelli, § 7].

y) Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten
[Saccheri, § 17].

Wir wollen jetzt das Fundamentalsystem von Hypothesen
einschrinken, indem wir von der Archimedischen Hypo-
these absehen. Dann sind die Sitze a), b), ¢), d), €), f) auch
noch untereinander und mit dem V. euklidischen Postulat
dquivalent in bezug auf das neue Fundamentalsystem { 4, B, C}.
Die Sitze o, B, v sind zwar untereinander idquivalent in bezug
auf das System { 4, B, C}, aber keiner ist dem euklidischen
Postulat aquivalent, Dieses Ergebnis, das die Stellung des
Archimedischen Postulats hervortreten 1aBt, ist in einer schon
zitierten Arbeit von M. Dehn [19o0] enthalten.’ In dieser Ar-
beit wird bewiesen, dall die Hypothese y iber die Winkelsumme
im Dreieck nicht nur mit der gewdhnlichen elementaren Geo-
metrie vertriglich ist, sondern auch mit einer neuen, notwen-
digerweise nichtarchimedischen, wo das V., Postulat
nicht gilt und wo durch einen Punkt unendlich viele Nicht-
schneidende hinsichtlich einer vorgezeichneten Geraden gehen.
Dieser Geometrie gab der Entdecker den Namen: Semi-
euklidische Geometrie.

e m———

1 Vgl. § 14 Anm, I.



Fiinftes Kapitel.
Neuere Wege und Ziele.

§ 75. Lange Zeit ruhten die Forschungen der Klassiker, von
deren Ergebnissen wir im vorigen Kapitel ein zeitgemal er-
ginztes Bild geben wollten, fast unbeachtet im Verborgenen.

Die weitere Entwicklung kann man ungefihr charakterisieren
durch die Schlagworte: Abbildungen im Rahmen der eukli-
dischen Geometrie, erweiterte Erforschung der Grundlagen,
Anwendungen auf neue Gebiete (Funktionentheorie,
Physik, insbesondere die klassische Relativititstheorie).

In der summarischen Darstellung, die uns die Enge des zur
Verfiigung stehenden Umfangs aufnotigt, mag es gestattet sein,
zeitlich Getrenntes, wenn die Systematik dies geeignet erscheinen
laft, vereint zu bringen. —

Unmittelbar an die im vorigen Kapitel entwickelte Elemen-
targeometrie lassen sich die Entdeckungen von Beltrami
[1835—1900] und die viel spater erfolgten schliefen, die Poin-
caré [1854—1912] und Klein in den Dienst der Funktionen-
theorie gestellt haben.

Die erst in den Handen von Klein zu einem neuen Ein-
gangstor in die nichteuklidische Geometrie ausgestaltete pro-
jektive MaBbestimmung Cayleys [1821—1895] wurde zugleich
eine Anregung zur Erforschung der Grundlagen der Geometrie
tiberhaupt, die seitdem nicht ruht. Auch die ,,zweite Hypothese*,
also die Geometrie, deren einfachster Reprisentant die Kugel
ist, kommt hier zur Sprache.

Ganz andere Wege wieder hat Riemann [1826—1866] ge-
bahnt, indem er von dem ,,Raum als Zahlenmannigfaltigkeit*

-
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ausging. Die weiteren nach dieser Richtung gehenden Unter-
suchungen von Helmholtz [1821—18¢94] bedurften der Klir-
ung, welche Lie [1842—1899] durch die Gruppentheorie ge-
schaffen hat, —

Hinsichtlich der Axiomatik werden wir spiter auf Literatur
verweisen; an dieser Stelle mogen folgende AuBerungen die
Schwierigkeiten kennzeichnen,

S. Lie! sagt: ,,Die Grundlagen der Geometrie sind ein Ge-
biet, dessen Bearbeitung schwierig und, sagen wir es offen,
ziemlich undankbar ist; gibt es doch unter den vielen, die sich
damit beschiftigt haben, nur wenige, die von allen ihren Nach-
folgern anerkannt worden sind, und keinen, der ganz unange-
fochten geblieben wire*.

F.Schur? charakterisiert diese Schwierigkeit mit den Worten:
»Ob es je gelingen werde ein solches System [von Postulaten
ohne iiberflissige Elemente] aufzustellen und seine Unabhingig-
keit zu beweisen, erscheint uns schon deshalb sehr zweifelhalft,
weil die meisten Postulate erst auf Grund friherer einen Sinn
erhalten, die Frage also, ob jedes einzelne Postulat von allen
iibrigen unabhingig sei, garnicht gestellt werden kann*,

Euklidische Bilder der nichteuklidischen Geometrie.

§ 76. Die Polarkoordinatensysteme der hyperbo-
lischen Geometrie.? Das zunichst sich bietende Koordina-

1 8, Lie, Theorie der Transformationsgruppen III, S.535. Leipzig
1893.

* F. Schur, Grundlagen der Geometrie, S. VIL. Leipzig 1909, —
E. Picard (La science moderne et son état actuel. Paris 1905) sagt
noch dramatischer (S. 61/62): ,,Studiert man diec neuesten Arbeiten iiber
die Prinzipien der Geometrie, so erschrickt man tber die lange Liste
der Postulate, die notwendig sind, damit die Geometrie den Charakter
logischer Strenge erhilt, den man ihr im allgemeinen zuerteilt.*

¥ Von Koordinatensystemen macht schon Lobatschefskij an vielen
Stellen Gebrauch, desgleichen fast durchweg die in § 47 aufgezihlten
Werke.
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tensystem hat als Grundlage das, Netz konzentrischer Kreise
und ihrer Radien. Als Koordinatenanfang ist der Mittelpunkt
der Kreise zu wihlen, der Winkel ¢ wird von einem Anfangs-
strahl aus gerechnet, genau wie in der euklidischen Geometrie.
Das Element eines Kreisbogens hat dann die Liange (§ 63)

shr - do
und fiir das Quadrat des Bogenelementes erhilt man
ds® = dr® + shPrdo®
aus einem infinitesimalen rechtwinkligen Dreieck, entsprechend
dem Ausdruck ds? = d® + P do?

in der euklidischen Geometrie.

Neben dieses eigentliche Koordinatensystem treten aber jetzt
zwei andere Systeme, entsprechend den neuen Arten von Cykeln.

Die Abstandslinien geben AnlaB, folgende Koordinaten ein-
zufiihren, die, scheinbar den Cartesischen Koordinaten x y ent-
sprechend, doch wohl eher als andere Form des nichteuklidi-
schen Systems von Polarkoordinaten aufzufassen sind.

Wir wiahlen eine x-Achse und nelimen als Koordinaten eines
Punktes 2 das mit Vorzeichen versehene Lot 72X — y auf die
x-Achse und die Strecke X = x. (Man beachte, daB das auf
die y-Achse gefillte Lot PJF nicht gleich # und OF nicht
gleich y ist bei allgemeiner Wahl der Lage von 2!)

Die Linien y = konst. sind dann Abstandslinien und die
Linien x = konst. Gerade. Der iiber dem Element Jx der
x-Achse stehende Bogen einer Abstandslinie ist dann (§ 60)

chy dx
und man erhdlt fiir das Quadrat des Bogenelementes
ds® = dy® 4 chPydx?,
Als drittes System fiihren wir ,,Grenzkreiskoordinaten* ein.
Die positive £-Halbachse wird von einem Punkt O nach rechts

gezahlt, als n-Achse wird ein Grenzkreis gewihlt, der nach
Bonola-Liebmann, Wichteuklid. Geometrie, 2. Aufl, 9
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dem positiven Ende der x-Achse seine Hohlseite wendet. Die
Koordinaten eines Punktes sind £, ndmlich sein mit Vorzeichen
versehener Abstand /7 vom Grenzkreis, und n, namlich der
Grenzkreisbogen (0 /). Die Linien £ = konst. sind Grenzkreire,
und auf einem Grenzkreis ist das Bogenelement (§ 61)

e=5d n.
Die Linien n=konst. sind Gerade, und fiir das Quadrat des
Bogenelementes erhilt man
ds? = ¢~ 21 dE% 4 dn’
Als unmittelbare Anwendung des zweiten Systems sei hier die

Berechnung der Strecke S gegeben. Die Gleichung des nach
der Seite 4 x offenen Grenzkreises ist (§ 61)

e*=chy.

Lassen wir TT(y) vﬂn%bis —E- abnehmen, so wichst ¢ von o
bis 5. Man erhilt jetzt die Messung aus
ds®=dy: 4 chlydx® =dy* 4 27 dx? = dy* + d(chy)® = d%(shy),
oder wenn M(y)=w
gesetzt wird, nach § 63

ds = dcoty, s=coty

und S = cot -: — cot 1: = I,

—

Bei der friiher § 61 getroffenen Festsetzung ist also
die Streckeneinheit gegeben durch den Grenzkreis-
bogen 1 =8 = (45), wobei die Tangente in 4 und die
nach aullen verlingerte Achse durch /5 parallel sind.

§ 77. Beltramis kongruentes Bild. GauB?! hat bekannt-

! Disquisitiones generales circa superficies curvas, (ottingen 1828
= Werke IV (1873), p. 217—258. Deutsch in Ostwalds Klassikern
der exakten Wissenschaften Nr. 5 (Leipzig 1889) von Wangerin, —
Vgl. auch zur Wiirdigung die Stickel in den oben (§ 31) angefiihrten
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lich gezeigt, daB das KriimmungsmaBl einer Fliche
x=x(mv) y=yv) =301,
bei der das Quadrat des Bogenelementes durch
dx® - dy?+ d2° = edu® + 2fdudv + gdv®;

e=a" + i + 35

S=x1%+ 0+ 5 5

g=x3+5;+ 4
(die Indizes deuten die Differentiationen nach » und » an), ge-
geben ist durch eine Formel, die nur von ¢, /, ¢ und ihren ersten
und zweiten Differentialquotienten nach # und » abhdngt. Die
quadratische Form ihrerseits legt zwar die Gestalt der Flache
noch nicht fest, doch bewirkt die Gleichheit der ¢, f, g fiir
zwel Flichen, dab sie stiickweise aufeinander abwickelbar sind,
wie ein (aufgeschnittener) Zylinder auf einen Parallelstreifen der

Ebene, und ein lings einer Mantellinie aufgeschnittener Kegel
auf einen von zwei Halbstrahlen begrenzten Sektor der Ebene,

Zwei in diesem Sinne ,,stﬁckxvefse” aufeinander abwickelbare
Flachen haben also in entsprechenden Punkten gleiches Kriim-

mungsmali, -
Fir /= o wird das Krimmungsmal

,Materialien** iiber die flichentheoretischen Arbeitén von Gaull gegeben
hat (S. 104—140). — Stickel sagt ausdriicklich (S. 127): Ob Gaul
die Geometrie auf einer krummen Fliche noch weiter ausgebaut, ob er
- im besonderen den Zusammenhang zwischen der Geometrie auf den
Fldachen konstanten Krimmungsmafes und der nichteuklidischen Geo-
metrie der Ebene erkannt hat, ist nicht mit Sicherheit zu entscheiden®,
— E. Beltrami (1835—1900) erst hat in seinem Saggio di interpreta-
zione della geometria non-euclidea, Giorn. mat. 6 (1868), p. 284—312,
diese durch Lambert (§ 21) und Taurinus (§ 36) vorbereiteten Schliisse
gezogen. — Kine ausfithrliche Darstellung findet sich in allen Biichern
iber Flichentheorie, am eingehendsten wohl in L. Bianchis Vor-
lesungen iiber Differentialgeometrie, deutsch von M. Luk at, Kap. XVI
S. 418—439. Leipzig 1899.
9 L
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, 1 . :
A §eigt {"*’ (282 + £7) + 8ler g1+ €5) — 2eg(ey +§11)}'
Demnach wiirde z. B. auf einer Fliche mit dem Bogenelement-

quadraﬂ ds? = du® 4 sk udv®

K= 45;‘&5 {44."&9 wch®u — 2 sh%u - 2 (ch®u + sh® u}} = — 1.

Dasselbe Ergebnis hat eine entsprechende Berechnung bei
den beiden andern Formen fiir s

In einfachster Weise konnen dann Rotationsflichen im eukli-
dischen Raum hergestellt werden, auf denen
man direkt als Ausdruck fiir Zs* eine der drei
gefundenen Formen erhilt. Es mag der zweite
Fall hier als Beispiel geniigen. :

LafBt man eine Traktrix, d. h., eine Kurve,
die die Eigenschaft hat, da der Abschnitt der
Tangente zwischen Beriihrungspunkt und Asym-
ptote konstante Linge (%) hat, sich um die
Asymptote drehen, so entsteht eine Flache mit
Pseudosphire. scharfem Rand, deren Gleichung leicht ange-

ol geben werden kann.

Sind » (Achsenabstand), z (Abstand von der xy-Ebene) und
@ (Winkel der Meridianebene mit einer Anfangsmeridianebene)
die ,,Zylinderkoordinaten*, ferner £ die Linge der Traktrix von
dem Punkt an, wo die Spitze liegt, so ist das Quadrat des Tan-
gentenabschnittes g\ 2

| T PR S (d_r)

konstant, daher dE*= dr®J-dz*= i—: dr?,

! Bezcichnet man die Linge der ,,Streckeneinheit S* (§ 61 u. 76)
mit £, so wird &
ds® = dr® 4 F.rk&-g_ dp*
und

- I
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also r—=¢

und ds?= di® 4+ d®e 4
Setzt man £ = I, @ = 1 so erhdlt man genau
ds? — dE2 4 dne— 2,

Hieraus erkennt man die Abwickelbarkeit handgreiflich: Ein
Grenzkreissektor, der zwischen zwei Achsen und dem Bogen-
stiick 21 eines Grenzkreisbogens eingeschlossen ist, 1aBt sich
auf den einen Trichter der Rotationstraktrix, der mit dem Scharf-
rand beginnt, abwickeln; wenn man den Radius dieses Kreises
der hyperbolischen Streckeneinheit gleich wihlt, wird die Halb-
trichterfliche liickenlos {iberdeckt, mit einer Naht freilich, in
der die begrenzenden Achsen des Grenzkreissektors zusammen-
geheftet sind. —

Zur Erganzung weisen wir noch darauf hin, daB die Gleich-
heit des Kriimmungsmafles zweier FFlichen in entsprechenden
Punkten nicht ausreichtum die Abwickelbarkeit zugeordneter
Flichenstiicke sicher zu stellen; das tritt nur dann ohne weitere
Nebenbedingung ein, wenn das Krimmungsmag in allen Punkten
der beiden Flichenstiicke denselben Wert hat.

Es ist Beltramis Verdienst, durch die hier in den Grund-
ziigen entwickelte kongruente Abbildung der hyperbolischen
Ebene auf die Flichen konstanter negativer Krimmung, die
wir fiir die Drehfliche der Traktrix im Einzelnen ausgefiihrt
haben, ihr ,,Biirgerrecht* gesichert zu haben. (Vgl. hierzu auch
§ 90).

Wir geben hier noch ein Bild einer Flache konstanten nega-

! Es konnen zwei beliebige regulire Flichenstiicke durch unendlich
viele Funktionenpaare so aufeinander bezogen werden, dall sie in ent-
sprechenden Punkten gleiches Krimmungsmall haben, wenn beide Ili-
chen nicht von konstantem Krimmungsmall sind (S. Schlesinger,
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 14 [1905], S. 566).
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tiven KrimmungsmaBes, namlich die Photographie einer Papier-
haut. Die Herstellung ist ebenso instruktiv wie miihsam. Die
hyperbolische Ebene kann (im Gegensatz zur euklidischen)
durch regulare n-Ecke in kongruente Stiicke zerschnitten werden,
da der Eckenwinkel, der in der euklidischen Geometrie

5
o (1 -)Tr
n,

betragt, dort beliebig klein

gewadhlt werden kann. Nimmt

12
man » = 7 und o = 3,50

erhilt man regulare Sieben-
ecke, die die hyperbolische
Ebene einfach und licken-
los iiberdecken. Ein solches
Siebeneck besteht aus 14
kongruenten bzw. symme-
trisch - kongruenten  Drei-
ecken, in denen je ein Win-
kel — (niuht 5“) betragt.
3 14

Diese Dreiecke, natiirlich
nicht durch Gerade sondern
durch schwach gekriimmte Kreisbogen begrenzt, schneidet man
aus unserm ,,euklidischen** Papier aus und klebt sie zusammen.
Es entsteht dann die hier abgebildete Flichenhaut, die sich
ganz von selbst rollt.?

y 78. Die winkeltreue Abbildung.? Die bekannte ste-

&

I Die erste Auflage enthielt (S. 141, Fig. 54) hier ein Bild von Bel-
tramis im Seminar der Universitit zu Pavia aufbewahrten Maodell,
ober nicht gerollt, sondern ausgebreitet, so dall Falten auftreten! —
Wir bringen an seiner Stelle das Bild der von S, Finsterwalder her-
gestellten Flichenhaut.

® H. Poincaré, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes. Acta mathe-
matica 1 (1882), p. 1—62. — Ubrigens steht im Grunde genommen
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reographische Projektion bildet die Geometrie auf der Kugel-
fliche ab auf die Geometrie der euklidischen Ebene. Die Ab-
bildung ist winkeltreu, doch entsprechen den kiirzesten Linien
der sphirischen Geometrie, den Hauptkreisen, nicht die Ge-
raden der Ebene sondern gewisse Kreise. Um einen ganz
einfachen Fall deutlich vor Augen zu haben, stellen wir die
stereographische Projektion so her, daf wir die Punkte (7)
der Kugel mit dem Nordpol (V) verbinden und die Verbin-
dungslinien mit der Aquatorebene zum Schnitt bringen (0).
Jedem Kreis (7) entspricht dann ein Kreis ((J) und insbeson-
dere den Hauptkreisen werden Kreise zugeordnet, die den Aqua-
tor ,,diametral®, in einem Paar von Gegenpunkten schneiden.
— Auf Einzelheiten wollen wir aber hier nicht weiter eingehen;
die Betrachtung sollte uns nur als Vorbild fiir die Abbildung
der hyperbolischen Ebene dienen.

Indem wir die Grenzkreiskoordinaten jetzt etwas anders be-
zeichnen, namlich £ und n in ihrer Bedeutung vertauschen, er-

halten wir ds? = dn® 4 ¢~ 20 dE2

Die Entfernung p zweier Punkte 7, (%, n,) und 7, (En,) er-
halt man aus einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse
P, P,, dessen eine Kathete » der Geraden & — £, angehort, Der
FuBpunkt der zweiten Kathete « trifft diese Gerade in einem
Punkt, der von ihrem Schnitt mit dem durch 7, gelegten Grenz-
kreis noch eine Entfernung w hat, die von Null verschieden ist.

Aus den Beziehungen

?+w=m1n,—n, e’ = chu
shu = e~ (£, — &) chp = chuche

erhalt man dann

—N1— M2

£ . ;
chp = ch(ng—my) +——5— (& — &)™

diese Abbildung schon in Beltramis Abhandlung Teoria degli spazii
di carvatura costante. Ann. mat, Milano 2 (2), 1868, p. 232—255.
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Wir bilden jetzt auf die euklidische Ebene ab durch den

AIISELT-E {Il) -J" — EH, e — E

chp = _ér (2= 4 e~ k) 4 % £~ Y (52 Y. EIJE
= (:] =+ :) i 21;5 (0 — ;)
oder 29,9, chp =y} +y; + (x,— x,)% d. i,
(2) {.n:g—.r132+ (yg — v, ch p)- =)Jf-sﬁ3p.
Halt man hierin £, n, also auch x;, und y, und aufierdem p
fest, so wird in der hyperbolischen Ebene ein Kreis dargestellt,

ebenso auch in der Euklidischen Halbebene.
Wir brauchen das Wort Halbebene, weil dem Bereich

=00 K < w00 —oon< o0

das Gebiet mit positivem y

— 0w < x< + 0 < y< oo entspricht.
Setzt man in (2) y, = 0, so kommt:
(xy— %)) =3} (sh2p — ch®p) = — yi;
die Bilder der Halbebene sind also Kreise [der oberen Halb-

ebene], die die x-Achse nicht schneiden.
Die Abbildung ist winkeltreu [konform], denn aus

dx*+ dy? = dn*+ e~ 21dE®
folgt, daB das Bogenelement in der hyperbolischen Ebene zu
dem entsprechenden Bogenelement der euklidischen Ebene in

dem nur vom Ort abhdngigen dagegen von der Richtung un-
abhangigen Verhaltnis steht

Vdn: + e~ ydE
Vdx® 4 dy*
Die Orthogonaltrajektorien aller Kreise mit dem gemeinsamen

Mittelpunkt £, n, sind in der hyperbolischen Ebene Gerade durch

diesen Punkt. lhre Bilder in der euklidischen Ebene sind dann
die Kurven, welche die Kreise (4]

= ,,::’jull — _J,."_
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(v — 22+ (v —yychp) =yish%p (0 < p < 0)

senkrecht schneiden. Die rechtwinkligen Koordinaten des Mittel-
punktes und der Radius eines Kreises dieses Biischels sind durch

ay =Xy, b0y =ychp, r=y5hp
gegeben und jeder Kreis (Aj) mit den Mittelpunkikoordinaten
g, by (= 0)
und dem Radius 7y, Wobei
r. = (ag— x,)* + y1 ch®p
ist, schneidet jeden Kreis A senkrecht, weil die Summe der

Quadrate der Radien von K| und A, gleich dem Quadrat des
Abstands ibrer Mittelpunkte ist
7+ 73 = (@g— o) + (4 — ).

Die Bilder der Geraden (durch & n,) sind also die
Kreise K, (durch x,,y,), und zwar Kreisel, deren Mittel-
punkte auf der x-Achse liegen, die folglich die x-
Achse senkrecht schneiden.

Hieraus konnen auch die Bilder der Grenzkreise und der
Abstandslinien erschlossen werden. Das Bild eines Parallel-
biischels von Geraden [mit gemeinsamem Ende]| sind Kreise
(A5) die alle auf der x-Achse einen Punkt gemein haben und
sie dorf senkrecht schneiden. Die Bilder ihrer Orthogonaltra-
jektorien, also von Grenzkreisen, deren Achsen ein Ende ge-
mein haben, sind demnach Vollkreise, die die x-Achse im
Bildpunkt des ,,Endes* beriihren.

Abstandslinien sind Orthogonaltrajektorien eines Geraden-
biischels, dessen Individuen auf einer Geraden senkrecht stehen,
ihre Bilder also die Orthogonaltrajektorien von Kreisen (&), die
auf einem bestimmten Kreis A, senkrecht stehen, daher wieder
Kreise K, oder vielmehr Kreisbogen, die mit dem Halbkreis A,

! Besser wire es zu sagen ,,Halbkreise’’, da als Feld nur die Halb-
ebene y = 0 in Betracht kommt.
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dem Bild der gemeinsamen ,,Grundlinie* der Abstandslinien, die
Endpunkte gemein haben.

§ 79. Analytische Darstellung der Bewegungen. Die
allgemeinste Bewegung der hyperbolischen Ebene in sich kann
man in verschiedener Weise aus drei Elementarbewegungen
zusammensetzen. Die folgenden Elementarbewegungen sind
unserm Koordinatensystem Z, 1 angepaft. Als erstes Element
nehmen wir ,,Drehungen® um das ,,Ende* £ — 0, n = 4 o0,
das sind Bewegungen, bei denen die Grenzkreise 1 = konst.
jeder in sich tibergehen, die Spuren der Geraden £ = konst. auf
dem Grenzkreis 1 = o0 um die Strecke a fortwandern. Dies gibt

gi=E+a, M =n.

Dazu kommen die Schiebungen lings £ = 0 um die Strecke 4;
sie sind dargestellt durch
Elefl{lj ﬂlmﬁ"-i—tf'.
Von diesen Gleichungen lafit die zweite die Verschiebungen
der Grenzkreise erkennen, die erste geht aus der Beziehung
hervor, die zwischen konzentrischen Grenzkreisbogen besteht.
Das dritte Element mag die Drehung um 180" bei festge-

haltenem Koordinatenanfang sein. Dabei dndert sich der Ab-
stand vom Nullpunkt nicht, es ist also

ch(OP) = chn — 8 = ch(OP) = chn, —° &L

=]

Ist ferner 72 der Abstand von der Achse £ = 0, so ist bei
dieser Drehun
8 VP4 VP, =o,

daher Eie M= — Ee N

! Durch Anwendung einer weiteren Kreisverwandtschaft (in der
euklidischen Ebene), die die positive Halbebene auf das Innere eines
Kreises abbildet, erhilt man dann dieselbe Abbildung der hyperboli-
schen Ebene, die in § 69 unmittelbar im hyperbolischen Raum, mit
Beniitzung der Grenzkugel und der ,,Randbilder gewonnen worden ist.
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L6st man die Gleichungen auf, so kommt

1
& = Eg+i9:}* £ Egi,_,mr
Durch die Abbildung verwandeln sich die Transformationen in
X =X + a, i
X, = xé, ¥y =)"fﬁ:
x ¥
o Esianie pmp LN S B

Fiihrt man die komplexen Grofen
s=x+ oy, %H=x+U
ein, so erhalt man

Z,=3+4+a, 5 =2-¢, 3=

Durch Zusammenfiigen entsteht die allgemeine Formel’

et
1 " yz 40’
in der a, B, ¥, 0 reell sind, und der sogenannte ,,Modul* ist
ad — By =1,

Diese ,,unimodularen* Substitutionen mit reellen Koeffizienten
beherrschen die Theorie der automorphen Funktionen
und setzen sie in engsten Zusammenhang mit der Gruppe der
Bewegungen in der hyperbolischen Ebene.?

! Diese Darstellung — aus den urspriinglichen Vorstellungen der
hyperbolischen Geometrie — nicht aus dem ,,Kreisbild* gewonnen, bei
Liebmann, Math. Ann. 39 (1903), S. 110—128,

* Die funktionentheoretische Verwertung, die zu der Theorie der
automorphen Funktionen fihrt, erfordert zuniichst die Aufstellung der
diskontinuierlichen Gruppen hyperbolischer Bewegungen, vermdége deren
die hyperbolische Ebene in ein Feld kongruenter ,,Fundamentalbereiche‘
nach Art der ,,Periodenparallelogramme® der elliptischen Funktionen
zerfdllt. — Awufler den Abbandlungen von Poincaré, Acta mathema-
tica I (1882), III, IV (1883) und Klein, Math. Ann. 21 (1883) sind
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Man kann auch den umgekehrten Weg gehen, und mit der
Deutung der in der Halbebene (y > o) gelegenen Halbkreise,
deren Enden auf der x-Achse liegen, als ,,Pseudogeraden®
einer Geometrie beginnend, in der als ,,Mafi des Bogenele-

gt . Vdxtf dy?

@8 mm . 1o

..,,

vorgeschrieben ist, die hyperbolische Geometrie entwickeln.?
Die Fortschritte aber, die die von uns vorangestellte unmittel-
bare Erfassung der hyperbolischen Geometrie durch die er-
neute Kenntnis der grundlegenden Werke von Bolyai und
Lobatschefskij gemacht hat, lassen doch wohl den von uns
in Kap. IV beschrittenen Weg als historische Pflicht und
zugleich als natiirlichen Entwicklungsgang erscheinen —
wenn auch die Schopfung jener Zeiten erst durch ihre neue,
hier in den Grundziigen gegebene Fassung fiir die Funktionen-
theorie aus dem Schatten ins Licht getreten ist.

Die projektive Richtung,

§ 80. Die bisher betrachteten Abbildungen sind entweder
kongruente Darstellungen der nichteuklidischen Geometrie auf
den Flichen konstanten KrimmungsmaBies im euklidischen
Raum, oder konforme Abbildungen auf die euklidische Ebene,
wobei den Geraden bestimmte Kreise entsprechen. Die dritte,
‘noch zu besprechende Abbildung auf die euklidische Ebene

die zusammenfassenden Werke zu nennen: I, Klein und R. Fricke,
Theorie der automorphen Funktionen I (1897), II (1911), L. Schle-
singer, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen II, 2
(1898), vgl. auch desselben Verfassers: De nonnullis absolutae geo-
metrine ad theoriam complexae variabilis functionum applicationibus
(1902) und den Enzyklopiidieartikel II B 3 (Fricke) Automorphe Funk-
tionen (Leipzig 1913), sowie den unten folgenden Anhang von Schle-
singer.

1 Vgl. Weber-Wellstein (angefihrt § 47) und die erste Auflage
von Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, Kap. II. Leipzig 1905.
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ist ,,geoditisch®, d. h. sie ordnet den geraden Linien wieder
Gerade zu.

Sie geht auf Untersuchungen von Cayley zuriick, die aber
erst F. Klein in ihrer Bedeutung fiir die nichteuklidische Geo-
metrie erkannt hat.!

Von da aus schreiten wir dann weiter mit Klein zu der
unabhidngig vom Parallelenpostulat begrindeten Geo-
metrie der Lage, auf der sich die MaBgeometrie in neuer Auf-
fassung begriinden laft.

Im wesentlichen setzen wir zundchst nur die Grundbegriffe
der elementaren, noch auf euklidischen MaBverhiltnissen fuBen-
den projektiven Geometrie voraus, bei der das Doppelver-
haltnis von vier Punkten einer Geraden

e L S, M,  S,M,
(S; M, 8o M) = 'SIE M: : S:M: :
in bekannter Weise durch Strecken oder auch Koordinaten-
differenzen-Quotienten gegeben ist, und das Doppelverhiltnis
von vier Geraden eines ebenen Strahlbiischels
(v, 77y 59 25)

gleich dem Doppelverhiltnis der vier Schnittpunkte einer be-
liebigen Geraden mit den Strahlen des Biischels ist.

Dazu kommen noch die elementarsten Begriffe iber Kegel-
schnitte und Flachen zweiten Grades.

§ 81. Die elliptische MaBbestimmung. Wir fiihren die
Zentralprojektion der Kugel

¥+ 42 =1

A, Cayley, Sixth memoir upon quantics. London Phil. Trans.
149 (1859), S. 61—9go = Coll. Papers II (1889), p. 561—592. —
F. Klein, Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie. Math.,
Ann, 4 (1871), S. 573—0625; 6 (1873), S. 112—145; 7 (1874), S. 531
bis 537. — Vgl. die analytische Darstellung in Clebsch-Lindemann,
Vorlesungen iiber Geometrie II, 1 (Leipzig 1891), S. 461ff. und die
elegant durchgefithrte synthetische bei J. Thomae, Die Kegelschnitte in
rein projektiver Behandlung (Halle 1894), S. 160ff.
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auf die Tangentialebene im Punkte x = y — 0, 2 = 1 aus, so

daB sich der Zusammenhang '
P, fe=yig

ergibt. Dabei entsprechen den Hauptkreisen gerade Linien.

Als ,,Entfernung* zweier Punkte der Ebene setzen wir den
sphirischen Abstand ihrer Bilder auf der Kugel fest, d. h.

§ = arccos (¥, xy + ¥, ¥; + 3, 5,).

Hierfiir kann jetzt, zundchst im Raum, dann in der Ebene,
eine projektive Deutung gefunden werden. Der durch 7, (x,, 2,),
P, (x5 75 35) gehende Hauptkreis liegt in einer Ebene, deren wei-
tere, vom Mittelpunkt O ausgehenden Geraden durch

i b PR S ey
5 g +Azy © 2 g, =+ Az,
bestimmt sind. Zwei Strahlen (m,m,) dieses Biischels liegen auf
dem (imaginaren) Asymptotenkegel
x* 49?4+ 22 =0,
und die beiden Werte von )\, welche diese Strahlen charakte-
risieren, sind durch die Wurzeln A, und A, von
0 =%+ 9% + 2% = (1, + A2y’ + (1 + Mg)® + (5 + A3p)°
— 1 4 2\ coss + \*
bestimmt. Fir das Doppelverhiltnis der Strahlen s, (0OZ7,),
5o (OF,) my, my findet man auf Grund der Definition

.
X &
und aus der quadratischen Gleichung
h I Ry
AT e
. i |
und hieraus g log (s,, m, g, m,).

Die Geraden des Asymptotenkegels heiien nach Lie Mini-
malgeraden, weil ihre Bogenelemente wegen der Gleichungs-
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form die Linge Null haben: Man erhilt ja die verschiedenen
Punkte einer von o ausgehenden Minimalgeraden, wenn man in

x=ul, y=vl, £=uf
{ sich frei verandern lafit, die Konstanten #, 7, w0 aber der Be-
dingung wd A p? =0
unterwirft, also ist lings jeder Minimalgeraden
ds® = (u* + 22 4+ w¥) df = o.

Der sphirische Abstand zweier Punkte 7 7, oder der Winkel
P, 0P, ist also gleich dem durch 27 dividierten Doppel-
verhiltnis, das diese Strabhlen 07, OF, mit der durch O
gehenden in der Ebene P, O F, gelegenen Minimalgeraden bil-
den; der Winkel ist durch ein Doppelverhiltnis definiert.!

In der Zentralprojektion auf die Tangentialebene folgt dann
die ,,MaBbestimmung*: Der Abstand zweier Punkte £, n, und
£,, N, Wird gemessen durch das Doppelverhiltnis, das die Punkte

(0,0, und die Schnittpunkte S,S, ihrer Verbindungslinie mit
dem ,,nullteiligen* Kegelschnitt

24+n+1=o0,
dem Schnitt des Asymptotenkegels und der Tangentialebene,

bestimmen, es ist :

§ems log (2,5, 0s5,).

Auch fir den Winkel, zunachst auf der Kugel, dann in der
Ebene, findet sich eine dhnliche Deutung.

Der Winkel zweier Hauptkreise (g, g,) auf der Kugel ist zu-
gleich dem sphdrischen Abstand ihrer Pole [so sollen wie in
§ 73 die Schnitipunkte der Kreisachse mit der Kugel heifen],
also durch das Doppelverhiltnis gegeben, das die Verbindungs-
linien von O mit den Polen und die in dieser Ebene gelegenen

1 Diese Definition rithrt von E, Laguerre (1834—1866) her: Sur
la théorie des foyers. Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57—66. — Oenvres IT
(1902).
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Minimalstrahlen einschlieBen. Der Pol der Ebene, oder des
Hauptkreises, nach dem sie die Kugel schneidet, ist der Schnitt-
punkt 7 von g, und g,, und Orthogonalprojektion auf die Tan-
gentialebene in P zeigt dann, daB der Winkel (g,, g,) durch
das Doppelverhiltnis bestimmt ist, das die Tangenten an g,
und g, mit den Minimalstrahlen durch den Punkt erzeugen.
Endlich sind die Minimalstrahlen durch einen Punkt der Kugel
die beiden durch ihn gehenden [imagindren] Geraden auf der
Kugel. [Eine von P(x,y,z) ausgehende Gerade, deren Punkte

die Koordinaten Lt v oal o m-tiaf

besitzen, liegt auf der Kugel, wenn
= (& + ) + (0 + 00 + (5 + wi)?
— 1 + f(ux + 2y + w3) + 2@ + ® + @)

fir jeden Wert von 7 gleich Null ist. Thre Konstanten erfiillen
also zwei Gleichungen, von denen die erste zeigt, daB sie der
Tangentialebene angehort, die zweite, daB sie Minimalgerade
ist. Letzteres ist auch insofern klar, als die Erzeugenden einer
Fliche zweiten Grades immer den Mantellinien des Asym-
ptotenkegels parallel sind.]

Durch Projektion auf die Tangentialebene folgt dann: Der
Winkel zweier Geraden (g, g,) ist durch das Doppelverhiltnis

bestimmt, das sie mit den durch ihren Schnittpunkt gehenden
Tangenten 7, /, an den Kegelschnitt [Fundamentalkegel-

schnitt] 2in+1=0

einschliefen, und zwar ist der Winkel zu messen durch

- :
57 108 (815 415 &5 1)

Damit ist die einfache Ubertragung der MaBbestimmung
durch Zentralprojektion projektiv erfat, d. h. auf Doppel-
verhiltnisse begriindet, die wieder bei projektiven Trans-
formationen, welche den Fundamentalkegelschnitt in sich tiber-
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fiihren, unverandert bleiben, Gegeben werden diese Transfor-
mationen durch dieselben Gleichungen:

X =0 X + Oy + 055,

V= 0y % + Ogey + 055,

8 = O ¥ + Oggy + O35,
[mit den bekannten sechs Nebenbedingungen fiir die neun
Koeffizienten], welche eine Drehung der Kugel in sich bedeuten.

§ 82. Warum haben wir uns mit dieser Deutung ab-
gemiiht, statt einfach die Zentralprojektion zu be-
sprechen?

Das hat zwei Grinde: Erstens konnen wir jetzt die ellip-
tische MaBbestimmung in der Ebene verallgemeinern, indem
wir darch reelle projektive Transformation einen beliebigen
,.nullteiligen*, d. h. durch eine reelle Gleichung zweiten Gra-
des dargestellten aber keine reellen Punkte enthaltenden Kegel-
schnitt setzen, zweitens aber ist damit die beste Vorarbeit fiir
die hyperbolische Mafibestimmung geleistet.

Was den ersten Punkt betrifft, so brauchen die Definitionen
der neuen Entfernungs- und Winkelmafie durch Doppelverhalt-
nisse nicht wiederholt zu werden. Fiir weitere Ausfiihrung ist
nur zu beachten, was die Bilder der Kreise, also die Kurven
konstanten Abstands von einem Punkt sind. Auf der Kugel
ist ein Kreis, der Schnitt mit einer beliebigen Ebene. Was ist
eine Zentralprojektion? Wenn man durch einen Punkt aufler-
halb eines Ellipsoides oder einer Kugel die Tangenten legt
und von seinem Scheitel aus eine Zentralprojektion auf irgend-
eine Ebene vornimmt, so berihren die Projektionen der ebenen
Schnitte die Zentralprojektion des Umrisses in zwei Punkten,
und hieraus folgt durch entsprechende Ubertragung der ana-
lytisch leicht durchfiihrbare Satz:

Kreise sind in unserer elliptischen Mafbestimmung
die in zwei [imaginiren] Punkten den Fundamental-
kegelschnitt beriihrenden Kegelschnitte.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. z. Aufl, 10
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Zum Abschlufi noch ein Wort iiber die Bezeichnung ,ellip-
tische* MaBbestimmung! Warum nicht spharisch? |
Es besteht im Teilgebiet zwar kein Unterschied, wohl aber
im Totalgebiet. Absichtlich, um diese Frage fiir sich zu be-
handeln, haben wir bisher gar nicht darauf hingewiesen, dab
unsere Zentralprojektion nicht umkehrbar eindeutig ist, daf sie
vielmehr jedem Paar von Gegenpunkten auf der Kugel nur
einen Punkt in der Ebene zuordnet. Auf der Kugel bestim-
men zwei Punkte nur dann einen Hauptkreis eindeutig, wenn
sie nicht Gegenpunkte sind; in der Projektion aber, wo ja
Gegenpunkte zusammenfallen, bestimmen zwei Punkte eine Ge-
rade. Die elliptische MaBbestimmung ist eigent-
lich kein vollkommenes Bild der Kugel, son-
dern des linearen StrahIenbﬁndéIs, in
dem ja von Geraden schlechtweg die Rede
ist, nicht die beiden vom Scheitelpunkt aus-
A0 gehenden Halbstrahlen unterschieden wer-
Mgbiussches Blatt. den. Die Ebene der elliptischen MaBbestim-
S mung wird dann durch eine Gerade nicht mehr
in zwei getrennte Teile zerlegt, so wenig wie das Strahlenbiindel
durch O von einer Ebene durch O in zwei getrennte Teil-
systeme zerfallt. Dies sich vollig klarzumachen erfordert gewisse
fTberlegung und Anspannung ganz anderer Art, als das Be-
rechnen komplizierter Formeln. Ein Bild aber dieses unge-
wohnten Zusammenhangsverhdltnisses gibt das Mobiussche
Blatt, das man sich aus einem rechteckigen Papierstreifen A5 CD
sofort herstellen kann, indem man die Schmalseiten 45, C' /)
nicht so aneinanderheftet, dab 4 und 2, 5 und (' zur Deckung
kommen, sondern so, da 4 und C, B und D zur Deckung
kommen, Der entstehende geschlossene Streifen hat dann eine
einzige Randkurve und zerfdllt durch einen Schnitt lings seiner
Mittellinie nicht in zwei getrennte Teile.
Der elliptischen Mafibestimmung in der Ebene entsprechend
gibt es auch eine elliptische MaBbestimmung im Raum. Die
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Entfernung wird gemessen durch
1
57 log (£8, FSy) »

wobei 8, und S, — die Schnittpunkte der Geraden durch 77,
sind — mit einer ,nullteiligen*, d. h. durch eine Gleichung mit
reellen Koeffizienten, die aber nicht durch die Koordinaten
reeller Punkte erfillt wird, gegebenen ,,Fundamentalfliche*
zweiten Grades, z. B.

x2 424224 1 = 0.

Ebenso ist der Winkel zweier Geraden g,, g, zu messen durch

|
31.' h:'g (g]_:- fl’ gﬂl !ﬂ-}l

wobei 4/ die in dem durch g, und g, bestimmten linearen
Strahlenbiischel enthaltenen Tangenten an die Fundamental-
fliche sind.

,Cliffordsche Flichen* (§ 89) sind dann dargestellt durch
Flichen zweiten Grades, die mit der Fundamentalfliche vier
Gerade gemein haben.

§ 83. Die hyperbolische MaBbestimmung. Mit dem
zweischaligen Hyperboloid

g2 o2 '“J’H: I

konnen wir ahnlich verfahren wie mit der Kugel. O sei der
Mittelpunkt, /V der Punkt x =y = 0, 2 = 1, und wir fiihren
wieder eine Zentralprojektion der Punkte 7 der Fliche auf die
Punkte Q der Tangentialebene aus.

Erwédhnt sei noch, daB in der Parameterdarstellung

g =chr, x =shrcosQ, y = shrsing,

r der doppelte Inhalt des Sektors NVO/Z eines Meridianschnit-
tes ist.

! Vgl. Lobatschefskij-Engel, S. 245 (nach einer Figur wvon
Lambert).
10%
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Das Doppelverhiltnis, das zwei Durchmesser durch 7, (x,.y,,2,)
und Zy(xy, vy, %) mit den Erzeugenden des Asymptotenkegels
bilden, die in der Ebene P, 0 7, liegen, ist wieder (vgl. § 81)
der Quotient der beiden Wurzeln der Gleichung

0 = (z;, + Nzg)® — (&, + Axp)? — (3, + Ayy)?
=1+ 2\(z% — %% — 3 95) + A

Setzen wir 8,85 — Xy Xy — Vi ¥y = ch s,
. A
so wird -i-l-- = ¢%?,
2
£ 1 A,
und wenn wir jetzt SN log X

als ,,LingenmaB*, als ,Entfernung® P, 7, bzw. in der Zentral-
projektion als ,,Entfernung® Q, Q, einfiihren, so ist damit eine
MaRbestimmung gewonnen, die unverindert bleibt, wenn man
irgendeine projektive Transformation ausfiihrt, die O festhilt
und das Hyperboloid in sich tiberfiihrt.

Die perspektivische Ubertragung ordnet den Punkten 2P die
Punkte Q zu, die innerhalb des vom Asymptotenkegel ausge-
schnittenen ,,Fundamentalkegelschnittes*

B nf—1=o0

liegen, und das ,hyperbolische* Entfernungsma@l ist der halbe
Logarithmus des Doppelverhiltnisses der Punkte Q.S 0,8, wo-
bei S, und S; die Schnittpunkte der Verbindungslinie (), Q,
und cdes Fundamentalkegelschnittes sind. Den Diametralschnit-
ten des Hyperboloides entsprechen Gerade, und das Entfer-
nungsmaf ist unverinderlich bei projektiven Transformationen
der Ebene, die den Fundamentalkegelschnitt in sich tiberfiih-
ren; aulerdem verhdlt es sich additiv, d. h. fiir drei Punkte
einer Geraden hat man

1 S0, .50 [ 510 . S5
[0,0s] + [Q;05] =  log (g;'g—, - 3;3;) T o8 ("%i%' ' ?ig:)
I 5.0 .50,
e lug.(li%; : ,_S,gd) = [0, O]
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so daB es allen Anforderungen einer ,,Bewegung* geniigt. Dal man
hiermit tatsichlich ein Bild der nichteuklidischen Geometrie im
engeren Sinn vor sich hat, erkennt man am kiirzesten durch
Berechnung der quadratischen Differentialform fiir das MaB
des Bogenelementes; man hat ndmlich aus

ch(ds) = 2(z + ds) — x(x + dx) —y(y + &)
durch Entwicklung auf der linken Seite
1 4 3ds?

und auf der rechten Seite, kommt wegen

(g4 do)? — (@ + dx)? — (y+ &) =2 — a? — ¥ =1,
als Ergebnis

g —x?— 2 ds—adx—ydy =14 s (dx? + dy® — d2%).

Es ist also in dieser MaBbestimmung
dst=dx® + dy* — d2* = — &*(chr) + @*(sh» cos @) + &% (shr sin @)

= dr® + si*rd o’

in Ubereinstimmung mit dem Bogenelementquadrat der nicht-
euklidischen Ebene (§ 76}

[Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch das Bogenele-
ment der hyperbolischen Mafbestimmung durch die Koordi-
naten £ und n ausdriicken.

Es ist
X = - _E_..._.. Y = — ._rl._.__ : o I_ uk
]/'1';'{2'_—““31I ]/1—2*'——-11=JI Vi - Ef_nt
daher
At =dx? + dy? — d3t = (B e .-.ng{iﬁ—tadqﬂjj-ﬂ{_ﬁ_;f?-k “ﬁ;“}_a: |
e e Al

eine Form, die auch Beltrami?® als Ausdruck des Bogenele-
mentes auf den Flichen konstanter negativer Kriimmung fest-
gestellt hat.]

1 Ann. di Mat, VII, p. 185 ff. = Opere Mat, I, p. 262—280 (1902).
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§ 84. Ausfiihrlicher kann dies noch durch Verwendung der
Weierstrafschen Koordinaten® im einzelnen nachgewiesen
werden; fir eine iibrigens vollstindig geniigende Orientierung
reicht aber die schon friher [§ 77] beniitzte Berechnung des
Bogenelementes aus, deren wir uns hier wieder bedient haben.

Der Winkel ergibt sich, wie wir nicht ndher ausfiihren wollen,
wieder als das durch 27 dividierte Doppelverhiltnis, das seine
Schenkel mit den durch ihren Schnittpunkt an den Funda-
mentalkegelschnitt gelegten Tangenten einschliefen.

Die Zentralprojektion der ebenen Schnitte des zweischaligen
Hyperboloides aunf die Tangentialebene -— also die Ebene un-
serer hyperbolischen MaBbestimmung — werden wieder Kegel-
schnitte, die je nach Lage der Schnittebenen den Fundamental-
kegelschnitt in zwei imagindren, zwei zusammenfallenden reellen
oder zwei getrennten reellen Punkten berihren und sind als
Bilder der Kreise, Grenzcykeln und Hypercykeln, anzusprechen;
dies konnte, wie gesagt, noch im einzelnen berechnet werden,
geht aber hier iiber den zugewiesenen Raum hinaus.®

Diese MaBbestimmungen in der Ebene, insbesondere die
hyperbolische, heifflen Cayley-Kleinsche MaBbestimmungen.
Uber den Bindestrich, der eine nicht zu iibersehende Stufe
der Entwicklung kennzeichnet, wird noch zu sprechen sein (§ 86).

! Uber diese Koordinaten, auf die wir hier nicht eingehen, vgl. z. B.
W. Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Be-
handlung. Leipzig 1885. — Sie sind mehrfach beniitzt worden von
Gérard, Hausdorff, Liebmann u, a., und sind eben nichts anderes,
als die in § 83 eingefiihrten x, y, =

* Auf die Theorie der Kegelschnitte in der nichteuklidischen
Geometrie — die sich, wie schon ein Blick auf die sphiirischen Kegel-
schnitte zeigt, in den homogenen (elliptisch-sphirischen, bez. Weier-
stralischen) Koordinaten durch homogene Gleichungen zweiten Grades
darstellen lassen — gehen wir nicht ein, verweisen vielmehr auf die in
% 47 angefiihrten Lehrbiicher., — Wer im einzelnen die Darstellungen
nachsieht und ihren Zweck bedenkt, kann sich davon iiberzeugen, dall
das Schlagwort ,, Theorie der Simultaninvarianten zweier Kegelschnitte*
eine Uberschrift, aber kein Ersatz fiir den Inhalt dieser Theorie ist.



Foincarés Geometrie 15K

§ 85. Poincaré! hat noch auf eine weitere, durch das ein-
schalige Hyperboloid zu gewinnende MaBbestimmung hinge-
wiesen. In der Ebene erhilt man als Feld die Punkte aufier-
halb einer Ellipse, als Winkelma8 den halben Logarithmus

“ﬂlg'lﬂg(g1f1gg"§):

wobei /4 und /, wieder die vom Schnittpunkte (g,, g;) an den
Fundamentalkegelschnitt gelegten Tangenten sind, wozu eine
enisprechende Bestimmung des EntfernungsmafBes kommt, bei
dem die Tangenten — also reelle Geraden — die Linge
Null haben. Er hat die Paradoxien dieser MaBbestimmung, bei
der z. B. eine Gerade nicht eine Drehung um einen ihrer
Punkte ausfiihren kann, die sie mit sich selbst zur Deckung
bringt(!), geistreich ausgefiihrt und sich bei dieser Gelegenheit
iiberhaupt iiber die Psychologie der Axiomatik verbreitet. Die
moderne Axiomatik, deren Gebiet wir noch zu streifen haben,
hat die Axiome, diese zumeist nicht gefiithlten Nervenstrange
der ,,normalen* Geometrie, herauspripariert — doch aber hat
sie mit gewissen Axiomen, die eben jene ,,Geometrie auBerhalb
der Ellipse* verletzt, sich nicht befafit; obwohl auch hier noch
die Annahme freier Beweglichkeit einer Strecke nicht verletat
wird. —

§ 86. Wir haben noch die Entdeckungen von Cayley und
Klein in ihrem Verhiltnis zu wiirdigen. Cayley hat im Jahre
1859 die MaBbestimmung mit Hilfe eines Kegelschnitts auf-
gestellt; er selbst aber sagt tber die zwolf Jahre spiter er-
schienene Arbeit von Klein:

.Klein setzt an die Stelle meines cos—' (= arccos)- Aus-

druckes den Logarithmus
% AP.-BQ
dlst. (P@) = CIDg J—JETF*

! Poincaré, Sur les hypotheéses fondamentales de la géometrie.
Bull. Soc. math. 15 (1887), p. 203—216. Hier entwickelt der franzo-
sische Forscher seine ,,vierte Geometrie®, die er ofters betont hat, pge-

rade diesem Kind seiner Muse mit besonderer Vorliebe zugetan,
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Das ist eine grofle Verbesserung [greaf smprovement], denn wir
sehen sofort, dafi die grundlegende Beziehung zwischen Ab-
stinden [auf einer Geraden] erfiillt ist; in der Tat wird

dist. (PQ) + dist. (Q.R) = dist. (PR).*

Noch deutlicher hat Forsyth in seiner Biographie Cayleys
den Fortschritt gekennzeichnet, der die Jahre 1859 und 1871
zugleich verbindet und trennt und seinerseits damit der Gefahr
vorgebaut, ,,daB die spitere Generation das Ergebnis von vorn-
herein als etwas Feststehendes rezipiert, die friiheren Meinungs-
verschiedenheiten tiberhaupt nicht versteht und tiiber die ganze
Sache mehr oder minder zur Tagesordnung tbergeht.* For-
syth schreibt:

s Die Wichtigkeit und Unabhéangigkeit der von Cayley ge-
schaffenen Ideen ist niemals in Frage gezogen worden, aber,
wie dies oft (und natiirlich) bei dem Entdecker eines frucht-
baren Gegenstandes der Fall ist, Cayley erliuterte weder
noch sah er voraus den vollen Umfang der Anwendung sei-
ner Ideen. Als seine Abhandlung zuerst veroffentlicht wurde,
erkannte er die wunderbare Identitiat seiner verallgemeinerten
Theorie der MaBigeometrie mit der nicht-Euklidischen Geometrie
von Lobatschefkij und Bolyai nicht. Dieser fundamentale
Schritt wurde von Klein vorgenommen in seiner bewunderungs-
wiirdigen Abhandlung [admirable memoir!] ,Uber die sogenannte
Nichteuklidische Geomeftrie*, die eine betrichtliche Verein-
fachung gegeniiber Cayleys urspriinglichem Gesichtspunkt ent-
hilt und eines der wichtigsten Ergebnisse der ganzen Theorie
beibringt.*

Kleins rein projektive Einfilhrung der MafBgeometrie.!
§ 87. Ist mit der Cayley-Kleinschen MaBbestimmuug eine
Rechtfertigung der nichteuklidischen Geometrie gegeben? Wie

* F. Klein, Zur nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. 37 (1890),
S. 544—572.
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schwer es war, bis diese auf einen weiteren, noch tiefergehen-
den Gedanken von Kleins Abhandlung zu griindende Erkennt-
nis sich durchrang, dafiir ist wieder Cayley ein klassischer
Zeuge. Er unterschrieb noch im Jahre 1889 den Zweifel von
R. 5. Ball: ,,In dieser Theorie scheint es, als ob wir versuchen,
den gewohnlichen Begriff des Abstands zweier Punkte durch
den Logarithmus eines gewissen Doppelverhiltnisses zu er-
setzen. Dieses Doppelverhiltnis aber begreift doch die Vor-
stellung der in gebriuchlicher Weise gemessenen Entfernung
in sich. Wieso darf man nun den alten Abstandsbe-
griff durch den nichteuklidischen Begriff ersetzen,
da doch gerade die Definition des letzteren den erste-
ren voraussetzt?

Die Antwort auf diese Frage lag bereits vor, als sie von
Cayley und Ball gestellt wurde. Sie ist gegeben durch die
von Klein begriindete Umkehrung der Gedankenfolge. Die
klassische projektive Geometrie beruht gewifd letzten Endes auf
Verwendung euklidischer MaBverhiltnisse: Die neue, aus von
Staudts [1798—1867] Forschungen erwachsene Geometrie
der Lage laBt sich so gestalten, daB ihre Schliisse sich nir-
gends mehr auf euklidische MaBiverhiltnisse oder auch nur auf
das Euklidische Postulat (dal es in der Ebene durch einen
Punkt 7 auBerhallh einer Geraden g nur eine g Nichtschnei-
dende gibt) stiitzen. Die ,,Malverhdltnisse* werden hinterher
freilich als Zahlen eingefiihrt, aber diese Zahlen haben nicht
mehr die Bedeutung von Kardinalzahlen (Fassung von Mes-
sungen), sondern von Ordinalzahlen und sind Umschrei-
bungen von Konstruktionen, die man sich nicht mit MaBstab
und Transporteur, sondern mit dem Lineal allein durch Pro-
jizieren und Schneiden oder noch anders gesagt, durch Ein-
visieren, ,, Einweisen‘ ausgefiihrt zu denken hat.

Wie ist die Einfiihrung der Ordinalzahl moéglich?
Ein einfaches Beispiel, die Bezifferung der Punkte einer Ge-
raden, mag dies zeigen, Es ist bekannt, daf die Schnittpunkte
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der Paare von Gegenseiten eines Vierecks (4C) und die Schnitt-
punkte ihrer Verbindungslinie mit den Diagonalen (£Z2) ein
harmonisches Verhiltnis [im metrischen Sinne] bilden, d. h. es
gilt fiir die Strecken die Beziehung

— == — .

Wenn wir also 4 als Anfangspunkt einer Messung wihlen,
B und C die Abszissen 1 und 2 haben, so ist /7 der unend-
lich ferne Punkt. Durch Einschaltung von Diagonalen usw.

kénnen wir dann die Punkte 7, -g- B
1 3 " = ® n -
+, ¢+ allgemein m: 27 lediglich mit

Beniitzung des Lineals konstruieren,
durch konstruktive Approximation in
diesem Netz auch die irrationalen
Punkte. Die Zahlen sind MaBzahlen,
Kardinalzahlen.
Jetzt zu Ordinal-
zahlen! Man nehme
drei Punkte 45 C,

Af) .éf_ B(1) 4 €2 Df~) konstruiere dann mit

Fig. 40. Hilfeirgendeines Vier-

ecks, von dem eine

Diagonale durch 7 liduft, 4 und € aber die Schnittpunkte der

Paare von Gegenseiten sind, den Punkt 2 als Schnittpunk:

mit der zweiten Diagonale. Dies ist eine rein projektive Kon-

struktion, bei der man im Auge behalten darf, dafi der Punkt

D ,,im Unendlichen* liegen wiirde, wenn die Strecke 47 im
euklidischen Sinne gleich B(C ware.

Wir wollen aber von ,,Bewegungen‘ nichts wissen. Den
Punkten AZC wollen wir Ordinalzahlen oder Rangziffern zu-
weisen, dann ist durch die Viereckskonstruktion dem Punkt £
die Zahl oo zugewiesen. Ebenso konnen wir die Punkte 1,
y - - » usw. konstruieren, sie sind, nicht durch Messungen
sondern durch projektive Konstruktionen festgelegt.
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In derselben Weise kann man, durch dieselbe Netzkon-
struktion, wenn man den vier Ecken eines Vierecks — man
denke dabei zunichst an ein Quadrat — die Ziffernpaare o, 0;
I, 0; 1, 1; 0, I zuweist, durch Linienziehen alle Punkte finden,

denen Ziffernpaare m, m,

ke = y j-" — =
s = ﬂ.ﬂ'

(m, und m, ganze Zahlen) zukommen, sowie durch besondere
Axiome allen Punkten solche Rangziffernpaare zuweisen, —
Ja, man kann umgekehrt jedem Rangziffernpaar dann, wenn
dies notig ist, d. h. kein zuginglicher Punkt als Reprisentant
vorhanden ist, einen ,,idealen‘* Punkt zuweisen — man wird
z, B. im Sinne des bekannten Desarguesschen Lehrsatzes
von den perspektivischen Dreiecken sagen, die Geraden durch
A Ay, B B,, C,C, gehen durch einen ,Punkt, wenn die drei
Paare entsprechender Seiten 4, B und 4,5,, £,C, und ByC,,
Cy4; und €, A4, der beiden Dreiecke sich in drei Punkten [ohne
GinsefiiBchen] einer Geraden treffen.

Alle hierzu noétigen Axiome zu formulieren, wirde zu weit
fiilhren, diese heikle Aufgabe ist in verschiedener Weise in har-
ter Arbeit von Pasch, Schur u, a, weiter behandelt worden.

Man braucht sie, um zu zeigen, dafi jede lineare Gleichung

ax + by +c=o0
eine Konstruktion bedeutet, die dem [reellen oder idealen]
Punkt P(x, y) eine Gerade als geometrischen Ort zuweist, dafl
eine quadratische Gleichung dem Punkt 7(x, ) ecinen Kegel-
schnitt zuweist, d. h. im Sinne der Geometrie der Lage den
Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projektiv
aufeinander bezogener Strahlbiischel usw. und man kann dann
scheinbar rechnend, in Wahrheit dabei nur Konstruktionen
der reinen, von jeder Annahme iiber die Giiltigkeit des
Euklidischen Postulates unabhdngigen Geometrie der
Lage sich vorstellend, durch Willkiirakt zu den, jetzt als

Lagebeziehungen aufzufassenden ,, Mafibestimmungen® der
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euklidischen, elliptischen oder hyperbolischen Geometrie ge-
langen.

Dies ist in groben, aber wie wir annehmen, als Anhaltspunkt
fiir oder doch als Hinweis auf eingehenderes Studium dieses
schwierigen Gebietes hier ausreichenden Ziigen geschildert,
der zweite wichtige, ein ganzes Programm kennzeichnende Ge-
danke von Klein, den Forsyth in seinem Vergleich von
Cayley und Klein noch nicht hervorgehoben hat.?

Die Cliffordschen Parallelen.

§ 88. Nachdem die zweidimensionale elliptisch-sphirische
Geometrie — die Geometrie der S, — erledigt ist (§ 81—82),
bietet auch die dreidimensionale — die Geometrie des S
wollen wir sie nennen — keine besondere Schwierigkeit,

Legt man durch eine Gerade g alle moglichen S3, so hat
die Gerade [man halte sich immer die Vorstellung des Haupt-
kreises einer Kugel vor, dessen beide Pole aber in der ellip-
tischen Geometrie durch einen einzigen Pol ersetzt sind!] in
jeder dieser S, einen Pol; der Ort dieser Pole ist ein Kreis

% i 3 i . ,
mit dem Radius -, also wieder eine Gerade g

Die beiden Geraden ¢ und g’ heifen absolute Polaren;
jeder Punkt der einen Polare hat von jedem Punkte der an-

deren Polare den Abstand :

Dreht man den Raum um g mit dem Drehwinkel ¢, so wan-
dern dabei die Punkte auf ¢’ um die Strecke @ weiter; die Dre-
hung des Raumes mit ¢ als Achse und dem Drehwin-
kel @ kann also gleichzeitig als Schiebung lings der
festbleibenden Polare g" um die Strecke @ gedeutet
werden,

L]
1 Uber Kleins Stellungnahme zu weiteren axiomatischen Unter-
suchungen vgl. sein Gutachten zur ersten Verteilung des Lobatschefskij-
preises. Math. Ann. 50 (1897), S. 583—600.
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z und g” haben lauter gemeinsame Lote gleicher Linge 1:

Indem man nach anderen Geradenpaaren mit lauter gemein-
samen Loten sucht, gelangt man zu den Cliffordschen Par-
allelen.! Das Wort ,,parallel* rechtfertigt sich dadurch, daB
die Geradenpaare, genau wie euklidische Parallele, lauter ge-
meinsame Lote gleicher Lange haben. Sie liegen aber niemals
in einer Ebene §,.

Wir gelangen ganz naturgemdB zu dieser neuen, dem sphi-
risch-elliptischen Raume eigentiimlichen Parallelenart, wenn
wir einen Punkt 4 einer Geraden mit dem Pol G verbinden
und die Strecke A4, = a abtragen. In der S,, die durch G
und g bestimmt ist, legen wir durch 4, die Gerade senkrecht
zu AA,, verbinden dann einen beliebigen Punkt /7, dieser Ge-
raden mit & und verlingern bis zum Schnitt 7 mit g. Auf
der S, errichten wir noch in /| die Senkrechte und bestimmen
auf ihr die beiden Punkte 7, und 7,, die von P den Abstand

1

" W. K. Clifford (1845—1879) verfihrt im wesentlichen analytisch,
an die projektive MaBbestimmung ankniipfend, Vgl. seine Preliminary
sketch of biquaternions, London Proc. Math. Soc. 4 (1873), p. 381—395.
-— Math. papers (London 1882), p. 181—200. — W. Vogt (1883—1915),
Theorie der Cliffordschen Parallelen. Leipzig 1909. — T. Bonnesen,
Analytiske Studier over ikke-euklidisk Geometri. Diss. Kopenhagen
1902, referiert in den Jahresber. der D. Math, Ver. 12 (1903}, 5. 129
bis 130. — Die folgenden Ausfiilhrungen schlieflen teils an Bonola
(Erste Auflage dieses Buches, Anhang I, S, 195—207), teils an Lieb-
mann {Minchen, Ber. 1912, 5. 273—287) an. An dieser Stelle wird
auch die von E. Study im Zusammenhang niit einer Fiille inhaltsreicher
Untersuchungen: Beitrige zur nichteuklidischen Geometrie (Amer. J.
math. 29 [1907], p. 101—167) gegebene Abbildung der ,Speere, d. h.
der orientierten Geraden des elliptischen Raumes auf die Punktepaare
einer Kugel geometrisch konstruiert.

Die kurzen Andeutungen von Clifford sind wohl zuerst durch die
autographierten Vorlesungen von F. Klein tiber Nicht-euklidische Geo-
metrie (I, Wintersemester 1889—1890; II, Sommersemester 1890; so
recht zuginglich geworden.
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a haben. [Man beachte, daB in dem dreirechtwinkligen Vier-
eck A4, F, P die Seite PF, = u kleiner ist als a.] '
Das rechtwinklige Dreieck G 4,/ hat die Bestimmungsstiicke

T

- m o
GF, = = U GA = = iy AF, =uv,

X GFRA =7 —¢, XAGF =s.

Hierzu gibt es wegen des Lambertschen Penfagramma marifi-
cum [s. § 73] zugeordnete Dreiecke mit den Stiicken

[
%
g
¢ =a, a —#, B =3
und
T L :
g =29, day=1, J'i,=n:p~~2, Qg — %, Be = a.

Das rechtwinklige Dreieck P2, #, hat aber die Hypotenuse
PP, =a und eine Kathete PF, = u,
also ist es mit dem ersten zugeordneten Dreieck kongruent,

daher | P = @ — EE; und das rechtwinklige Dreieck 4,/ 7,

hat die Katheten z und P =@p— :, also ist es mit dem zwei-

ten zugeordneten kongruent, daher ist
e
AP = s.
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Ferner ist noch S AL =B = a,
also unabhangig von s.

SchlieBlich ist, weil die Dreiecke P44, und 4, F F kon-

gruent sind, i
XL PP A =< AAP = i

Hieraus folgt, wenn man noch gleichzeitig mit der Geraden
A, P, ihr Spiegelbild an der §; durch ¢ und G einbezieht:

Errichtet man in irgendeinem Punkt 4 auf g die
Senkrechte und gibt ihr die Linge 44, = a, so gehen
durch 4, zwei Gerade, die den konstanten Abstand a
von ¢ haben und mit der Ebene durch g und 4, den
Winkel @ einschliefien.

Diese beiden Geraden heiflen die Cliffordschen Par-
allelen g, und g, zu g. Man darf woh! die Winkel F 4 7,
= F AP, = a als ,zum Abstand e gehorige Parallelwinkel*
bezeichnen,

Fir a = : fallen die beiden Parallelen g, und g, zusammen

in die absolute Polare g’ von g.

&, und g, werden aus g durch Schiebung lings 4G, unter
A jetzt einen beliebigen Punkt von g verstanden, in Verbindung
mit Rechtsdrehung (g,) und Linksdrehung (g,) um den Winkel
a erhalten, LiBt man 4, auf 4G wandern nach dem Pol G
hin, so erhidlt man zwei Scharen von Parallelen, die durch
Rechtsdrehung entstehende Schar der Parallelen (g;) und die
durch Linksdrehung entstehende Schar der Parallelen (g,).

Je zwei Gerade der Schar g, gehen wieder durch Rechts-
drehung um einen Winkel, der gleich der von 4, auf seinem
Weg nach G zuriickgelegten Strecke ist, auseinander hervor,
sind also wieder untereinander ,,rechtsparallel, ebenso sind
zwei Gerade der Schar g, ,linksparallel®,

Mutatis mutandis gilt also hier der in der hyperbolischen
nichteuklidischen Geometrie (§ 32) bewiesene Satz:
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Sind zwei Geraden einer dritten in demselben Sinne par-
allel, so sind sie auch untereinander in diesem Sinne par-
allel.

§ 89. Die Cliffordsche Fliache. Die beiden Scharen von
Cliffordschen Parallelen zu einer Geraden ¢ im Abstand «

M ﬂ n 5 *
von ihr [oder 5 — @ von ihren Polaren g'] liegen auf einer

Flache, der Cliffordschen Fliche. Die Cliffordsche Fliche
geht bei Drehung um g [mit Drehwinkel @] verbunden mit
Schiebung lings ¢’ [Schiebungsstrecke y] in sich tber, und
diese Drehungen und Schiebungen sind zugleich Schiebung
lings ¢ und Drehungen um g. Der Parameter @ der Dre-
hung um g ist zugleich der Parameter der Schiebung lings
g und umgekehrt, wie aus den Betrachtungen des vorigen
Paragraphen folgt. Jede Cliffordsche Fliche gestattet also
eine ,,zweigliedrige kontinuierliche Gruppe von Punkttransfor-
mationen* in sich, deren Komponenten als Schiebungen [oder
Drehungen] gedeutet werden konnen, Dieser Umstand kann die
Vermutung nahe legen, dal die Flichen auf die eukli-
dische Ebene abwickelbar sind.

Am einfachsten bestitigt man diese Eigenschaft, die die
Cliffordsche Fliche gewissermaBien in Analogie zur Grenz-
kugel der hyperbolischen Raumgeometrie setzt, durch Berech-
nung des Bogenelementes, Ist @ der Abstand von der Achse
g, dp der Winkel der durch zwei Nachbarpunkte der Fliche
und die Achse g gelegten Meridianebenen, dy der Abstand der
FuBpunkte der von den Punkten auf die Achse gefillten Lote,

so wird ds® = sinad@? 4 costady?

= di® 4 dv?,
wobei # = @sing, v = Yycosa

gesetzt ist. — Man kann die Abwickelbarkeit auf die eukli-
dische Ebene, die aus dieser Gestalt der quadratischen Diffe-
rentialform fir das Quadrat des Bogenelementes folgt, auch
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auf grundsatzlich mehr elementaren, rechnerisch umstandliche-
ren Weg durch Losung von Funktionalgleichungen ableiten,
was an dieser Stelle aber wohl unterlassen werden darf.

Das Clifford-Kleinsche Problem.!

§ go. Die Cliffordsche Fliche ist ein Beispiel einer zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit, auf der fiir die Umgebung eines
Punktes die euklidische Geometrie herrscht, dagegen nicht im
Gesamtgebiet. Auf der Cliffordschen Fldache treten zwei
Scharen von geschlossenen geodatischen Linien hervor, nim-
lich die Cliffordschen Parallelen zu den beiden Achsen.
Sie sind geschlossen und von endlicher Linge, sie zerlegen
die Fliache in Parallelogramme. In der euklidischen Ebene
dagegen gibt es keine in sich zuricklaufenden Geraden
von endlicher Linge. In etwas kiirzerer Fassung gesagt: Die
Cliffordsche Fliche ist ein ringférmiges Gebilde — nim-
lich der Torus [Kreiswulst] des elliptisch-sphirischen Raumes,
die euklidische Ebene nicht. Sie ist tiberall regulir, aber sie
hat nicht denselben Zusammenhang. — Ganz anders die Grenz-
kugel des hyperbolischen Raumes: Thre Geometrie ist auch
»im Groflen* identisch mit der auf der euklidischen Ebene!
§ 67.)

Aus diesen Beispielen erklart sich der Gegenstand des Clif-
ford-Kleinschen Problems, namlich der Bestimmung
aller zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten konstan-
ter Kriimmung, die tiberall reguldr sind.

Im euklidischen Raum gibt es als derartige Raumformen der
Kriimmung Null nur die Ebene, und die Zylinder mit geschlos-
senem Querschnitt, von konstanter positiver Kriimmung nur die

' F. Klein, Zur nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. 37 (1890),
S. 544—572, auch im ,,Evanston Colloquium* (angefiihrt unten § 94). —
W. Killing, Einfihrung in die Grundlagen der Geometrie I (Pader-
born 1893), S. 271—340.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl. - 11
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Kugel [Satz von Liebmann'], von konstanter negativer Kriim-
mung keinen [Satz von Hilbert?].

Ubrigens kann man die Geometrie auf der Cliffordschen
Flache in der euklidischen Ebene durch bestimmte Verabre-
dung oder Festsetzung auch realisieren: Schneidet man die
Cliffordsche Fliche lings zweier Erzeugenden auf, die den
beiden verschiedenen Scharen von Parallelen auf ihr angehoren,
so entsteht ein Viereck mit zwei Paaren von gleichen Gegen-
seiten, und dieses Viereck liBt sich vollig zur Deckung bringen
mit einem euklidischen Rhombus. Verabredet man also, daB
in einem Rhombus die je zwei Punkte, in denen ein Paar von
Gegenseiten durch eine Parallele zu den beiden anderen Seiten
geschnitten wird, als einen einzigen Punkt zu rechnen, so ist
die Geometrie des Rhombus unbeschrinkt identisch
mit der der Cliffordschen Fliche.

Die Untersuchungen von Riemann, Helmholtz
und Lie.

§ 91. Mit den Ausfithrungen tber elliptische Geometrie
[§ 81—82 und § 88—89] haben wir der Zeit vorgegriffen. Sie
wurde in den Untersuchungen der Klassiker eigentlich beiseite
geschoben, weil man die Hypothese der unendlichen Geraden
nicht fallen lassen wollte. Erst B. Riemann hat sich davon
ganz befreit in seinem berihmten Habilitationsvortrag ven 1854:
.Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen“.® Daselbst findet sich in 1II, 2 [2. Auflage

! Gott. Nachr, 1899, S. 44—55.

* Uber Flichen konstanter G auBscher Krimmung, Trans. Amer.
Math. Soc. 2 (1901), p. 86—99. — Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl.
Anhang V, S. 237—255.

.} Riemanns Werke, 1. Aufl. 1876, 5. 254—269; 2. Aufl. 1892,

S. 272—287, Sie wurde 1854 von Riemann verlesen bei seiner Habi-
litation in der philosophischen Fakultit in Gdttingen, vor einem nicht nur
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von Riemanns Werken, Seite 284] die folgende Erklarung:
»Bei der Ausdehnung der Raumkonstruktionen ins UnmeBbar-
groBe ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu scheiden; jene
gehort zu den Ausdehnungsverhiltnissen, diese zu den Mak-
verhdltnissen, Daf der Raum eine unbegrenzte dreifach aus-
gedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist eine Voraussetzung, welche
bei jeder Auffassung der AuBenwelt angewandt wird, nach
welcher in jedem Augenblick das Gebiet der wirklichen Wahr-
nehmungen erginzt und die moglichen Orte eines gesuchten
Gegenstandes konstruiert werden und welche sich bei diesen
Anwendungen fortwahrend bestitigt. Die Unbegrenztheit des
Raumes besitzt daher eine grofiere empirische GewiBheit, als
irgendeine duflere Erfahrung. Hieraus folgt aber die Unend-
lichkeit keineswegs; vielmehr wiirde der Ranm, wenn man Un-
abhdngigkeit der Korper vom Ort voraussetzt, ihm also ein
konstantes KriimmungsmaB zuschreibt, notwendig endlich sein,

aus Mathematikern zusammengesetzten Publikum. Die analytischen Er~
klirungen dazu finden sich in den Anmerkungen der von Riemann
als Antwort auf eine Preisfrage der Pariser Akademie eingeschickten
Abhandlgug (Riemanns Werke, 1. Aufl.,, S. 384—391; 2. Aufl,
S. 391—404).

Die philosophische Grundlage des ,,Habilitationsvortrags ist das Stu-
dium der Dinge nach ihrem Verhalten im unendlich Kleinen.
Vgl. die Rede von Klein; ,,Riemann und seine Bedeutung in der Ent-
wicklung der modernen Mathematik', Jahresherichte der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 4, S. 71—82, Berlin 1894, iibersetzt ins Ita-
lienische von E. Pascal, Annali di Mat. (2), t. XXIII, S. 222,

Der ,,Habilitationsvortrag® wurde erst 1867 (Gott. Abh. XIII) nach
dem Tode des Verfassers verdifentlicht von Dedekind, dann ins Fran-
zosische fiibersetzt von J. Hoiiel (Apnali di Mat. [2], t III, 1870;
Qeuvres Math, de Riemann, 1876), ins Englische von W. Clifford
(Nature, t. VIII, 1873) und von G. B. Halsted (Tokyo sugaku but-
surigaku kwai kiji, t. VII, 1895), ins Polnische von Dickstein (Comm,
Acad, Litt, Cracoviensis, t. IX. 1877), ins Russische von D, Sintsoff
Berichte der math.-phys. Gesellschaft an der kaiserlichen Universiti:
Kasan (2], t. IT]J, Anhang 1803).

7
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sobald dieses Kriimmungsmafl einen noch so kleinen positiven
Wert hatte.*?

Noch bekannter ist eine Andeutung Riemanns geworden,
die wir hier anfiihren, weil sie in Zusammenhang mit der mo-
dernen allgemeinen Relativititstheorie gebracht worden ist:
»Solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dann dazu dienen,
daB diese Arbeit [die Umarbeitung der iiberkommenen raum -
lich-mechanischen Vorstellungen] nicht durch die Be-
schranktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Er-
kennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch iiberlieferte
Vorurteile gehemmt wird.

Es fithrt das hintiber in das Gebiet einer andern Wissen-
schaft, der Physik . . .2

§ 92. Das Riemann-Helmholtzsche Problem. Diese
allgemeinen Untersuchungen von Riemann und ihr Verhiltnis
zu den weiteren von Helmholtz [1821—1894] hat Lie mit
folzenden Worten charakterisiert:

,Riemann stellt an die Spitze seiner Untersuchung den
Satz, dafi der Raum eine Zahlenmannigfaltigkeit sei, daB also
die Punkte des Raumes durch Koordinaten bestimmt®werden
konnen. Sodanu fragt er, welche Eigenschaften dieser Zahlen-

' Bei dieser Gelegenheit ist nachzutragen, dab, wenn man das archi-
medische Postulat fortlifit, die Annahme einer unbegrenzten offenen
Geraden mit der Annahme einer Winkelsumme im Dreieck, die groler
als zwei Rechte ist, vertiiiglich wird. Das war zu vermuten, da die von
Saccheri (§ 11—17), Lambert (§ 18—22) und Legendre (§ 27—28)
gegebenen Widerlegungen der Hypothese des stumpfen Winkels samt-
lich das archimedische Postulat beniitzten. Dehn hat die Frage im an-
gegebenen Sinn entschieden durch Konstruktion einer nichtarchimedi-
schen Geometrie, die er ,,Nicht-Legendresche® Geometrie nennt.
Vel § 14, :

* Angefiihrit von F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), S. 114 und von
H. Weyl, Raum, Zeit und Materie (Berlin 1918), S. 87.

* Lie, Theorie der Transformationsgruppen IIT (Leipzig 1893), S. 394.
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mannigfaltigkeit zugeschrieben werden miissen, damit in ihr die
euklidische oder eine dhnliche Geometrie gelte. Die Beant-
wortung dieser Frage ist offenbar eine rein analytische Auf-
gabe, die fiir sich allein gelost werden kann.

Allerdings tritt bei Riemann die wahre Bedeutung des
Satzes, dafl der Raum eine Zahlenmannigfaltigkeit sei, nicht
hervor. Riemann sucht diesen Satz zu beweisen, aber sein
Beweis kann nicht als stichhaltig gelten. Will man wirklich be-
weisen, dal der Raum eine Zahlenmannigfaltigkeit ist, so muf
man vorher unzweifelhaft eine nicht geringe Anzahl von Axio-
men aufstellen! und dessen scheint sich Riemann nicht be-
wullt gewesen zu sein , . .

Die Geometrie der Zahlenmannigfaltigkeit begrindet Rie-
mann auf den Begriff des Bogenelementes, aus dem sich durch
Integration der Begriff der Lange einer endlichen Linie ergibt.
Er verlangt, dafl das Quadrat des Bogenelementes eine ganze
homogene Funktion zweiten Grades von den Differentialen der

Koordi i -
dinaten sei ds? = Na, dxdx;,

in dem er u. a. noch die Forderung hinzufiigt, daB sich jede
Linie beliebig ohne Anderung ihrer Linge bewegen konne, ge-
langt er zu dem Ergebnis, dafi auBer der euklidischen noch
zwei andere Geometrien moglich seien [die hyperbolische und
die spharisch-elliptische] . . .*

§ 93. Helmholtz? griff die Untersuchungen Riemanns

1 Vgl. § 75, letzte Anmerkung.

*  Uber die tatsichlichen Grundlagen der Geometrie. Heidelberg,
Verhandl. d. naturw.-med. Vereins, Bd. IV, S. 197—=202 (1868); Bd. V,
S. 31—32 (1869). — Wissenschaftliche Abhandlungen von H. Helm-
holtz, Bd. II, S, 610—617. Leipzig 1883, Sie wurde von J. Hoiiel
ins Franzosische iibersetzt und in den Mémoires de la Sociét¢ des
Sciences Phys. et Nat. de Bordeaux (t. V, 1868) verdffentlicht und zuch
zusammen mit den ,,]'itudts géométriques* von Lobatschefskij und
der ,,Correspondance de Gaull et de Schumacher‘. Paris 1895, Hermann.

, Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen*:. GoOtt.
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auf, er spricht wirklich das Axiom aus, dafl der Raum eine
Zahlenmannigfaltigkeit sei und sucht die Bewegungen direkt
als Scharen von Transformationen zu charakterisieren,

Seine Axiome hat Helmholtz in kompendiésen aber nicht
durchgéngig mathematisch unzweifelhaft zu erfassenden Sitzen
formuliert; eine besondere Rolle spielt dabei das Monodro-
mieaxiom, das im einfachsten Fall so lautet: ,,Wenn man
eine Gerade in der Ebene um einen ihrer Punkte dreht, so
fiilhrt die Drehung ohne Umkehr schlieflich in die Anfangslage
zuriick, von der sie ausgegangen ist.

Man beachte, daB in Poincarés ,vierter Geometrie*“ (§ 85)
das Monodromieaxiom nicht erfillt ist. — Hier diirfen wir das
folgende Beispiel einer ,,Nichtbewegung* anfiihren:

Die Transformationen

g, = elf+ag' L § } 7c,

die vermoge 3, =X+ iy, T=x+41

in ihren reellen und imaginiren Bestandteil zerlegt, hinaus-

kommen aunf

xy = ¢*F(xcosa —ysina) + 4,

yy = e“&(xsing 4+ ycosa) + ¢,

bilden, mit Lie zu reden, eine ,dreigliedrige Gruppe in der
Ebene* mit den Parametern a, 4, ¢, genau wie die durch

Nachr., t. XV, S. 193—221 (1868). — Wissenschaftliche Abhandlungen
von Helmheoltz, Bd. I, S. 618—639.

wLhe Axioms of Geometry*’. The Academy, t. I, p. 123—181 (1870).
— Revue des cours scientifiques, t. VII, p. 498—501 (1870).

,Uber die Axiome der Geometrie®. Populire wissenschaftliche Vor-
triige, 3. Heft, S. 21—54. Braunschweig 1876. — Engl. Ubersetzung:
Mind, t. I, p. 301—321. — Franz. Ubersetzung: Revue scient. de la
France et de 'Etranger (2), t. XII, p. 1197—1207 (1877).

,Uber den Ursprung, Sinn und Bedeutung der geometrischen Siitze®.
Wissenschaftliche Abhandlungen von H. Helmholtz, B.IT, S. 640—660.
— Engl. Ubersetzung: Mind, t. IT, p. 212—224 (1878).
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g, =%z 4+ b + ic

dargestellten euklidischen Bewegungen; sie bilden eine Gruppe,
d. h. zwei Transformationen hintereinander ausgefiihrt, lassen
sich durch eine einzige derselben Art ersetzen. In der Tat,

wenn man in iy K+ 37"1131 e o
den Wert von z, einfiihrt, so kommt
2y = (K toag L b L 7o, dabei ist
cg = eX(bsina, + ccosay) + ¢.

Auch hat unsere dreigliedrige Gruppe mit den dreigliedrigen
Gruppen der euklidischen und der beiden nichteuklidischen
ebenen Bewegungen die Eigenschaft gemein, daB je zwei Punkte
eine ,,Entfernung* oder doch ,,Psendoentfernung*, eine bei allen
Transformationen der Gruppe unveriandert bleibende Funktion

der Koordinaten eines jeden Punktepaars aufweist, es ist dies
die Funktion s
. — = Kartg—
Ve + 22. "
wobei % die Abszissen-, » die Ordinatendifferenz bedeutet. Die
Gruppe ist aber keine der zugelassencn Bewegungsarten, und
in der Tat verletzt sie das Monodromieaxiom: Betrachtet man
eine (eingliedrige) Untergruppe, die einen Punkt, etwa den Ko-
ordinatenanfang festhilt, so entstehen keine geschlossenen
Bahnkurven, sondern, wie mit Einfiihrung von Polarkoordi-
naten aus

g == glislng e pplie, @ = @4 Ko
hervorgeht, die logarithmischen Spiralen:
r=c.ek®,

Also ist das Monodromieaxiom zur Charakterisierung von Be-
wegungen wirklich notwendig.

§ 04. Die Leistung von S. Lie ist nun, daB er das Rie-
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mann-Helmholtzsche Problem in bestimmter Weise gefafit
und gelost hat. Die Fassung lautet:?

Es sollen solche Eigenschaften gefunden werden,
die sowohl der euklidischen als den beiden Scharen
von nichteuklidischen Bewegungen zukommen und
durch die diese drei Scharen vor allen andern mog-
lichen Scharen von Bewegungen ausgezeichnet sind.

F. Klein, der seinen Freund Lie veranlaft hatte, seine
groBe Schopfung, die Theorie der Transformationsgruppen,
zur Ergrindung des Raumproblems in diesem Sinne zu ver-
wenden, hat im ,,Evanston Collogquium* die Frucht die-
ser Arbeit mit folgenden Worten gekennzeichnet.®

»1ch gehe jetzt iiber zu dem Werk von Lie. Zunichst ein-
mal die Ergebnisse. Lie hat die von Helmholtz bestatigt mit
der einzigen Ausnahme, dafl im Raum von drei Dimen-
sionen das Monodromieaxiom unnétig ist, daf vielmehr
die zu betrachtenden (Transformations-)Gruppen vollstindig
bestimmt sind durch die iibrigen Axiome. Was die Beweise
betrifft, so hat indessen Lie gezeigt, daB die Betrachtungen
von Helmholtz erginzt werden miissen. Die Sache ist die:
Halt man einen Punkt des Raumes fest, so reduziert sich un-
sere (G, [die sechsgliedrige, d. h. sechs willkiirliche Parameter
enthaltende Gruppe aller Bewegungen] aufl eine G, [dreiglied-
rige Gruppe der Drehungen um einen Punkt]. Nun untersucht
Helmholtz, wie die von dem festen Punkt ausgehenden Linien-
elemente bei dieser (7, transformiert werden. Zu diesem Zweck
schreibt er die Formeln an

’
dx, = adx; 4+ a,dxy + 2y dxy,
i

d;}.’ai = n‘.?sl dr.i't-'l + Eagdﬂrg _!"‘ dﬂsff.ﬁ‘a.
d Lade, 8. a. 0L 5. 397, ; .
 Klein, The Evanston Colloquium (28. Aug.—g, Sept. 1893). Lon-
don 11894, p. 89. - : '
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und betrachtet die Koeffizienten als von drei verinderlichen
Parametern abhingig. Aber Lie bemerkt, daf dies nicht
ausreichend allgemein ist. Die oben angegebenen linearen
Gleichungen stellen nur die ersten Glieder von Potenzreihen
dar, und die Moglichkeit mufl betrachtet werden, daB die drei
Parameter der Gruppe nicht alle in den linearen Gliedern ent-
halten sind. Um alle moglichen Fille zu behandeln, miissen
die allgemeinen Entwickelungen von Lies Gruppentheorie an-
gewendet werden, und dies eben tut Lie.«!

Die Beziehung zur Philosophie.

§ 95. Gewi8 erwarten nachdenkende Leser zuletzt noch eine
Stellungnahme zu den alten und immer neuen Auseinander-
setzungen zwischen Philosophie und Mathematik. Wir verweisen
hinsichtlich dieses unerschopflichen Kapitels auf die ausgezeich-
neten Darlegungen von A. VoB? in dem Sammelwerk ,,Die
Kultur der Gegenwart und auf H. Poincarés ,,Wissenschaft
und Hypothese®.

Das ,labile Gleichgewicht** — man verzeihe den Ausdruck —
das hier herrscht, hat E. Picard auskommlich mit folgenden
Worten charakterisiert: ,,Fir Kant liegt die Quelle unserer

' Lies ,,Gegenbeispiele von sechsgliedrigen Gruppen, die nicht mit
der Gruppe der Bewegungen #quivalent sind, obwohl sie die — unvoll-
stindigen — Axiome von Helmholtz erfiilllen, hat spiter Killing
(Einfithrung in die Grundlagen der Geometrie II, Paderborn 1898,
S. 324 ff.) nochmals eingehend besprochen. :

Zur gruppenthooretischen Begriindung der Geometrie vgl. auch Hil-
bert, Grundlagen, 3. Aufl,, 5. 177—236 und L. Brouwer, Die Theorie
der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabhiingig von den Axiomen
von Lie. Math. Ann, 67 (1909), S. 246 —267.

* Die Kultur der Gegenwart I1II, 1. Lieferung 2 (1914): Die Bezie-
hungen der Mathematik zur allgemeinen Kultur (S. 29 —34: Mathematik
und Philosophie); Lieferung 3 (1914): Uber die mathematische Erkennt-
nis (S. 118—123: Metageometrische Untersuchungen). — Vgl. auch
VoB, Uber das Wesen der Mathematik (Leipzig 1908), S. 74—-87.
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geometrischen Kenntnisse in der Anschauung und die mehr
oder weniger deutlich am Anfang der Geometrie geformten
Axiome haben den Charakter absoluter Notwendigkeit: der
Raum ist fiir Kant eine Form @ prior7 unserer Empfindung.
Die Geometer unterschreiben diese Meinung im allgemeinen
nicht, seitdem erwiesen ist, daB verschiedene Geometrien frei
von allen logischen Widerspriichen bei Ausgang von verschie-
denen Postulatsystemen erhalten werden kénnen; aber ich weil,
dafl verschiedene Philosophen gerade darin eine Bestitigung
der Kantischen Lehre sehen, nach der uns unter allen logisch
moglichen Raumformen eine einzige Anschauungsform auferlegt
ist, nicht durch die Vernunft, sondern durch unsere Natur als
empfindende Wesen.*!

SchlieBlich mogen noch aus dem Aufsatz von A. Schoen-
flies ,,Klein und die nichteuklidische Geometrie* [S. 288-—297
des Felix Klein zur Feier seines siebzigsien Geburtstages ge-
widmeten Heftes, 17. Jahrgang 7 (1919) der Zeitschrift ,,.Die
Naturwissenschaften“] die Sitze angefiihrt werden:

»Angriffe, wie sie vor einigen Jahrzehnten von seiten ein-
zelner Kreise gegen die mathematische Afterweisheit [die nicht-
euklidische Geometrie| gerichtet wurden, sind heute verstummt.
DaB sehen kann, wer sehen mag, bedarf keiner Bekraftigung;
wichtiger ist und erfreulicher fiir die Wissenschaft, wie fiir
Klein selbst, daB die grofle Mehrzahl derer, die dazu berufen
gind, auch sehen wollen.*

'E. Picard, Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Natur-
wissenschaft (Leipzig 1913, Nr. XVI der Sammlung Wissenschaft und
Hypothese), S. 48—409.



Einige Hauptformeln der nichteuklidischen
(hyperbolischen) Geometrie.

1. Beziehung zwischen Parallelwinkel und Lot. Er-
richtet man auf einer Geraden eine Senkrechte FP = p, so
gehen durch 2 zwei Parallele (eine nach rechts, eine nach
links) zu der Geraden. Der Winkel TT(2), den jede der beiden
Parallelen mit dem Lot P/ einschliefft, heifit der zum Lote
p gehorige Parallelwinkel und ist gegeben durch

' 2
tgsT() =¢ * (§ 63).
Ans dieser Formel folgt noch

2 o
sin T (p) = P = e ]P* a:nsl']'(;h';=Ei--m-i—:-=rﬁi,
3 N S g 15-"':"{ ch g ¥
gl
g =, > , ="', cotTMp=""=0" =l
FE Sl ‘f‘r"';.

Hierin bedeutet 4 die Streckeneinheit (§ 76), die geo-

metrisch am Grenzkreis (§ 61) und analytisch (§ 77) als (— & )__‘1*
definiert ist, wobei A" das Krimmungsma8 der Fliche des eukli-
dischen Raumes ist, auf welche die nichteuklidische Ebene
nach Beltrami abgewickelt werden kann, Im Raume der Er-
fahrung ist & mindestens gleich 166 3 20 Erdbahndurchmessern
@§ 390).

Parallelkonstruktionen sind in § 49—351, genauer
§ 35 und § 68 angegeben.
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Komplementédr heiBen zwei Strecken p und p’, wenn

T(2) + () =7 (§ 61).

2. Trigonometrische Formeln. Die trigonometrischen
Formeln (fiir # = 1) kann man sofort hinschreiben, wenn man
beachtet, daB sie aus den Formeln der sphéarischen Trigono-
metrie erhalten werden, in denen man die Winkel a, B, ¥ bei-

§ 21, § 36, § 38).
Man erhdlt im rechtwinkligen Dreieck (T o= :-),vgl. §63
che = chachd = cota - cot B,
sha = she sina, shd = shesing,

thi
tang f = —

tha
[ENE sha’

shb’
cos o = chka - sinf, cosf = ckbsinq.

Aus der ersten Formel konnen alle andern auf Grund der
Lambert-Engelschen Regel (§ 50, vgl. auch § 73) abgeleitet
werden. Zugleich erhalt man (§ 54) hieraus die Formeln fiir das
dreirechtwinklige Viereck.

Die Hauptformeln fiir das schiefwinklige Dreieck (§ 36,
§ 64) sind:

sha : shéd : she = sino @ sinf : sin ¥,

chbelic — cha
CO8 (f = .

shbshe
Z05 O 2 ]
i e SRS B COR T
sin f siny
chbshe = checshbcosa + shacos B,
cos B sin Y = — cos v sin B cha + sin a chd.

3. Einige Inhaltsbestimmungen. Um die Dimen-
sionen erkennen zu lassen, fiihren wir wieder die Strecken-
einheit (* 4 1) ein.
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Der Inhalt des Dreiecks ist (§ 34, 64)
A=Fm—a—p—1),
b ¢

e —— sl
o AN e 2k .:zésma
T iy
T it =2 f&—q-cnsu
G 2R

Kreisumfang (') und -inhalt (/) sind fiir den Kreis vom
Radius » gegeben durch

U=2mksh’, (§ 63),

= zﬁéﬁ(:&r} — 1) § 58).

Diese Inhaltsformel hat ]. Bolyai zu einer ,,geometrischen
Quadratur des Kreises** benutzt (§ 59).

Oberfliche (0) und Volumen (V) der Kugel vom Radius r
wird gegeben durch?

0 = grktsht ; ,

Sns g 21‘_ _-r :
V= mk (.w} - zk)

— -- e o

! Vgl. Lobatschefskij-Engel, S. 43 und 5o0.



Anhang.

Uber einige Anwendungen der absoluten (nicht-
euklidischen) Geometrie auf die Lehre von den
Funktionen einer komplexen Verinderlichen.

I. Die Vorlidufer. GauB und Riemann.

Die Anwendung geometrischer Vorstellungen auf die Ana-
lysis der komplexen GroBlen wurzelt in der Darstellung der
komplexen Zahlen durch die Punkte einer euklidischen Ebene
|Zahlenebene), wie sie von GauB, vorher auch schon von Wessel
undArgand, gegeben worden ist. Der Ubergang von der Zahlen-
ebene zur Zahlenkugel, wie ihn Riemann, wohl auch hier auf
Gaub fuBend, vollzogen hat!, kann in gewissem Sinne schon
als Einfilhrung der Vorstellungsweisen der NEGeometrie® in
die Analysis gelten, da ja die Kugel als Vertreterin der Ebene
der elliptischen Geometrie angesehen werden kann. Dieser
Ubergang tragt dem Bediirfnis Rechnung, die Sonderstellung
des Unendlichen aufzuheben, einem Bediirfnis, das schon in der
I.ehre von den rationalen Funktionen hervortritt, wo die un-
endlich grofien Werte der unabhingig Verinderlichen ebenso
wie die der Funktion keine ausgezeichnete Rolle spielen.

Die euklidische Ebene als Ort der unabhingig Verdnder-
lichen bewahrt sich dagegen in der Lehre solcher eindeutiger
Funktionen, die fiir alle endlichen Werte der unabhingig Ver-

! Siehe Riemanns Werke, Nachtrige, Leipzig 1902, S. 80, art. 3.
Vgl. die nachgelassenen Aufzeichnungen von GauBl, Werke VIII, S, 353
—356 und X, 1, S. 564.

* NEGeometrie — Nichteuklidische Geometrie, ebenso NEEbene,
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anderlichen wohldefiniert sind, aber im Unendlichen eine wesent-
lich singulire Stelle aufweisen!, und man hat seit Cauchy na-
mentlich in der Lehre von den periodischen Funktionen dieses
geometrische Hilfsmittel mit dem besten Erfolge benutzt. Die
Einfithrung des Periodenparallelogramms in die Lehre von den
elliptischen Funktionen durch Liouville® kann als ein Mark-
stein in der Entwicklung dieser Lehre angesehen werden. Es
kommt also fiir Funktionen ohne wesentlich singulire Stelle die
elliptische, fiir Funktionen mit einer wesentlich singularen Stelle
im Unendlichen die euklidische (parabolische) Ebene mit einem
unendlich fernen Punkt als Ort der unabbingig Veranderlichen
in Frage. Verfolgt man diesen Gedankengang weiter, so wird
man dazu gefiihrt, fiir Funktionen, die nur fiir einen beschrinkten
Bereich der unabhingig Veranderlichen wohldefiniert sind, wah-
rend die Begrenzung dieses Bereiches mit wesentlich singu-
laren Stellen tiberall dicht besetzt ist, als Ort der unabhingig
Veranderlichen die hyperbolische (Bolyai-Lobatschefskij-
sche) Ebene heranzuziehen, bei der ja die unendlich fernen
Punkte als auf einer geschlossenen Kurve zweiter Ordnung ge-
legen zu denken sind. In der geschichtlichen Entwicklung ist
das erste Beispiel einer solchen Funktion das der Modul-
funktion gewesen.

GauB war schon Ende des 18. Jahrhunderts, von der Theorie
des arithmetisch-geometrischen Mittels ausgehend, zur Modul-
funktion gelangt, lange ehe er ihren Zusammenhang mit der
Lehre von den doppeltperiodischen Funktionen erkannt hatte.®

! Wir denken dabei die euklidische Ebene als mit einem unendlich
fernen Punkte behaftet, abweichend von der in der projektiven Geo-
metrie iiblichen Vorstellung der unendlich fernen Geraden.

® Siehe Lecons sur les fonctions doublement périodiques faites cn
1847 par M, J. Liouville, Crelles Journal 88, 1879, 8. 277.

# Die einschligigen Stellen des G auBschen Nachlasses sind abgedruckt
in den Werken III, 1866, S. 360ff., VIII, 1900, S. 98ff,, X, 1, 1917,
S. 172ff., wvgl. auch ebenda S. 251 die Erliuterungen von L. Schle-
singer und desselben Verfassers Aufsatz ,,Uber GauB’ Arbeiten zur Funk-
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Mit Heranziehung der Potenzreihen, deren Exponenten eine
arithruetische Reihe zweiter Ordnung bilden, hatte er sich eine
vollstindige Theorie der' Modulfunktion entwickelt und auch
die Beziehungen zu der arithmetischen Lehre von den quadra-
tischen Formen durchgedacht. Von der Lehre von den redu-
zierten Formen, also von arithmetischen Gesichtspunkten aus,
hatte er dann den Bereich in der Zahlenebene entworfen, inner-
halb dessen die Modulfunktion jeden Wert nur einmal annimmt;
gemeint ist das.in der Fig. 51
wiedergegebene Kreisbogen-
viereck mit verschwindenden
Winkeln, das an mehreren Stel-
len des GauBschen Nachlasses
auftritt!, der sogenannte Fun-
damentalbereich der Modul-
funktion. Ob GaufB den Zu-
. sammenhang dieser Figur mit
% der NEGeometrie, die ihm ja

auch gelaufig war, und mit der

Lehre von den Flichen kon-
Fig. 51. stanten negativen Kriimmungs-

mafBes gekannt hat, liBt sich
nicht mit Sicherheit entscheiden. Es spricht nichts gegen die
Moglichkeit solcher Kenntnis; dafiir lieBe sich anfiihren, daf
das Dreieck mit verschwindenden Winkeln, also mit drei im
Unendlichen gelegenen Ecken der hyperbolischen Geometrie,
das der Hilfte des Kreisbogenvierecks der Fig. 51 entspricht,
in Aufzeichnungen und Briefen von Gauf auftritt®, ferner die

.

tionentheorie” in den Materialien fiir eine wissenschaftl. Biographie von
Gaul, Heft I1I und in den Nachrichten der Kon. GGesellsch. d. Wissensch.
zu (Gottingen, 1912, Beiheft. :

1 In richtiger Zeichnung wiedergegeben im Bd. VIII der Werke von

Gaulb, S. 105.
* Siehe z. B, in dem Briefe an Wolfgang Bolyai vom 16. Dezember
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folgende Stelle aus einem noch nicht vollstindig verdffentlichten
Briefe von Gauff an Hansen vom 11. Dezember 1825:

,lch habe mich in diesem Herbst sehr viel mit der Be-
trachtung der krummen Flichen beschiftigt ... Jene Unter-
suchungen greifen in vieles andere, ich moéchte sogar sagen
in die Metaphysik der Raumlehre ein, und nur mit Mihe
kann ich mich von solchen daraus entspringenden Folgen,
wie z, B. die wahre Metaphysik der negativen und imagi-
niren GroBen ist, losreifen. Der wahre Sinn der J/— 1 steht
mir dabei mit grofer Lebendigkeit vor der Seele . . .*

aus der hervorgeht, da GauB an einen Zusammenhang zwi-
schen seiner Flichentheorie, den Grundlagen der Geometrie
und der Analysis der komplexen Grofien gedacht hat. Jeden-
falls hat Gaufl die Vervielfiltigungen des in Rede stehenden
Kreisbogenvierecks auf Grund des Prinzips der Spiegelung an
einem Kreise sowohl geometrisch als auch arithmetisch ver-
folgt, und der Umstand, daB sich in seinem NachlaB auch ein
Netz von Kreisbogendreiecken mit den drei gleichen Winkeln
von 45 Grad gefunden hat!, zeigt, daB GauB iiber die Modul-
funktion hinausgehend, nach analogen Bildungen geometrisch
vorgetastet hat.

Fiir die Entwicklung der Wissenschaft haben diese Unter-
suchungen von Gauf nur insofern eine Rolle gespielt, als bei
seinen Lebzeiten durch spirliche miindliche Mitteilungen einige
Andeutungen in Gottinger Gelehrtenkreisen bekannt geworden
sein mogen, und nach seinem Tode der handschriftliche Nach-

1799, Werke VIII, S. 159: ,,es wire ja wohl méglich, daB, so entfernt
man auch die drei Endpunkte des Dreiecks im Raume von einander
nihme, der Inhalt immer unter (infra) einer gegebenen Grenze wiire®,
ferner in dem Briefe an denselben Empfinger vom 6. Mirz 1832, Werke
VIII, S. 220, wo die Auseinandersetzung eines Beweises, S.221 unten,
mit diesem Dreieck beginnt, weiter noch in dem Briefe an Gerling vom
16. Midrz 1819, Werke VIII, S. 182, u. a, m.
1 Gaul’ Werke VIII, 1900, S. 104.

Beonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl. 12
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laB nach und nach studiert und veréffentlicht worden ist. In
einer Vorlesung tber die hypergeometrische Reihe, die Rie-
mann im Winterhalbjahr 1858/9 in Gottingen in kleinem Kreise
gehalten hat, und von der einige Ausziige 1902 veroffentlicht
worden sind?!, hat Riemann die Figur des Kreisbogenvierecks
mit verschwindenden Winkeln aus dem GaufBschen NachlaB
wiedergegeben und eine Reihe weitgehender Folgerungen daran
gekniipft.® Von einer Beziehung zur NEGeometrie ist auch
bei Riemann keine Rede.

Im Jahre 1866 ist, nach dem Tode Riemanns, der eigent-
lich fiir die Herausgabe des GauBschen Nachlasses iiber Ana-
lysis ausersehen war, ein ansehnlicher Teil des Nachlasses
durch Schering im Bande III von GauB’ Werken veroffent-
licht worden. Die Vierecksfigur findet sich daselbst in un-
deutlichef Zeichnung auf S. 477 und 478; auf ihre wahre
Bedeutung hat erst F. Klein 1883 im Bande 21 der Mathe-
matischen Annalen, S. 278, aufmerksam gemacht. Der Haupt-
satz der Lehre von der Modulfunktion ist im Bande III der
Werke von Gaul auf S. 386 ausgesprochen. FEr besagt in
arithmetischer Einkleidung, daB die dort erklirte Modulfunk-
tion /(/) innerhalb des ihr entsprechenden Fundamentalbereichs
jeden Wert einmal und nur einmal annimmt,

II. Die Dreiecksfunktionen. H. A. Schwarz (1873); Fuchs,
Dedekind, Klein (1877—1870).

Ebensowenig wie bei Gauf und Riemann wird der Zusam-
menhang mit der NEGeometrie in der fiir unsere Theorie
grundlegenden Abhandlung von H. A, Schwarz® erwidhnt, die

e

1 Riemanns Werke, NachlaB, 1902, S. 69ff.

* A.a.0.S.93; daB Riemann den GauBschen Nachlaf schon 1857
gekannt hat, geht daraus hervor, daB er ihn in seiner aus diesem
Jahre stammenden Abhandlung iber die Gaub sche Reihe (siche Werke,
2. Auflage, 1892, S. 67) anfiihrt.

% Crelles Journal 75, 1873, S. 292 ff.
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die Aufgabe behandelt, die Fille anzugeben, in denen die
GauBsche oder hypergeometrische Reihe #'(a, B, 1, x) eine al-
gebraische Funktion von x darstellt. Da dann jedenfalls g, B, ¥
rationale Zahlen sein miissen, stellt sich Schwarz die Auf-
gabe, zundchst tiberhaupt fiir reelle Werte dieser Gréfen in
der Differentialgleichung

(1) a(—N)5h+ [T — @+B+ 1] —apr=o

der die Reihe #(a, B, 1, x) gentigt?, die Abbildung herzustellen,
die der Quotient n zweier linear-unabhangiger Losungen von
den durch die reelle Achse begrenzten beiden x-Halbebenen
entwirft. Setzt man

e i
(2) Bt
so erscheint die oberhalb der reellen Achse gelegene a-Halb-
ebene abgebildet auf ein Kreisbogendreiek der n-Ebene mit

den Winkeln 1, 4 ; il , dessen Seiten den Abschnitten (oo, 0),

& & &
(0, 1), (1, o©) der reellen a-Achse entsprechen, und das wir

mit /&, bezeichnen wollen. Der Fortsetzung in die untere x-
Halbebene itiber einen dieser drei Abschnitte hinweg entspricht
nach dem sogenannten Symmetrieprinzip? der Ubergang
von dem Dreieck R, zu seinem ,Spiegelbild*, d. h. der har-

e i 1 SO

und die Differentialgleichung (1) finden sich zuerst bei Euler in einer
1778 verfaliten, 1801 in den Nova Acta Petropol. 12, S. 58 veriffent-
lichten Abhandlung. Zur ersten Orientierung iiber den Gegenstand vgl.
etwa Schlesinger, Einfihrung in die Theorie der Differentialglei-
chungen, 2. Aufl. Leipzig 1904, S. 139 ff.

? Nimmt die Funktion n von 2 fiir ein Stick der reellen x-Achse
reelle Werte an, so besagt das Symmetrieprinzip, dal bei Fort-
setzung iiber dieses Stiick der reellen x-Achse weg, konjugierten kom-
plexen Werten von x konjugierte komplexe Werte von n entsprechen
(Schwarz, (Ges. Abhandlungen I, S. 12).

I | I

| I |
- | e Bl S |'i§—:1'_g5’

I2*



180 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

monis chen Polarfigur in bezug auf diejenige Dreiecksseite, die
jenem Abschnitt entspricht. Das aus der Vereinigung dieser
beiden Dreiecke entstehende Viereck mit zwei Paaren gleicher
Seiten entspricht der ganzen x-Ebene, es ist der Funda-
mentalbereich. Es sei

(3) - ¢(n— 1) (N — Np) =07
die Gleichung des Kreises, der die drei Seiten von X, unter
rechtem Winkel schneidet. Je nachdem die Winkelsumme in
dem Dreieck &, groBer, gleich oder kleiner als 180 Grad ist,
d. h. je nachdem

I I I
(4) &1 + s e &s
groBer, gleich oder kleiner als Eins ist, wird der Halbmesser
des Kreises (3) imaginir, unendlich groB? oder reell,

Wenn die Zablen g,, g, g; insbesondere ganz oder un-
endlich groB sind, so ergibt sich durch Wiederholung des Spie-
gelungsverfahrens ein Netz von Dreiecken, die das ,,Innere*
des Kreises (3), d. h. das Gebiet, wo die linke Seite von (3)
positiv ist, schlicht und liickenlos bedecken; es ist also in diesem
Falle » eine eindeutige Funktion von n.

Man kann nun das Gebiet, wo die linke Seite von (3) po-

sitiv ist, gegenseitig eindeutig und konform abbilden auf eine
zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit dem Linienelement

4 dn dn
iy ORI | S PSS |
(5) : iy {I '—E" ’:{“ -rfnj |:T| o 'rlﬂjl}:*
! Wenn « eine komplexe Grolle bedeutet, so bezeichnen wir hier
und im Folgenden stets mit @ die konjugierte komplexe GréiBe.
* Auf diesen Fall, ¢ = 0, liBt sich nimlich auch der, wo der Halb-

messer des Kreises (3) gleich Null, also ¢ = o0 ist, durch die Trans-
formation n — n, = ; zuriickfihren.

% Diese Abbildung auf die Mannigfaltigkeit von konstantem Kriim-
mungsmall findet sich in der Abhandlung von H. A. Schwarz noch nicht;
wir geben sie hier, aus Griinden der Systematik und um Wiederholungen
zu vermeiden, gleich mit an.
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deren GauBsches Kriimmungsmafl den konstanten Weit ¢ be-
sitzt, also je nachdem ¢ positiv, gleich Null oder negativ ist,
auf eine elliptische, parabolische oder hyperbolische Ebene, und
zwar so, daB den Kreisen der n-Ebene, die den Kreis (3) unter
rechtem Winkel schneiden, die geraden Linien und den Punkten
dieser Kreislinie selbst die unendlich fernen Punkte jener Ebene
entsprechen,

Die Dreiecksteilung des Kreisinnern iibertragt sich also auf
die betreffende absolute Ebene! in der Weise, dafl die
samtlichen Dreiecke geradlinig und zu dem Ausgangsdreieck
R, abwechselnd symmetrisch und kongruent sind. Die durch
Vereinigung zweier benachbarter symmetrischer Dreiecke ent-
stehenden Vierecke sind kongruent und gehen folglich durch
Verschiebungen oder Bewegungen der Ebene in sich
auseinander hervor. Eine solche Verschiebung wird durch eine
lineargebrochene Substitution

, _an+ B
) I g
gegeben, die den Kreis (3) in sich selbst transformiert. Die
Gesamtheit aller Verschiebungen, die den Ubergang zwischen
den kongruenten Vierecken des Netzes vermitteln, bildet offen-
bar eine Gruppe und die durch die entsprechenden linear-
gebrochenen Substitutionen hervorgehenden Grofen n’ sind die
verschiedenen Zweige, die aus n entstehen, wenn x die Ver-
zweigungspunkte o, 1, oo der Losungen der Differentialglei-
chung (1) umkreist.

Wenn ¢ positiv ist, hat der gesamte Flacheninhalt der

ﬂh—BT=Ir

elliptischen Ebene einen endlichen Wert, nimlich 4;; die An-

zahl der die Ebene gerade ausfiillenden kongruenten Vierecke
kann also auch nur eine endliche sein. Die Funktion n von x

! Im Sinne von Johann Bolyai, aber mit der Erweiterung, dal
nicht nur, wie bei Bolyai, der parabolische und hyperbolische, son-
dern auch der elliptische Fall einbegriffen wird.
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ist in diesem Falle von endlicher Vieldeutigkeit, & ist eine ra-
tionale Funktion von n, und damit ist die Aufgabe, die den
urspriinglichen Gegenstand der Schwarzschen Abhandlung bil-
dete, die Aufgabe, die Fille anzugeben, in denen die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (3) eine algebraische Funktion
ist, im wesentlichen gelost. Man kann ndmlich jetzt durch eine
einfache Diskussion zeigen, daBl der Ausdruck (4) nur in einer
ganz begrenzten Anzahl von Fillen grofer sein kann als Eins.
Es sind dies die Fille, die, auf die Kugel vom Kriimmungs-
maBe ¢ ibertragen, den durch die regelmiBigen Korper be-
stimmten Konfigurationen entsprechen. Die Bewegungen der
elliptischen Ebene in sich bewirken ja Drehungen der Kugel
um ihren Mittelpunkt, und bei den den einzelnen Fillen zuge-
horigen Drehungsgruppen gehen die Punktsysteme auf der
Kugel, die die Ecken der eingeschriebenen regelmafigen Kérper
bilden, in sich iiber. Man findet eine klassische Darstellung
dieser durch ihre innere Geschlossenheit ausgezeichneten Lehre
in dem Buche von F. Klein ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder*,
Leipzig 1884.

Auch in dem Falle ¢ =0, wo der Ausdruck (4) den
Wert Eins annimmt, ergibt sich nur eine begrenzte Anzahl von
Moglichkeiten. Die entsprechenden Gruppen von Bewegungen
der euklidischen (parabolischen) Ebene in sich setzen sich aus
Drehungen um einen festen Punkt zusammen; die zugehorigen
Funktionen x = /(n) sind doppelperiodische mit einer wesent-
lich singuldaren Stelle im Unendlichen und mit komplexer Mul-
tiplikation.

Allen ganzzahligen Wertesystemen der g, g;, g5, unendlich
grofle Werte eingeschlossen, die in den beiden eben behan-
delten Fillen nicht vorkommen, entspricht ein Wert der Summe
(4), der kleiner ist als Eins, und damit ein negativer Wert
von ¢, d. h. eine hyperbolische Ebene. Die zugehorigen Funk-
tionen sind nur fir die Werte von n wohldefiniert, die der Un-
gleichung
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(7) I+cm—my)(n—ny) >0

geniigen, d. h. fiir die im Endlichen gelegenen Punkte der
hyperbolischen Ebene; der Kreis (3) selbst, also das unendlich
ferne Gebilde der hyperbolischen Ebene, ist iiberall dicht be-
setzt mit wesentlich singuliren Stellen der Funktion. Der Fall,
wo alle drei GroBlen g unendlich grof sind, entspricht insbe-
sondere der Modulfunktion, und unser Viereck ist dann der
GauBschen Figur 51 (siche oben S. 176) durchaus gleichwer-
tig; beide Figuren werden durch eine lineargebrochene Trans-
formation ineinander verwandelt. Schwarz hebt diesen Fall
besonders hervor und bemerkt, daB Weierstrah und Kron-
ecker an dem ihnen aus der Lehre von den elliptischen Funk-
tionen bekannten Falle der Modulfunktion zuerst die Moglich-
keit von eindeutigen Funktionen erkannt haben, die nur in
einem beschrinkten Bereiche der Zahlenebene erklirt sind.

Wir haben die Ergebnisse der Schwarzschen Abhandlung
etwas ausfiihrlich und mit einigen Erginzungen wiedergegeben,
die iiber Schwarz’ urspriinglichen Gedankengang hinausgehen,
weil wir uns auf diese Weise eine bequeme Grundlage fiir
unsere weiteren Darlegungen bereiten konnten. Die Einfiithrung
der hyperbolischen Ebene in die Theorie hat Klein fiir die
Modulfunktion in den Jahren 1878 und 1879! gegeben. Wir
heben noch besonders die Disjunktion hervor, die durch die
drei Moglichkeiten '
(8) + . + - = {::
dargestellt wird, und fassen das Ergebnis dieses Abschnitts
wie folgt zusammen:

In allen Fallen, wo in der Differentialgleichung (1) der hyper-
geometrischen Reihe x eine eindeutige Funktion (sogenannte
Dreiecksfunktion) von n ist, wird der Existenzbereich dieser

! S. Math. Ann. 14, 1878, S. 111 und Minchener Berichte, Math.
phys. Klasse 10, 1880, S. 89, datiert 1879.
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Funktion durch die eigentlichen Punkte, die Begrenzung des
Existenzbereichs durch die unendlich fern gelegenen Punkte
einer absoluten Ebene im Sinne von Johann Bolyai dar-
gestellt. Die Funktion & von n bleibt bei gewissen Gruppen von
Bewegungen jener absoluten Ebene in sich selbst ungedndert;
diese Bewegungsgruppe wird durch eine Teilung der absoluten
Ebene in ein Netz kongruenter geradliniger Vierecke veran-
schaulicht. Die Fille, wo das KriimmungsmaB jener Ebene po-
sitiv oder gleich Null ist, bilden gewissermaBen nur Ausnah-
men; in fast allen Fillen, d. h. in allen, mit einer endlichen
Anzahl von Ausnahmen, ist die Ebene eine hyperbolische.
Der bereits erwidhnten Abhandlung von Klein, in der zu-
erst die NEGeometrie fiir die Lehre von der Modulfunktion
zur Anwendung kommt, gehen zeitlich voran die auf dieselbe
Funktion beziiglichen Arbeiten von Fuchs! und Dedekind?
die wohl mit durch das 1876 erfolgte Erscheinen von Rie-
manns Gesammelten Werken veranlaBt worden sind, in denen
aus dem NachlaB Riemanns ein Fragment zur Theorie der
Modulfunktion verdffentlicht worden war. Dedekind cha-
rakterisiert zuerst scharf arithmetisch den Fundamentalbe-
reich und definiert die Valenz unler ausdriicklicher Bezug-
nahme auf die hierhergehorigen Stellen des Gau Bschen Nach-
lasses®, so daB hier zum ersten Male der EinfluB von Gauf’
einschligigen Arbeiten deutlich hervortritt. Die Arbeit von
Klein aus dem Jahre 1879 ist besonders auch noch dadurch
bemerkenswert, da darin hervorgehoben wird, wie eine mehr-
deutige Funktion y = #(x) von &, die nur in den drei Punkten
o, 1, o0 eine Verzweigung besitzt, sich in eine eindeutige Funk-
tion von n verwandelt, wenn man x gleich der Modulfunktion
f(n) setzt. Es liegt dies daran, daB jeder geschlossene Weg

I Crelles Journal 83, 1877, S. 13.
? Crelles Journal 83, 1877, S. 265.
5 Die Valenz ist genau die von GauB, Werke III, S. 386 erklirte

Funktion f(#); vgl. oben S. 178.



I11. Altere Methoden der konformen Abbildung 185

von x, der eine Wertinderung von /'(x) bewirkt, auch n einen
andern Wert annehmen lafit, so dafl einem Werte von n nie-
mals verschiedene Werte von F#(x) entsprechen konnen. Die
Funktion mit den drei Verzweigungspunkten o, 1, 0o wird, wie
man sagt, durch die Modulfunktion uniformisiert. Diese Be-
merkung, die sich iibrigens auch schon in der oben erwidhnten
Vorlesung von Riemann findet, gestattet eine weitgehende
Verallgemeinerung, auf die wir noch zuriickkommen.

II1. Altere Methoden der konformen Abbildung.
H. A. Schwarz (1870) und Schottky (1877).

Eine erste Verallgemeinerung der aus der Abhandlung von
Schwarz zu entnehmenden Ergebnisse kann an Untersuchungen
angekniipft werden, dieSchwarz selbst und nach ihm Schottky
im AnschluB an den Abbildungssatz von Riemann angestellt
haben. Nach diesem Satze! kann ein von einer endlichen An-
zahl analytischer Kurvenstiicke begrenzter einfach zusammen-
hangender Bereich der Zahlenebene gegenseitig eindeutig und
konform abgebildet werden auf das Innere eines Kreises und
zwar nur auf eine Weise so, dab dem Kreismittelpunkt ein be-
liebiger innerer, und einem beliebig gegebenen Punkte der
Kreislinie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung des
Bereiches entspricht. Schwarz hat einen Beweis fiir diesen Satz
geliefert, bei dem besonders der Fall Hervortritt, wo das Ge-
biet, das abgebildet werden soll, von Kreisbogen begrenzt
wird.? Schottky hat in seiner Dissertation und ausfiihrlicher
in einer 1877 erschienenen Arbeit die Abbildung mehrfach zu-
sammenhingender, von Kreisen begrenzter Bereiche untersucht.®

‘! Riemanns Dissertation 1851, Werke, 2. Aufl. 1892, S. 0.

* Monatsberichte der Berliner Akademie 1870, S. 767 und noch
spitere Abhandlungen, abgedruckt im Bd. II der (Gesammelten Abh.

3 F.Sﬂhﬂtt}:{.}", Inaunguraldissertation Berlin 1875; Crelles Journal 83,
1877, S. 300. Ahnliche Abbildungsaufgaben behandelt auch Riemann
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Um die Beziehung dieser Fragestellungen zu unserem Gegen-
stande deutlich zu machen, wahlen wir ein einfaches und wich-
tiges Beispiel.

Mit » beliebig ausgewaihlten unendlich fernen Punkten der
hyperbolischen Ebene als Ecken bilden wir ein geradliniges
Vieleck &,, dessen Seiten sich nicht tiberkreuzen. Wenn wir
den Umfang dieses Vielecks so durchlanfen, daB seine Flache
zur Linken bleibt, so mogen der Reihe nach die Ecken A, \,...,
A, getroffen werden; die Seite (\;, \,) bezeichnen wir mit s, und
spiegeln K, tber diese Seite. Die Vereinigung von X, mit
seinem so erhaltenen Spiegelbilde &," gibt ein Vieleck £} von
2 r — 2 Seiten, von denen je zwei, in bezug
auf die ,Diagonale‘* s, symmetrische, ein-
ander gleich sind. Die Bezeichnung der
Seiten und der neuen Ecken von /# ist aus
der Fig. 52 zu ersehen, die die Abbildung
von 7, auf die n-Ebene wiedergibt, wobei
wir » = 4 genommen haben. Offenbar liegt
R, ganz in dem von der Geraden s, be-
grenzten Teil der hyperbolischen Ebene,
der R, nicht enthilt, diese beiden symmetrischen Figuren
konnen also mnicht tibereinandergreifen. Aus dem gleichen
Grunde werden die Bereiche, die entstehen, wenn man das
Spiegelungsverfahren in bezug auf alle Seiten der urspriing-
lichen und der neu hérvorgehenden Bereiche fortsetzt, sich
schlicht und liickenlos nebeneinanderlagern. Eine einfache
Uberlegung zeigt auch, daB die Gesamtheit der durch unbe-
grenzte Fortsetzung dieses Verfahrens entstehenden Bereiche,
die abwechselnd mit X, kongruent und symmetrisch sind, die
ganze hyperbolische Ebene ausfiillt, Wir erhalten also auf diese
Weise eine reguldre Teilung der hyperbolischen Ebene in

e

in einem nachgelassenen, erst 1876 in der ersten Auflage der Werke
veroffentlichten Bruchstiick: s. Werke 2. Aufl. S. 440.
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lauter mit & kongruente (2r—2)-Ecke, von denen jedes aus
zwei symmetrischen Hilften besteht. Die Bewegungen der hyper-
bolischen Ebene, die jene kongruenten (2 r—2)-Ecke ineinander
iiberfiihren, bilden eine Gruppe, die durch die regulire Tei-
lung definiert ist.

In der n-Ebene ist der Bereich, der dem Bereiche &, ent-
spricht, von Kreisbogen begrenzt, er kann also nach dem Rie-
mannschen Abbildungssatze gegenseitig eindeutig und konform
auf das Innere eines Kreises A abgebildet werden. Wenn
x = f(n) die abbildende Funktion ist, so kann diese nach dem
Symmetrieprinzip zundchst nach dem zu X, symmetrischen Be-
reiche R, und dann weiter iiber die ganze hyperbolische
Ebene hin fortgesetzt werden, und man erkennt leicht, daB
x = f(n) fir alle im Endlichen gelegene Punkte der hyperboli-
schen Ebene den Charakter einer rationalen Funktion besitzt
und bei den Verschiebungen der durch die Teilung definierten
Gruppe ungeidndert bleibt. Die Punkte @, a,, ..., a, der a-
Ebene, die den Ecken A, Ay, ..., A, von X, entsprechen,
liegen auf dem Kreise K es sind die einzigen Verzweigungs-
punkte der unendlich vieldeutigen Funktion n von x. Wenn
r = 3 ist und x so gewihlt wird, daB ¢, =0, a; =1, a; = 0
ist, geht unsere Funktion in die Modulfunktion tiber. Wir haben
es also hier mit einer unmittelbaren Verallgemeinerung der
Modulfunktion zu tun. Eine Funktion y = /'(x), die nur die
Punkte a,a,, . . ., @, zu Verzweigungspunkten hat, wird durch
Einfiihrung von f(n) an die Stelle von x uniformisiert, d. h. in
eine eindeutige Funktion von n verwandelt.

IV. Automorphe Funktionen und Uniformisierung.
Poincaré und Klein (1881—1884).

a) Die funktionentheoretisch brauchbaren
Bewegungsgruppen.
Die Frage nach allen moglichen Gruppen von Verschiebun-
gen einer absoluten Ebene in sich, bei denen eindeutige Funk-
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tionen ungedndert bleiben konnen, hat sich Poincaré gestellt,
der zu diesen seinen Untersuchungen® durch andere Ziele
verfolgende Arbeiten von Fuchs veranlafit worden war. Die
Anwendung der Sprechweise der NEGeometrie bei den funk-
tionentheoretischen Untersuchungen, von denen hier die Rede
sein soll, hat sich nicht etwa nur hinterher als ein brauchbares
Mittel zur Veranschaulichung bewidhrt, sondern bildete fiir
Poincaré von Anfang an ein heuristisches Hilfsmittel von grofler
Bedeutung; ,,cette terminologie m’a rendu de grands services
dans mes recherches*, heifit es in der ersten Abhandlung Poin-
carés in den Acta Mathematica 1, S. 8. Bei unseren folgenden
Darlegungen stiitzen wir uns neben den Arbeiten von Poincaré
besonders auch auf die gleichzeitigen Veroffentlichungen von
F. Klein?, beniitzen aber auch Beitrige jiingerer Forscher auf
diesem Gebiete.

Die Frage nach den Bewegungsgruppen, die in der Lehre von
den eindeutigen Funktionen brauchbar sind, kommt, wie wir
schon an den behandelten Beispielen gesehen haben, darauf
hinaus, geradlinige Vielecke in der absoluten Ebene anzu-
geben, die geeignet sind, die ganze Ebene schlicht und liicken-
los mit einem Netz kongruenter Vielecke zu bedecken, die also,
wie man sagt, als Fundamentalbereich fir eine regulire
Teilung der absoluten Ebene dienen konnen. Die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, denen ein solches Vieleck
geniigen muB, hat Poincaré aufgestellt; wir konnen sie, wie
folgt, aussprechen, wobei wir uns auf Vielecke mit einer end-
lichen Anzahl von Seiten beschrianken.

Ein Vieleck von der gewiinschten Art hat stets eine gerade

1 Die einschligigen Arbeiten von H.Poincaré aus den Jahren 1881 ff.
liegen im 2, Bande der ,,Oeuvres®, Paris 1916, gesammelt vor.

* Die in den Binden 19 ff. der Math. Ann.,, 1882 ff., zuerst ver-
offentlichten Arbeiten Kleins sind in dem Werke von Fricke und
Klein, Theorie der automorphen Funktionen I, 1897, II, 1900—1912,
verarbeitet und zusammengefalit,
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Anzahl von Seiten, die paarweise kongruent sind, also durch
Bewegungen auseinander hervorgehen. Durch einfache Ab-
anderungen kann das betreffende Vieleck stets auf eine Nor-
malform gebracht werden, in der es 4 p 4 2 »— 2 Seiten auf-
weist, die wir wie folgt bezeichnen:

J;-:- IE'} o ow ®g .f::_]_,. T'Tq. ;l:, T']_'_, h;’ TR T;, b.;". T;.’, b;"'r;_l‘ e oay ,._IFE;
dabei sind immer die beiden Seiten, deren Zeichen sich nur
durch das oben beigesetzte + oder — unterscheiden, kon-

gruent und die Seiten folgen wie angegeben aufeinander, wenn
der Umfang des Vielecks im positiven Sinne durchlaufen wird.
Die Ecken werden in Zyklen verteilt, und zwar bilden Zyklen
1) die Ecke (s7, s7) fiir sich, 2) je zwei Ecken (s;_;, sz) und
(§k—1,8%) fiir 4= 2, 3,...,7—1 und 3) alle tibrigen 4 4 1 Ecken
zusammengenommen, Damit nun dieses Vieleck als Funda-
mentalbereich einer reguliren Ebenenteilung dienen kann, ist
-erforderlich und hinreichend, daf fiir jeden der » Eckenzyklen

- L L - L] 2"“ ¥ .

die Summe der Winkel ein aliquoter Teil Pt 2 sei, fir
Fa

k=1, 2,...,r. Nach dem GauBischen Satze von der Curva-

tura integra (Disquiss. circa superficies curvas, 1828, art. 20)
ist dann das tliber das Vieleck erstreckte Doppelintegral

(9) ffde#zz—:—(Mer—ﬂn.

wo ¢ das konstante KriimmungsmaB der absoluten Ebene, duw
das Flachenelement bezeichnet. Aus dieser Gleichung ergibt
sich das Vorzeichen von ¢ und damit der Charakter der Ebene
als elliptischer, parabolischer oder hyperbolischer. Eine ein-
fache Diskussion zeigt hier, dhnlich wie oben bei dem Aus-
druck (4), daB ¢ nur in einer ganz begrenzten Anzahl von
Fillen positiv oder gleich Null sein kann; die Fille, wo ¢ po-
sitiv ist, decken sich wieder mit den auch bei der hypergeo-
metrischen Reihe gefundenen Konfigurationen der regelméBigen
Korper, fiir ¢ = o haben wir natiirlich wieder doppeltperiodi-
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sche Funktionen, in allen ibrigen Fillen also ist das Vieleck
in der hyperbolischen Ebene gelegen. Den von Poincaré er-
brachte Beweis, dal ein solches Vieleck stets als Fundamental-
bereich einer reguliren Teilung gelten kann, haben wir im
vorigen Abschnitte fiir das dort behandelte Beispiel, wo er
sich besonders einfach gestaltet, gefiihrt; fiir den allgemeinen
Fall soll er hier nicht wiedergegeben werden. Wir wenden uns
vielmehr gleich der Aufgabe zu, Funktionen zu bilden, die in
allen im Endlichen gelegenen Punkten der Ebene sich wie
rationale Funktionen verhalten und bei der durch jene Tei-
lung bestimmten Verschiebungsgruppe ungeandert bleiben.

b) Bildung der automorphen Funktionen.

Klein schlagt zum Nachweis der Existenz solcher Funktionen,
die er automorphe nennt, ein Verfahren ein, das dem oben
bei dem Beispiel des Abschnitts IIl angewandten dhnlich ist. —
Die Verschiebungsgruppe wird aus den 2 p + r— 1 Bewegungen
erzeugt, die die Paare kongruenter Seiten des Fundamental-
bereichs /) ineinander iiberfiilhren. Man hat also nur dafiir zu
sorgen, daf die zu bildenden Funktionen in entsprechenden
Punkten der kongruenten Seiten von F, die gleichen Werte
annehmen. Um dies geometrisch zur Anschauung zu bringen,
denke man sich /, aus der absoluten Ebene ausgeschnitten
und im Raume so umgestaltet, daBl die entsprechenden Punkte
der kongruenten Seiten zur Deckung gelangen. Dabei ver-
einigen sich die einen Zyklus bildenden Ecken zu je einem
Punkte und wir erhalten eine geschlossene Fliche ® vom Zu-
sammenhange 2 -4 1. Durch Schnitte, deren Ufer die ehe-
maligen Seiten von # sind, wird die Fliche, die aus ¢ her-
vorgeht, indem man die den r Eckenzyklen entsprechenden
Punkte aussticht,in eine einfachzusammenhangende zerschnitten.
Auf Grund von Sitzen, die den Riemannschen Existenzsitzen
der Theorie der algebraischen Funktionen nachgebildet sind,
kann nun die Existenz von Funktionen erschlossen werden, die
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auf @ eindeutig sind und in allen Punkten dieser Fliche den
Charakter rationaler Funktionen haben:; es sind die zu unserer
Bewegungsgruppe gehorigen automorphen Funktionen. "Alle
diese Funktionen sind durch zwei geeignet gewihlte unter ihnen
x = f(n), ¥ =~7A(n) rational ausdriickbar, wihrend zwischen x
und y eine algebraische Gleichung G (x, y) = 0 vom Range
oder Geschlechte p besteht. Fiir » = o sind alle Funktionen
durch eine x = f(n) rational darstellbar, und diese eine ist
bis auf eine lineargebrochene Transformation bestimmt,

Poincaré bewirkt die Bildung dieser Funktionen, die er als
Fuchssche bezeichnet, durch Aufstellung von Reihen, die den
invarianten Charakter bei den Beweguungen der Gruppe her-
vortreten lassen und zugleich ein Mittel fiir die Wertberechnung
an die Hand geben. Da die Fille, wo ¢ positiv oder gleich
Null ist, auf rationale bzw. doppeltperiodische Funktionen
fiilhren, konnen sie als erledigt gelten; wir diirfen uns demnach
auf den Fall beschrinken, wo ¢ negativ ist, und wollen der Ein-
fachheit wegen voraussetzen, dall ¢ =— 1 und daf der Mittel-
punkt des Kreises der n-Ebene, der dem unendlich fernen Ge-
bilde der hyperbolischen Ebene entspricht, der Punkt o sei, so
daB also die Gleichung (3) jetat

(3) 1—nn=0
lautet, Bezeichnet man die lineargebrochenen Substitutionen in

n, die die Bewegungen unserer Gruppe darstellen, in irgend-
einer Reihenfolge durch

o, n 4 Be
TN+’
und bedeutet //(n) eine rationale Funktion von n, die fiir keinen

auf dem Kreise (3") der n-Ebene gelegenen Wert von n unend-
lich wird, so bilde man nach Poincaré die Reihe

(r0) o) = > #(Sim) (o)

=]

S,E(T]) —% oz dp — Bﬂ:T.{*: I, {k= I, 2, 3y 0 v v v }
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wo # eine positive ganze Zahl bedeutet, die grofer ist als Eins,
Von dieser sogenannten Fuchsschen Thetareihe gilt, daB sie
unbedingt und gleichmiBig konvergiert fiir alle Werte von n,
mit Ausnahme derjenigen, die auf dem Kreise (3') der n-Ebene
gelegen sind, und derjenigen, in denen eine der rationalen
Funktionen

d S (n)

(11) H(S:(m), o i

unendlich wird. Von den beiden Konvergenzbeweisen, die
Poincaré geliefert hat, ist fiir uns der zweite besonders be-
merkenswert, weil er sich durchaus auf die Metrik der hyper-
bolischen Ebene stiitzt. Es kommt alles darauf an, die Kon-
vergenz der Reihe

e LS
{12} in} — 1..
ki R

zu beweisen. Dazu denken wir uns in der hyperbolischen
Ebene um den Mittelpunkt n =0 mit den Halbmessern p, 2p,
3p, ... eine Schar konzentrischer Kreise C,, C,, C;, ... be-
schrieben und bezeichnen mit ¢/, die Summe der Glieder der
Reihe (12), fiir die Sz(n) innerhalb des von den Kreisen Cj; _,
und (), begrenzten Ringgebietes liegt. Dann ergibt sich, daB
1

(13) Ui < K Zmzing

ist, wo A eine von /# unabhingige Konstante bezeichnet, und
daraus folgt, daB die Reihe (12) wie eine geometrische Reihe
konvergiert, und zwar ist die Konvergenz um so stirker, je
grofer der Flacheninhalt des in der hyperbolischen Ebene ge-
legenen Fundamentalbereichs ist. Daraus folgt weiter, daf die
Reihe '(10) in jedem endlichen Bereiche der hyperbolischen
Ebene eine Funktion vom Charakter einer rationalen darstellt;
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte der hyperbolischen
Ebene, d. h. die Gesamtheit der n-Werte, deren absoluter Be-
trag gleich Eins ist, bildet eine natiirliche Grenze fiir diese
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Funktion, iiber die hinweg eine analytische Fortsetzung nicht
moglich ist.

Aus der Form der Reihe (10) ist ersichtlich, daB fiir jede
der Bewegungen S;(n) unserer Gruppe die Gleichung gilt:

dS,(mN\—*

(1g)  OEm) = (") O0) = (ran+ b0,
Bildet man also den Quotienten zweier solcher Fuchsscher
Thetareihen fiir denselben Wert von #, aber fiir verschiedene
Wahl der rationalen Funktion //, so erhilt man einen Aus-
druck, der fiir alle im Endlichen gelegene Punkte der hyper-
bolischen Ebene sich wie eine rationale Funktion verhilt und
bei den Verschiebungen .S;(n) ungeéndert bleibt. Ein solcher
Ausdruck ist also eine zu der Bewegungsgruppe gehorige auto-
morphe Funktion, undPoincaré¢ zeigt, daB sich auch jede solche
Funktion mit Hilfe von Fuchsschen Thetareihen darstellen 14Bt.

Wir werden uns im folgenden der Einfachheit
wegen auf den Fall p =0 beschrdanken, wollen aber an-
dererseits die bei der Aufstellung der Thetareihen eingefiihrte
besondere Annahme eines negativen Wertes von ¢ fallen lassen
und also wieder mit einem beliebigen ¢, d. h. mit der absoluten
Ebene im allgemeinsten Sinne arbeiten. — Es sei x = /(n) eine
der zu unserer Gruppe gehorigen automorphen Funktionen,
durch die jede andere rational ausgedriickt werden kann; x ist
dann nur bis auf eine Transformation von der Form

ax 4B
(15) iy MR (o (Bt
bestimmt. Die Werte von x, die den Eckenzyklen des Fun-
damentalbereiches entsprechen, a,, 4, ..., a,, sind die singu-

liren Punkte der Funktion n von a; in bezug auf den analy-
tischen Charakter dieser Funktion gilt das folgende: Setzt man

/d x dx
(16) Lmlig 4T T

so sind diese Groflen Losungen einer Differentialgleichung von
Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2, Aufl. 13
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der Form

d*u
(I?) dod o Q(ﬂ:}ﬂ,
wo ((x) eine rationale Funktion mit den Polen a,, a,, ..., a,
bedeutet. Die Differentialgleichung (17) gehoért dem soge-
nannten Fuchsschen Typus an, d. h. ihre Losungen und eben-

so der Quotient n = :—* werden in den singuldren Punkten nur
: _
von endlicher Ordnung unendlich. Der Fundamentalbereich

F, wird durch die Funktion x = /(n) abgebildet auf die durch
einen Schnitt (¢, .... @,) zerschnittene a-Ebene; die Abbildung
der gesamten absoluten Ebene durch dieselbe Funktion wird,
wenn ¢ nicht positiv ist, eine unendlich vielblittrige Flache sein,
die einfachzusammenhingend ist, und deren Blatter sich in den
Punkten a,, a,, . . ., a, in der Weise verzweigen, dal sich alle-
mal je g; Blitter um den Punkt @; herumwinden. Man nennt
diese Fliche die zu der Signatur

dgy Qgy o+ 0y Gr
(18) (r )
81r 831 ¢ 200 &7
gehorige Uberlagerungsfliche, und unterscheidet in der
Signatur einerseits die Reihe ganzer positiver Zahlen r, g, £,
.., &, durch die der topologische Bau der Fliche, an-
dererseits die Reihe der komplexen Werte a,, 4,,. . ., a,, durch
die die Fliche quantitativ bestimmt wird. Der topologische
Bau der Uberlagerungsfliche wird am iibersichtlichsten durch
die Anordnung der Vielecke in der reguliren Teilung der abso-
luten Ebene gegeben, die man sich in der Abbildung dieser
Ebene auf das Gebiet (7) der n-Ebene anschaulich machen
kann. Es kommt dabei gar nicht auf die besondere Lage der
Ecken des Fundamentalbereichs /), an, sondern nur auf die
Anzahl  der Eckenzyklen und auf die bei diesen Eckenzyklen

auftretenden Winkelsummen -?—r-- , die die ganzen Zahlen g
k

festlegen., Dagegen wird die Lage der singulidren Punkte a,, a,,
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. ., a, bei festgehaltenen Werten der ganzen Zahlen 7, g, g,

.+, &» durch die Lage der Ecken von % bestimmt, — Wenn
der Fundamentalbereich insbesondere in bezug auf die die
Ecken (s7, 57) und (s, 57) miteinander verbindende Diagonale
symmetrisch ist, so folgt aus dem Symmetrieprinzip, daf die
singuliren Punkte a,,a,, ..., @, auf einem Kreise liegen. Durch
geeignete Wahl von a, B, 7, d in (15) kann man dann erreichen,
daB @, = 0, @, = 1, a;= o0 und die {ibrigen a; positive Zahlen
groBer als Eins werden. Dieser sogenannte symmetrische
Fall liefert fiir = 3 die aus der hypergeometrischen Reihe ent-
springenden Beispiele (Dreiecksfunktionen), fiir ein be-
liebiges » und unendlichgrofe Werte der g; das Beispiel, das
im Abschnitt III behandelt wurde.

c) Uniformisierung. Der Fundamentalsatz.

Eine Funktion y = #'(x), die nur die Stellen a,, a5, ...., a,
zu Verzweigungspunkten hat, und sich in a; so verzweigt, daf
alle ihre Zweige nach g;-maliger Umkreisung von @ zu ihren
Ausgangswerten zurfickkehren, ist auf der zu der Signatur (18)
gehorigen Uberlagerungsfliche eine eindeutige Funktion des
Orts. Da diese Fliche durch die Funktion n von x gegen-
seitig eindeutig und konform auf die absolute Ebene, d. h. auf
den ganzen Existenzbereich der Funktion x von 1 abgebildet
erscheint, so wird #{x) eine eindeutige Funktion von 7 sein,
d. h. diese Funktion wird mit Hilfe der automorphen Funktion
x = f(n) uniformisiert. Durch die Funktion, die zu unend-
lichgroBen Werten der gz gehort, wird demnach jede mehr-
deutige Funktion von x mit den Verzweigungspunkten a,, a,,

., @, uniformisiert,

Es entsteht nun die Frage, wie man die Uniformisierung
einer Funktion y = #'(x) bewirken konnte, deren Verzweigungs-
punkte an den beliebig in der a-Ebene gelegenen Stellen 4,,
bay .+ ., b, sich befinden, wobei zu &; die positive ganze Zahl
& gehoren moge, in dhnlichem Sinne, wie vorhin zu @;. Wenn

13*
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zunachst » = 3 ist, so kann eine linear gebrochene Funktion x’
von x stets so angegeben werden, dal den Werten &, &,, J,
von x die Werte 0, 1, 00 von & entsprechen. Als Funktion
von x" wird dann y durch Vermittlung der aus der hypergeo-
metrischen Reibe entspringenden, zu den Zahlen g,, g, g ge-
horigen Dreiecksfunktion uniformisiert. Insbesondere leistet
also die Modulfunktion die Unifor misierung einer jeden Funk-
tion, die nur drei Verzweigungspunkte besitzt, was auf die oben
S. 185 erwahnte Bemerkung von Riemann und Klein hinaus-
kommt.

Wenn r groBer als drei ist, so handelt es sich um die Frage,
in welcher Weise sich bei gegebenen Werten der ganzen Zahlen
ry &4y 8ss «++» & die Ecken des Fundamentalbereichs #; so
wiahlen lassen, daf ihnen in der x-Ebene die vorgeschriebenen
Lagen &, &y, ..., &, der singuliren Punkte entsprechen. Dal
diese Wahl stets und im wesentlichen nur auf eine Weise mog-
lich ist, bildet den sogenannten Fundamentalsatz der Lehre
von den automorphen Funktionen, fiir den zur Zeit eine ganze
Reihe von Beweisen bekannt ist. Der alteste ist der Konti-
nuitatsbeweis von Klein und P oincaré?!, der zu zeigen sucht,
daB sich durch stetige Anderung der Ecken von /#, die ent-
sprechenden Werte der automorphen Funktion a = /(n) in die
vorgeschriebenen Lagen 4, 4,, . . ., §,. hineindriangen lassen. Eine
zweite Methode, die von Schwarz vorgeschlagen, von Picard
und Poincaré ausgefiihrt worden ist?, griindet sich auf die
sogenannte Liouvillesche partielle Differentialgleichung

0w

(19) 45'3}—'—25'55-

1 Klein, Math. Ann, 21, 1883, S. 141; Poincaré, Acta mathem. 4,

1884, S. 201, Qeuvres II, S. 300. Vgl. auch die neueren Arbeiten von
Fricke, Brouwer und Koebe,

® Schwarz, Ges. Abhandl. II, S. 356; Picard, Liouvilles Journal (4),

6, 1890, S. 145 und 9, 1893, S. 273: Poincaré, ebenda (5), 4, 1898,

S. 137, Oeuvres II, S.512; vgl. Schlesinger, Arch. d. Math. u. Physik

(3), 1, 1901, S. 262; Bieberbach, Math. Ann. 77, 1916, S. 173. |
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die befriedigt wird, wenn ¢* das Quadrat des Verhiltnisses des
Linienelements s der absoluten Ebene vom Krimmungsma8 ¢
zu dem Linienelement #8 der x-Ebene ist, welche beiden
Ebenen ja durch die Funktion x = f(n) konform aufeinander
abgebildet erscheinen. Wenn wir in (3) n, = 0 nehmen, so ist

g 4 dndn - 3 -
(20) e — G en?’ dS*=dx dx, 3
also mit Ricksicht auf (16) das Verhailtnis
y C: 2 i 2 g
) S e R e i

hier mufl die Hermitesche Form #u, 4 cu,u, fiir alle Be-
wegungen der Gruppe ungeindert bleiben, also eine eindeutige
Funktion von x sein, und diese eindeutige Funktion hat in den
singuldren Punkten 4, 4, ..., &, ein durch die ganzen Zahlen
£1» £91 + - +» &» festgesetztes Verhalten zu zeigen. Picard und
Poincaré beweisen, daB stets eine Losung w der Gleichung
(19) existiert, fir die ¢ das fiir die Funktion (21) erforderliche
Verhalten aufweist.

Ein drittes Beweisverfahren, dessen Grundgedanke von Poin-
caré herriibrt!, beruht auf der Ausschdopfung der Uber-
lagerungsfliche durch eine Folge von einander umfassen-
den Bereichen; es soll seiner Tragweite wegen etwas ausfiibr-
licher geschildert werden.

Die zu der Signatur
(22) (r&“ bgisierinty 5?,)

108310 » &7
gehorige Uberlagerungsfliche mége durch die Folge V,, V5, ...
von einander umschliefenden Bereichen in dem Sinne aus-
geschopft werden, daB jeder Punkt der Flache fiir einen hin-
reichend grofen Wert des Stellenzeigers » in allen Bereichen

1 S, die Abhandlungen Acta mathem. 4, 1884, Oeuvres II, S. 300,
insbesondere S. 385 und Bulletin de la Société mathém. de France 11,
1883, S. 112,
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Vis Vig1s - .. enthalten sei. Wenn jeder der Bereiche V), aus
einer endlichen Anzahl von Blittern besteht und durch eine
endliche Anzahl von Stiicken analytischer Kurven begrenzt wird,
so gibt es nach dem oben S. 185 erwidhnten, von Schwarz
bewiesenen Riemannschen Abbildungssatze eine Funktion ey
von x, die die gegenseitig eindeutige konforme Abbildung des
Bereiches V7, auf die Fliche eines Kreises, etwa des Kreises
mit dem "Mittelpunkte Null und dem Halbmesser Eins (kurz
Einheitskreis!) der Zahlenebene liefert, oder, wie wir auch sagen
konnen, den Bereich 7, auf ejne hyperbolische Ebene vom
KriimmungsmaBe — 1 abbildet. Wir normieren diese Funk-
tionen w; so, daB sie alle fir einen im Innern des Bereiches
Vi gelegenen Punkt ¢ verschwinden und in der Umgebung von
& = ¢ die Form haben

(23) wi = (x — ) CaPa(x — ¢),

wo (3 eine positive Konstante, R;(x —¢) eine gewohnliche
Potenzreihe bedeutet, die fiir x = ¢ gleich Eins wird. Da auf
der Begrenzung von B; |wp = 1, |wz. | <1 ist, so ist im
Innern von B |wpyq| <|wg|, also Cpri1< G, d.h. die
Cyy Cy, ... bilden eine abnehmende Folge. Wenn nun

1) lim Cz = C wesentlich positiv ist, so zeigt man nach einem
&Fen

von Poincaré a. a. O, angegebenen Schlufiverfahren, daB die
Funktionenfolge w,, w,, ... gleichméBig gegen eine Grenz-

funktion lim 20, = 1 konvergiert, die dann die gesamte Uber-
o

lagerungsfliche auf den Einheitskreis der n-Ebene oder die
hyperbolische Ebene abbildet und daB diese Funktion durch
diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Die verschiedenen
Zweige der Funktion n von &, d.h. die den verschiedenen
Blittern der Uberlagerungsfliche entsprechenden Bereiche der
hyperbolischen Ebene, gehen durch Bewegungen auseinander
hervor. Damit ist in diesem Falle der geforderte Beweis ge-
liefert. DaB ' > o ist, beweist man nach Poincaré a, a, O. in
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den Fallen, wo in der Signatur (22) E ;{ 1,indem man mit
k=1 %

Hilfe der Modulfunktion eine positive Konstante herstellt, die

nicht groBer ist als alle C;. Nach einem von Koebe! herriih-

renden Verfahren kann man statt dessen wie folgt schliefien :
Wenn 2) C = o ist, so konvergiert zwar nicht die Folge der

w,, Wy, ... gegen eine von Null verschiedene Grenzfunktion,

w,
wohl aber die Folge der Funktionen E'E = w; , die die Abbil-
3

dung der Bereiche }V, auf die Kreise mit den Halbmessern ;,

&

liefern. Die Grenzfunktion lim w; = n" bewirkt dann die Abbil-
T

dung der Uberlagerungsfliche auf den Kreis mit dem Halb-

messer lim — — o0, d. h. auf die euklidische Ebene. Dieser Fall
EFm ok #

kann also nur eintreten, wenn in der Signatur (2 2]25— = 1 ist.
k=1°#%

Es handelt sich jetzt nur noch um die Frage, ob man die
Bereiche V,, V,, ... in der verlangten Weise anzugeben im-
stande ist.

Da werden zunichst die Fille auszuscheiden sein, wo die
Uberlagerungsfliche nur aus einer endlichen Anzahl von Blittern
besteht, d.h. wo in der Signatur (22)2 EL} Iist; essind dies

=1 ’é
die bekannten Fille der regelmibigen Korper. Fiir diese erfolgt
die Abbildung der Uberlagerungsfliche auf eine elliptische
Ebene; vgl. oben S. 182, In den ibrigen Fillen kann die Be-
reichfolge in mannigfacher Weise gewihlt werden. Man denkt
sich zu dem Zweck am bequemsten die Uberlagerungsfliche
durch eine den in ihrer Signatur enthaltenen Zahlen 7, g , g

. +» &, entsprechende Teilung der absoluten Ebene dargestellt,

! S. etwa Math. Ann. 67, 1909, S. 214 ff,
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die ihr ja topologisch vollig gleichwertig ist. Gibt man fiir eine
solche Teilung, deren Fundamentalbereich /#; heifen mage,
eine Folge von Bereichen an, die die absolute Ebene aus-
schopfen, so kann diese Folge unmittelbar auf die Uberlage-
rungsfliche iibertragen werden. Wenn alle g; = oo sind, kann
man z. B., wie folgt, verfahren:}

Wir nehmen V) als Z selbst; ¥V, entstehe aus der Vereini-
gung von /4 mit den 27— 2 kongruenten Bereichen, die #
lings einer Seite benachbart sind (es kranzférmig umlagern).
V, ist dann in der absoluten Ebene auch ein geradliniges Viel-
eck und die Ebene erscheint in lauter mit ¥ kongruente Par-
zellen geteilt. Wir vereinigen nun ¥, mit den es kranzformig
umlagernden, mit ihm kongruenten Bereichen zu V; und fahren
so fort. Wenn in der Uberlagerungsfliche bzw. in der x-Ebene
der die Punkte &,, &, ..., 4, verbindende Schnitt lings ana-
lytischen Kurvensticken gelegt wird, so erfiillen die so herge-
stellten Bereiche V7 alle oben gestellten Anforderungen. Fir
endliche Werte der g kann das Verfahren leicht entsprechend
abgeindert werden,? — Besondere Erwidhnung verdient noch
der Fall einer symmetrischen Uberlagerungsfliche, wo also
die &, by, . .., b, auf einem Kreise liegen. Wir werden als-
dann zur topologischen Veranschaulichung auch eine symme-
trische Teilung der absoluten Ebene heranholen, bei der also
der Fundamentalbereich #, aus zwei symmetrischen Halften X,
und &, besteht. Wir richten dann die Bereichfolge so ein, daB
v, als R, gewihlt wird und ¥V, dadurch entsteht, daB man &,
mit den » es kranzférmig umlagernden symmetrischen Bereichen
vereinigt. V, wird dann wieder von mit ihm symmetrischen Be-
reichen kranzformig umlagert, die mit V; vereinigt V', liefern ; usw,
Bei dieser Wahl wird nun zunichst w, eine lineargebrochene
Funktion von x, und von allen folgenden = ist sofort einzu-

! Schlesinger, Crelles Journal 110, 1892, S. 280 ff.
* Schlesinger a.a. 0. und Fricke-Klein, Automorphe Funk-

tionen II, 1900—1912, 5. 466.
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zusehen, dab jedes z; durch jedes folgende nnd also x durch
jedes dieser z; rational ausgedriickt werden kann. Die Koef-
fizienten dieser rationalen Funktionen hingen algebraisch von
den singuldren Stellen &,,46,, . . ., , ab und kénnen ohne erheb-
liche Schwierigkeit angegeben werden. In diesem Falle wird
also die Funktion n von x als Grenzwert einer Kette von alge-
braischen Funktionen erzeugt.! Wenn wir im Abschnitt III
diese Funktionsgattung als die naturgemife Verallgemeinerung
der Modulfunktion bezeichnet haben, so bewadhrt sich dies also
auch dadurch, daB wir hier fiir ihre Erzeugung einen alge-
braischen Algorithmus gefunden haben, dhnlich dem des arith-
metrisch-geometrischen Mittels, durch den GauB die Modul-
funktion hergestellt hat.

In bezug auf eine zu der Signatur (22) gehorige Uberlage-
rungsfliche gilt also der Satz, daB eine solche Fliche stets
gegenseitig eindeutig und konform auf eine absolute Ebene
abgebildet werden kann, deren Charakter durch die Disjunktion

e

= &< :
bestimmt wird. Die abbildende Funktion x = f(n) ist eine
automorphe, die jede auf der Uberlagerungsfliche eindeutige
Funktion des Ortes uniformisiert.

Dieser Satz, der als eine Verallgemeinerung des Riemann-
schen Satzes von der Abbildbarkeit eines von einer endlichen
Anzahl analytischer Kurvenstiicke begrenzten, aus endlich
vielen Blattern bestehenden Bereiches auf eine hyperbolische
Ebene angesehen werden karn, ist selbst noch einer bedeut-
samen Verallgemeinerung fahig, von der zum Schluf noch kurz
die Rede sein soll.

1 Schlesinger, Crelles Journal 105, 1889, S. 181; vgl. auch Poin-
caré, a. a. 0., Oeuvres II, S, 386.
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d) Die allgemeine Uniformisierung.

Die Funktionen, die auf einer der im vorigen Abschnitt be-
trachteten Uberlagerungsflichen eindeutige Funktionen des Orts
sind, haben nur.eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten,
Fassen wir jetzt eine beliebige monogene, mehrdeutige Funk-
tion ¥y = F'(x) der komplexen Verinderlichen x ins Auge, so
kann man nach Poincaré! stets eine einfachzusammen-
hangende Fliche 7 herstellen, auf der y eine eindeutige Funk-
tion des Ortes ist. Diese Flache besteht aus iiber die x-Ebene
geschichteten ebenen Blittern, die miteinander in der Weise
in Zusammenhang gebracht werden, daf Anfangs- und End-
punkt einer in der x-Ebene geschlossenen Kurve C in der
Fliche 2 dann und nur dann als demselben Blatte angehorig
betrachtet werden sollen, wenn alle Zweige von Z'(x) lings C
fortgesetzt zu ihrem Ausgangswerte zuriickkehren, und C durch
stetige Gestaltsinderung so auf einen Punkt zusammengezogen
werden kann, daB ihr die hervorgehobene Eigenschaft in jedem
Zustande gewahrt bleibt. Alle Punkte von 7, in denen #'(x)
sich nicht wie eine algebraische Funktion verhalt, gelten als zu
der Begrenzung von P gehorig.

Hat nun /2 iiberhaupt keine Begrenzung, so ist y eine
algebraische Funktion vom Range o von x, und 2 kann auf
eine elliptische Ebene gegenseitig eindeutig und konform
abgebildet werden. Die abbildende Funktion n ist rational in
x und y, die selbst durch n als rationale Funktionen dar-
gestellt und so uniformisiert werden.

In jedem andern Falle hat 2 Grenzpunkte und kann
dann ebenso behandelt werden wie die Uberlagerungsfliche
des vorigen Abschnitts, Sie kann durch eine Folge einander
umfassender Bereiche ausgeschopft werden, die sich einzeln

1 Bulletin de la Soc. mathém., de France 11, 1883, S, 112; weiter
kommen in Betracht die Arbeiten von Poincaré, Acta Mathem. 31, 1907,
S. 1 und Koebe, Gétlinger Nachr. 1907, S. 191.
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vermoge des Riemannschen Abbildungssatzes auf hyperbolische
Ebenen abbilden lassen. Die abbildenden Funktionen streben
einer Grenzfunktion zu, die die Fliche P entweder auf eine
hyperbolische oder auf eine euklidische Ebene abbildet,
Die verschiedenen Zweige von n gehen durch Bewegungen der
betreffenden Ebene auseinander hervor, aber der Fundamental-
bereich der Gruppe dieser Bewegungen hat im allgemeinen un-
endlich viele Seiten. Die die Fliche 2 auf die absolute
Ebene abbildende Funktion x = f(n) ist eine automorphe,
durch die die Funktion y = f(x) uniformisiert wird. Die uni-
formisierende Verdnderliche n ist in allen drei Fillen der ellip-
tischen, parabolischen und hyperbolischen Ebene, abgesehen
von einer Verschiebung in dieser Ebene, eindeutig festgelegt, sie
gehort also zum Wesen der betreffenden Funktion.
Der in diesem Lehrsatz ausgesprochene tiefe Zusammenhang
zwischen der absoluten Geometrie und den monogenen Funk-
tionen einer komplexen Verdnderlichen kann wohl als eines
der bemerkenswertesten Ergebnisse der neueren mathematischen

Forschung bezeichnet werden.
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Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie.
I. Band: Nikolay Iwanowitsch Lowatschewskij. 2 geom. Abhandl. aus d.
Russ. uberse:tzt mit Anmerkg. u. mit 1 Biographie d. Verfassers von Prof.
. Dr. F, Engel, Giefen. [XVI u. 476 S.] gr. 8. 1899. I Teil: Die Ubersetzung.
Mit 1 Bildn. Lobatschewskijs u. mit 194 Fig. i. Text. IL Teil: Anmerkungen.
Lobatschewskijs Leben u. Schriften. Register. Mit 67 Fig. 1. Text. Geh.M. 14.—
II. Band: W. und ]. Bolyai, geometrische Untersuchungen. ,Von Geh. Rat
Dr. P. Stickel, Prof. an der Univ. Heidelberg. 1. Teil: Leben und Schriften
derbeiden Bolyai. Mit der Nachbildung einer Aufzeichnung Johann Bolyais.
[XII u. 281 S.] gr. 8. 1913. IL Teil: Stiicke aus den Schriften der beiden
Bolyai. [IV u. 274 S.] 1913. (Nur zus. kduflich.) Geh. M. 28.— :

Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. David Hilbert, Prof.
a.d. Univ. Géttingen. 4., durch Zusatze u. Literaturhinweise von neuem verm.
u.m.7 Anhéng. vers. Aufl. Mit zahlr. Fig. [VIu.258S5.] 8. 1913. (WuH 7.) M.6.—

w-..Das Buch stellt im besten Sinne des Wortes ein Meisterwerk dar und ist fiir jeden
Naturwissenschaftler, mag er nun die Mathematik als Haupt- oder Nebenfach betreiben, aufs
angelegentlichste zu empfehlen.” (Zeitschrift filr Elektrotechnik usw.)

Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. Friedrich Schur, Prof.
a.d. Univ. Breslau. Mit 63 Fig. [Xu.1925.] gr.8. 1909. Geh.M.6.—,geb. M.7.—

wider durch seine erfolgreiche Mitarbeit an der Aufklirung der Grundlagen der Geometrie
bekannte Verfasser bietet uns in einer durchsichtigen und leicht faBlichen Darstellung einen
klaren Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der auf den logischen Aufbau der Geometrie
gerichteten Forschungen * {Maturwissenschafil. Wochenschrift.)

Nichteuklidische Geometrie in der Kugelebene. Von Dr. 1#. Dieck,

Prof. am Realgymnasium zu Sterkrade, Mit 12 Fig. im Text und 1 Bildnis von
Riemann. [IIu.51 S.] gr. 8. 1918. (MPhB 31.) Steif geh. M. 1.—

Wbt eine klare, durchans allgemeinverstindliche Einfilhrung in das Wesen und die
Grundsiitze jenes auch erkenntnistheoretisch auBerordentlich wichtigen Zweiges der nicht-
euklidischen Geometrie, dessen RKaumform sich auf die Kugelebene bezieht,

Der Goldene Schnitt. VonDr. H. E. Timerding, Prof.a.d. Techn. Hochsch.
Braunschweig. Mit16Fig.1.T. [IVu.575.] 8. 1918. (MPhB 32.) Steif geh. M. 1.—

Der goldene Schnitt und die ihm zugeschriehene harmonische Wirkung riumlicher Ge-
stalten in Nator und Kunst werden nach der mathematischen wie nach der iisthetischen Seite
eingehend und gemeinverstindlich behandelt.

Diemath. Wissenschaften. Unt. Leitung v. Geh. Reg.-Rat Prof. Dr.F.Klein,
(Die Kultur der Gegenwart, ihre Entwicklung und ihre Ziele. Herausgegeben

von Prof. Paul Hinneberg. Teil III, Abteilung I.)

Inhalt: 1. Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart.
Von A. VoB. 2. Die Verbreitung mathem. Wissens uv. mathem. Auffassung. Von
H. E, Timerding. (Nj. x v, 2 = 2, Lief.) [VIu, 161 5.] Lex. 8. 1914. Geh. M. 6.—, 3.Die
Mathematik im Altertumun im Mittelalter, Von H. G. Zeuthen. (1. Lieferung.)
[IV u. 9§ S.] Lex.8. 1g912. Geh.M. 3.—, Die Mathematik im 16, 17. u. 18, Jahrhun-
dert, Von P, Stickel. 5 Die Mathematik der Neuzeit. Von N.N. 6. Uber die
mathematische Erkenntnis. VonA.VoB. (3. Lief.) [VIu.1485.] Lex. 8. 1o14. Geh, M. 5.—

Auf siimtliche Preise Teuerungszuschliige des Verlages und der Buchhandlungen
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DIE KULTUR DER GEGENWART

== IHRE ENTWICKLUNG UND IHRE ZIELE ==
HERAUSGEGEBEN VON PROF. P. HINNEBERG

Teil III
Die Naturwissenschaften

WMENREV TEURRUROSTUSCHLACY SEE
FRARLAGE UMD PER BUCHMANDLUNOEN

VERLAG VON B.G. TEUBNER - LEIPZIG - BERLIN i

e

X.16. 66 T,



Allgemeine Ubersicht.

19 Binde. Lex.-8. Geh.u.geb. (* erschienen, 4 unter der Presse.)

*I. Abt.: Die mathematischen Wissenschaften. (I Band.)
Abteilungsleiter und Bandredakteur: F. Klein. Bearbeitet von P. Stickel, H. E.
Timerding, A.VoB, H.G. Zeuthen, 5Lfgn. Lex,-8. *I. Lfg. (Zeuthen). [IV ui‘?s 5.]
1912. Geh. M, 3.— *ILI Lfg. (VoB u. Timerding.) [IV u. 161 5.] 1914, Geh, M, 6.—
© *1I. Lfg. (VoB.) [VIu 148 5.] 1914. Geh. M. 5.—

I1. Abt. Vorgeschichte . mod. NAturwissenschaften u. Medizin. (1Bd.)
Bandredakteure: J.Ilberg und K. Sudhoff. Bearbeitet von F. Boll, S. Giinther,
I. L. Heiberg, M. Hoefler, J. Illberg, E. Seidel, K. Sudhoff, E. Wiedemann u. a.

III. Abt. Anorganische Naturwissenschaften. Abteilungsleiter: E. Lecher.
*HBand 1. Physik. Bandredakteur: E. Warburg. Mitarbeiter siehe umstehende An-
zeige. Mit 106 Abbildungen. [X u. 762 S.] 1914, M, 22.—, M. 24—

*Band 2. Chemie, allgemeine Kristallographie und Mineralogie. Dand-
redakteur: E, v. Meyer und Fr. Rinne. Mitarbeiter siehe umstehende Anzeige.
Mit 5& Abbildungen. [XIV u. 663 S.] 1913. M. 18— M, 20— :

+ Band 3. Astronomie. Bandredakteur: ‘j’ artmann. Mitarbeiter s, umst, Anzeige.
Hand & Geonomie. Bandredakteure: 1. B, Messerschmitt und H. Benndorf. Mit
einer Einleitung von F, R. Helmert. Bearbeitet von H. Benndorf, +G. H. Darwin,
0. Eggert, S. Finsterwalder, E. Kohlschiitter, H. Mache, A. Nippoldt.

Hand 5. Geologie (einschlieBlich Petrographie.) Bandredakteur: A. Rothpletz,
Bearbeitet von A. Bergeat, J. Kénigsberger, A. Rothpletz.

Hand & Physiogeographie. Bandredakteur: E.Briickner. 1. Hilfte: Allgemeine
Physiogeographie. Bearbeitet von E. Briickner, S. Finsterwalder, J.v.Hann, 0.
Kriimmel, A. Merz, E. Oberhummer u.a. 2. Hilfte: Speziclle Physiogeographie.
Bearbeitet von E, Briickner, W, M, Davis u. a.

IV. Abt. Organ. Naturwissenschaften. Abteilungsleiter: R.v. Wettstein,
*Hand 1. Allgemeine Biologie. Bandredakteure: +C. Chun und 'W. Johannsen.
Unter Mitwirkung vom A. Giinthart, Mitarbeiter siche umstehende Anzeige. Mit
115 Abbildungen. [XI u, fgr S.] 1914. M. 21.—, M, 23.—

“Hand 2 Zellen- u. Gewebelehre, Morphologie u. Entwicklungsgeschichte,
I. Botanischer Teil. Bandredakteur: +E. Strasburger. Bearbeitet von W. Benecke
und +E. Strasburger. Mit 135 Abb. glu.ﬂﬂ S.] 1913 M. 10.—, M. 12.—. 2. Zoolog.
Teil. Bandredakteur: O. kfertwig, earbeitet von E, Gaupp, K, Heider, O. Hertwig,
R. Hertwig, F. Keibel, H. Poll. Mit 413 Abbild, [VIu. 5{3 5.] 1or3. M. 16,— M 18.—
Hand 3. Physiologie und Okologie. +I. Botan. Teil. Bandredakteur: G. Haber-
landt. Bearbeitet von E. Baur, Fr. Czapek, H.v. Guttenberg. II. Zoolog. Teil.-
Bandredakteur und Mitarbeiter noch unbestimmt. ;

*Hana 4. Abstammungslehre, Systematik, Paldontologie, Biogeographie,
Bandredakteure: R, Hertwig und R.v. Wettstein. Mitarbeiter siehe umstehende
Anzeige, Mit 112 Abbildungen. [IX, 620 S.] 1014. M. z0.—, M, 22—

4+V. Abt. Anthropologie. (I Band.) Bandredakteur: G. Schwalbe. Bearbeitet
von E. Fischer, R. F. Graebner, M. Hoernes, Th. Mollison, A. Ploetz, G. Schwalbe.

VI. Abt. Die medizin. Wissenschaften. Abteilungsleiter: Fr. v. Miiller.
Band 1. Die Geschichte der modernen Medizin., Bandredakteur: K. Sudhoff.
Bearbeitet von M., Neoburger, K, Sudhoff u. 2. Die Lehre von den Krankheiten.
Bandredaktear: W, His. Mitarbeiter noch unbestimmt.

EBand 2. Die medizinischen Spezialficher. Bandredakteur: Fr. v. Miiller. Bearb.
von K.Bonhoeffer, E.Bumm, A.Czerny, R.E.Gaupp, K.v.Hess, A.Hoche, Fr. Kraus,
W.v.Leube, L.Lichtheim, H.H, Meyer, 0. Minkowski, R.Miiller;, L. A. Neisser,
W. Osler, E. Payr, M. Wilms.

Band 3. Beziehungen der Medizin zum Volkswohl, Bandredakteur: M. v. Gruber.
Mitarbeiter noch unbestimmt,

VII. Abt. Naturphilosophie und Psychologie.
Band 1. Naturphilosophie. Bandredakteur: C, Stumpf. Bearbeitet von E. Becher.
E'.'{ u. 427 S.] 1014, M. 14—, M. 16.— -

Band 2. Psychologie. Bandred.: C. Stumpf. Bearb, von C, L. Morgan u. C. Stumpf.
VIII.Abt. Organisation der Forschung und des Unterrichts. (I Band.)
Bandredaktenr: A. GGutzmer.




‘Die Kultur der Gegenwart

Teil III, Abteilung I:

Die mathematischen
Wissenschaften

Unter Leitung von F. Klein

DaB es seine ganz besonderen Schwierigkeiten hat, im Rahmen der ,Kultur
der Gegenwart” die Mathematik in sachgemiBer Weise zur Geltung zu bringen,
leuchtet von vornherein ein, Das folgende kurze Inhaltsverzeichnis 15Bt erkennen,
wie man versucht, dieser Schwierigkeiten Herr zu werden. Nr. I gibt eine erste
Orientierung iiber das Wesen der mathematischen Wissenschaft, die als solche jedem
Gebildeten verstindlich sein will. Sodann werden in Nr. 2 und Nr.6 Fragen heraus-
gegriffen, die zwar nicht ohne tiefergehende Fachkenntnisse voll erfaBt werden
kdnnen, aber doch sozusagen an das natiirliche Interesse auch des Nichtmathematikers
ankniipfen. Bleibt fiir Nr. 3, 4, 5, die schwierige Aufgabe, von dem besonderen Inhalt
der mathematischen Wissenschaft, ohne irgend in Einzelheiten einzugehen, eine all-
gemeine Ubersicht zu geben. Eine systematische Darstellung schien hier
von vornherein unmiglich, der Gegenstand soll vielmehr dem allgemeinen Denken
dadurch niher gebracht werden, daB die groBen Ziige der historischen Ent-
wicklung herausgearbeitet werden.

Fiir die Durchfiilhrung des hiermit charakterisierten Planes ist in besonderem
Grade — mehr als bei anderen Binden der ,,Kultur der Gegenwart” — eine gewisse
Einheitlichkeit der Darlegungen wiinschenswert. Es muBte also nach der Muglichkeit
gesucht werden, daB der eine Autor auf dem anderen aufbauen kann, Die Verlags-
buchhandlung hat zu diesem Zwecke ausnahmsweise einer Ausgabe des Bandes in
einzelnen Lieferungen zugestimmt.

1. Die Beziehungen der Mathematik 4, Die Mathematik im 164817, und
zur Kultur d. Gegenwart. V. A. Vo 8. 18. Jahrhundert., Von PStdackel.
2. Die Verbreitung math. Wissens u.
math.Auffassung, Von HLE.-Timer- 5 Die Mathematik der Neuzeit.
ding, (Nr,1 und 2 erschien als 2, Lfg.) Von N.N.
[VIu,161S.] Lex.-8, 1914. Geh, M. 6.—
3. Die Mathematik im Altertum und 6. Uber die mathematische Erkennt-

im Mittelalter. Von H.G. Zeunthen. nis. Von A, VoB. (Erschien als
(Erschien als 1. Lieferung.) [[Vu.955.] 3. Lieferung.) [VI u.111 S.] Lex.-8.
Lex.-8. 1912, Geh. M, 3— 1914. Geh. M. 5.—

Teil III, Abteilung III, Band 3.
fxstrenomie

Unter Redaktion von J. Hartmann-Géttingen

" [Unter der Presse.]

Inhalt: Anfinge der Astronomie, Zusammenhang mit der Religion: F. Boll. —
Chronologie und Kalenderwesen: F. K. Ginzel, — Zeitmessung: J. Hartmann, —
Astronomische Ortsbestimmung: L. Ambronn. — Erweiterung des Raumbegriffs:
A.v.Flotow. — Mechanische Thecrie des Planetensystems: J. v. Hepperger. —
Physische Erforschung des Planetensystems: K. Graff. — Die Physik der Sonne:
E.Pringsheim. — Die Physik der Fixsterne: F. W. Ristenpart. — Das Stern-
system: H. Kobold. — Beziehungend. Astronomie zu Kunstu. Technik: . Ambronn.
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Die naturwissenschaftlichen Kult/tirgebietc

Teil III, Abteilung III, Band 1:

Physik

Unter Redaktion von E. Warburg-Charlottenburg

Mit 106 Abbildungen.

[X u. 762 S.

Lex.-8. 1914,

Preis geh. M. 22.—, geb. M. 24.—, in Halbfranz geb. M. 26.—
Inhaltsiibersicht:

I. Mechanik.

Die Mechanik im Rahmen der allge-
meinen Physik. Von E. Wiechert.

2. Akustik.

Historische Entwicklung und kulturelle
Beziehungen. Von F. Auerbach.

3. Wirme.

Thermometrie, Von E, Warburg.

Ealorimetrie. Von L. Holborn,

Entwicklung der Thermodynamik, Von
F.Henning.

Mechanische u.thermische Eigenschaften
der Materie in den drei Aggregat-
zustéinden, Von L.Holborn.

Umwandlungspunkte. Erscheinungen bei
koexistierenden Phasen. Voo L.
Holborn,

Wirmeleitung. Von W, Jiger,

Wiirmestrahlung. Von H.Rubens.

Theorie der Wirmestrahlung, Von W.
Wien,

Experimentelle Atomistik, Von E.Dorn.

Theoret. Atomistik. Von A.Einstein.

4. Elektrizitdtslehre.

Geschichte der Elektrizitit bis zum Siege
der Faradayschen Anschauungen. Von
F.Richarz.

Die Eatdeckungen wvon Maxwell und
Hertz, Von E.Lecher.

Die Maxwellsche Theorie und die Elek-

_ tronentheorie. Von H.A.Lorentz,

Altere und neuere Theorien des Magne-
tismus, Von R.Gans.

Die Energie degradierender Vorginge
im elektromagnetischen Feld Von
E.Gumlich.

DiedrahtloseTelegraphie.Von F.Braun.

Schwingungen gekoppelter Systeme, Von
M. Wien.

Elektrisches
H.Starke.

Die Kathodenstrahlen, Von W.Kauf-
manim,

Die positiven Strahlen. Von E.Gehrcke
und O.Reichenheim,

Rontgenstrahlen. Von W.Kaufmann.

Entdeckungsgeschichte und Grundtat-
sachen der Radioaktivitit. Von J.
Elster und H, Geitel.

Radioaktive Strahlungen und Umwand-
lungen. Von St. Meyer und E,
v. Schweidler.

5. Lehre vom Licht.

Entwicklung der Wellenlehre des Lichts,
Von O, Wiener.

MNeuere Fortschritte der geometrischen
Optik. Von O.Lummer,

Spektralanalyse. Von F.Exner,

Struktur der Spektrallinien. Von E.
Gehrcke.

Magnetooptik. Von P.Zeeman,

6. Allgemeine Gesetze und
Gesichtspunkte.

Uber das Verhiiltnis der Prizisions-
messungen zu den allgemeinen Zielen
der Physik. Von E. Warburg.

Prinzip der Erhaltung der Energie und
die Vermehrung der Entropie. Von
F.Hasendhrl

Prinzip der kleinsten Wirkung., Von M.
Planck, "

Die Relativititstheorie,.VonA.Einstein.

Phinomenologische und atomistische Be-
trachtungsweise. Von W. Voigt.

Verhiltnis der Theorien zueinander. Von
M.Planck.

Leitungsvermégen. Von

s+« « Eine groe Anzahl ganz ausgezeichneter Darstellungen ist in diesem Bande

vereinigt, unter deren Urhebern sich die hervorragendsten Physiker Deutschlands,
Osterreichs und Hollands befinden. . . Alles in allem ist dieser Band der ‘Kultur
der Gegenwart’ der groBen Ziele wiirdig, die sich dieses Werk gesteckt hat. Da
der Inhalt ohne Zweitel kurz vor Beginn des Krieges vollendet worden ist, so kommt
ihm iiber die Absicht des urspriinglichen Planes hinaus eine historische Bedeutung
insofern gu, als er den Stand der Physik unmittelbar vor Ausbruch des Welt-
krieges darstellt.” (Literarisches Zentralblatt,)
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Die Kultur der Gegenwart

Teil 111, Abteilung 111, Band 2:
Chemte

Unter Redaktion von E.v. Meyer

Allgemeine Kristallographie und Mineralogie
Unter Redaktion von Fr. Rinne

Mit 53 Abbildungen. Lex.-8. 1913

Geh. M. 18.—, in Leinwand geb. M. 20.—, in Halbfranz geb. M. 22,.—

Inhaltsiibersicht: Entwicklung der Chemie von Robert Boyle bis Lavoisier
(1660—1703): E.v.Meyer. — Die Entwicklung der Chemie im 1g. Jahrhundert durch
Begriindung und Ausbau der Atomtheorie: E.v. Meyer. — Anorganische Chemie:
C.Engler und L. Wéhler. — Organische Chemie: O, Wallach, — Physikalische
Chemie: R. Luther und W, Nernst. — Photochemie: K. Luther. — Elektro-
chemie: M. Le Blanc, — Bezichungen der Chemie zur Physiologie: A.Kossel, —
Beziehungen der Chemie zum Ackerbau: +0. Keller und R. Immendorf. —
Wechselwirkungen zwischen der chem, Forschung und der chem. Techmik: O. Witt.
— Allgemeine Kristallographie und Mineralogie: Fr. Rinne.

»Was bei der Durchsicht des Bandes wohl zuniichst auffillt, sind die Namen der
Autoren, die die Redaktion fiir die Bearbeitung der einzelnen Kapitel des Gebietes
zu gewinnen gewubt hat: Namen von besserem Klange waren in Deutschland kaum zu
finden, BeisolchenVerfassern ist ein Hinweis darauof, daB alle Abschnitte ohne jede Aus-
nahme in jeder Hinsicht durchaus sachgemib sind, iberfliissig. Alle, die an der Chemie
und der allgemeinen Mineralogie und ihrem augenblicklichen Entwicklungszustande
Interesse haben, werden bei der Lektiire reichlichen Gewinn haben.®

(Die Naturwissenschaften.)

Teil III, Abteilung VII, Band 1:

Naturphilosophie

Unter Redaktion von C. Stumpf. Bearbeitet von E. Becher
[X u. 427 5.] Lex.-8. 1914
Geh. M. 14.—, in Leinwand geb. M. 16.—, in Halbfranz geb. M. 18.—

Inhalt: Einleitung. Aufgabe der Naturphilosophie. Naturerkenntnistheorie. Gesamt-
bild der Natur.

Die Naturphilosophie soll aus dem von den Naturwissenschaften erarbeiteten
Erkenntnismaterial ein einheitliches Gesamtbild der Natur schaffen. Bei dieser
umfassenden Vereinheitlichung dringen sich weitreichende Voraussetzungen des
MNaturerkennens auf, deren systematische Untersuchung die Aufgabe des ersten Teils
der Naturerkenntnistheorie bildet. Dies fiihrt zu dem Ergebnis, dal wir an der
Realitit und der Erkennbarkeit der AuBenwelt festhalten diirfen. Zunidchst wird
nun der Aufbau der Kiérperwelt bis zu den kleinsten Strukturelementen, den Elek-
tronen, betrachtet, dann die Frage, ob es vielleicht auBer der wahruehmbaren Materie
noch andere kiérperliche Realitiiten gibt, ob etwa die gegenwiirtig viel umstrittene
Atherannahme zu Recht besteht. Nachdem so das beharrende korperliche Sein
besprochen wurde, wendet sich die Untersuchung dem kirperlichen Geschehen zu,
Sie priift die kinetische WNaturauffassung, die Umgestaltung dieser Naturauffassung
vom mechanischen Naturbild zur Elektrokinetik. Die Lebewesen erfordérn eine
besondere Betrachtung. Diese bringt die wichtigen Fragen der Herkunft, Entwick-
lung und des Wesens des Lebens zur Sprache,
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Die naturwissenschaftlichen Kulturgebiete

Teil III, Abteilung IV, Band 1:

Allgemeine Biologicy
Redaktion: §C.Chun und W. Johannsen
Unter Mitwirkung von A. Glinthart

Mit 115 Abbild. [XI u. 691 S.] Lex.-8. 1914.
-Geheftet M. 21.—, gebunden M. 23.—, in Halbfranz gebunden M. 25.—

Inhaltstibersicht: Zur Geschichte der Biologie von Linné bis Darwin. Ven
E.Ridl.— Die Richtungen der biclogischen Forschung mit besonderer Berlicksich-
tigung der zoologischen Forschungsmethoden. Von A. Fischel. — Die Unter-
suchungsmethoden des Botanikers. Von O.Rosenberg., — Zur Geschichte und
Kritik des Begriffes der Homologie. Von H.Spemann., — Die ZweckmiBigkeit.
Von O.zur StraBen, — Die allgemeinen Kennzeichen der organisierten Substanz,
Von W, Ostwald, — Das Wesen des Lebens, Von W. Roux. — Lebenslauf,
Alter und Tod des Individuums. Von W.Schleip. — Protoplasma, Zellenbau,
Elementarstruktur, Mikroorganismen, Urzeugung. Von ¢+ B. LidforB. — Durch
Licht verursachte Bewegungen der Chromatophoren. Von G.Senn. — Mikro-
biclogie. Von M. Hartmann, — Entwicklungsmechanik tierischer Organismen.
Von E.Laquer. — Regeneration der Tiere. Von H, Przibram. — Regeneration
und Transplantation im Pflanzenreich. Von E. Baur, — Fortpflanzung im Tier-
reiche. Von E. Godlewski. — Fortpflanzung im Pflanzenreiche. Von P, Claufien,
— Periodizitit im Leben der Pflanze. Von W. Johannsen. — Gliederung der
Organismenwelt in Pflanze und Tier. Wechselbeziehungen zwischen Pflanze und
Tier. Von O.Porsch. — Hydrobioclogie (Skizze ihrer Methoden und Ergebnisse).
Von P,Boysen-Jensen, — Experimentelle Grundlagen der Deszendenzlehre,
Vererbung, Variabilitiit, Kreuzung, Mutation. Von W. Johannsen.

Der erste Band der Abteilung ,Organische Naturwissenschaften® gibt zunichst
eine historisch-methodologische Ubersicht und handelt dann ven den Grundfragen
der ,Allgemeinen Biologie®, von den charakteristischsten Eigenschaften der organi-
sierten Substanz, von dem Wesen des Lebens und dem Problem der Urzengung
(mit einem Ausblick auf die moderne Protozoenkunde und die Errungenschaften der
Bakteriologie und Serumforschung), dann folgen die Probleme der Fortpflanzung
und Vererbung. Die natiirliche Verwandtschaft und die Abstammungslehre werden
in ihren Grundlagen, und zwar sowohl formal (Organisationshiihe, Homologie) als
real-experimentell, behandelt. Den sozialen Erscheinungen im Tierreich sind drei
Artikel gewidmet und besonders eingehend wird namentlich das Grundproblem der
Biologie, die ZweckmibBigkeitslehre, dargestellt. Es wird stets besonderer Nachdruck
auf die experimentellen Methoden gelegt, aber es kommen sowohl mechanistische
wie vitalistische Anschauungen, lamarckistische wie darwinistische Auffassungen zu
Worte, So wird das Buch fiir alle Zeit ein wertvolles Dokument der gegen-
wirtig in der Biologie herrschenden Anschauungen bleiben.

»o0 reiht sich auch dieser mit rr5 Abbildungen illustrierte Band dank der ge-
meinverstindlichen Darstellung der fundamentalsten Probleme der Wissenschaft vom
Leben durch die jeweilig fiihrenden Fachleute wiirdig seinen Vorgingern im Rahmen
der ,Kultur der Gegenwart an und wird nicht verfehlen, diesem grandiosen Unternehmen
auch in weiten Kreisen Freunde zu gewinnen®, {(Prager med, Wochenschrift.)
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Die Kultur der Gegenwart

Teil ITI, Abteilung IV, Band 2:

Zellen- und Gewebelehre
Morphologie und
Entwicklungsgeschichte

Unter Redaktion von + E. Strasburger und O. Hertwig

1. Botanischer Teil. Unter Redaktion von +4E. Strasburger.
Mit 135 Abbildungen. [VIII u. 3385? Lex.-8. 1913. Geh. M. 10.—,
in Leinwand geb. M. 12.—, in Halbfranz geb. M. 14.—

2. Zoologischer Teil. Unter Redaktion von O. Hertwig. Mit
413 Abbildungen. [VIII u. 538 S.] Lex.-8. 1913. Geh. M. 16.—,
in Leinwand geb. M. 18.—, in Halbfranz geb. M. 20.—

Bearbeitet von: 4 E. Strasburger, W. Benecke, R. Hertwig,
H.Poll, O. Hertwig, K. Heider, F. Keibel, E. Gaupp.

»Die Namen der Forscher allein geben die Gewiihr erstklassiger Leistungen;
besonders erfreulich ist es aber, dal es ihnen gelungen ist, die Ergebnisse ihrer
Arbeitsgebiete allgemeinverstiindlich darzustellen, Gegeniiber den zwar glinzend
stilisierten, aber nicht immer auf dem Boden gesicherter wissenschaftlicher Tatsachen
stehenden Werke mancher berufsmiBigen Popularisateren, ist es ganz besonders zu
begriiBen, daB in diesem Werke hervorragende Forscher selbst zu Worte kommen
und sich an den weiten Leserkreis unserer Gebildeten wenden.” (Schles. Zeitung.)

Teil 111, Abteilung IV, Band 3:

Physiologie und Okologie

1. Botanischer Teil. Unter Redaktion von G. Haberlandt.
[Unter der Presse.]

Inhalt: Einleitung, Aufgaben u, Methoden der Pflanzenphysiologie: Fr.Czapek.
— Emihrung: die Erscheinungen des Stoffwechsels; Fr, Czape k., — Wachstum und
Emwicklung: H. v. Guttenberg. — Die Bewegungserscheinungen: H.v. Gutten-
berg. — Physiologie und Okologie der Fortpflanzung: E. Baur.

2. Zoologischer Teil. Unter Redaktion von N. N. [In Vorbereitung.]

Inhalt und Mitarbeiter noch unbestimmt,

In diesem Bande wird die Physiologie der Pflanze nicht nur im Sinne der Bio-
physik und Biochemie dargestellt, auch auf die ékologischen Verhiltnisse wird immer
wieder hingewiesen. Die Erscheinungen des Stoffwechsels hat Fr. Czapek unter
vergleichenden Ausblicken auf die Stoffwechselvorginge im tierischen Organismus
eingehend besprochen. — Im Abschnitte iiber Wachstum und Entwicklung kemmen
auch die wichtigsten Ergebnisse der Entwmklungsph}smlugie zur Darstellung, —
Der Abschnitt iiber die Bewegungserscheinungen von H, v.Guttenberg behandelt
besonders ausfiihrlich und iibersichtlich die Reizbewegungen, wobei auch die ana-
tomische und histologische Seite des Gegenstandes gebiihrend beriicksichtigt wird.
— Im Abschnitte iiber die Fortpflanzung endlich wird die groBe Fiille der hierher
gehorigen Erscheinungen von E, Baur unter steten Hinweisen auf die Ergebnisse
der modernen Vererbungslehre ausfilhrlicher besprochen, als dies in pflanzenphysio-
logischen Werken sonst der Fall zu sein pflegt.
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Teil ITI, Abteilung IV, Band 4:
Abstammungslehre
Systematik, Paldontologie
Biogeographie

Unter Red. von R. Hertwig-Miinchen u. R, v. Wettstein-Wien

Mit 112 Abbildungen. [X u. 612 S.] Lex.-8. 1913.
Geh. M. 20.—, in Leinwand geb. M. 22.—, in Halbfranz geb. M. 24.—

Inhalt: Die Abstammungslehre: R. Hertwig. — Prinzipien der Systematik
mit besonderer Beriicksichtigung des Systems der Tiere: L.Plate. — Das System
der Pflanzen: R.v. Wettstein. — Biogeographie: A, Brauer, — Pflanzengeo-

graphie: A, Engler. — Tiergeographie: A.Brauer. — Paldontologie und Palio-
zoologie: O. Abel. — Paliobotanik: W. J. Jongmans. — Phylogenie der Pflanzen!
R.v. Wettstein, — Phylogenie der Wirbellosen: K, Heider. — Phylogenie der
Wirbeltiere: J.E. V.Boas.

,Unter den Bearbeitern finden wir ausnahmslos klangvolle Namen, die in den
von ihnen bearbeiteten Fichern unbedingte Autorititen sind. Schon aus der ge-
dringten Inhaltsiibersicht 1iBt sich entnehmen, eine welche Fiille von Problemen
allgemeiner Art und einzelnen Forschungsergebnissen in dem vorliegenden Bande ver-
arbeitet ist, dessen Inhalt ausnahmslos F ragen behandelt, die gegenwiirtig im Mittel-
punkt biologischer Forschung stehen und das hichste allgemeine interesse nicht nur
verdienen, sondern bereits in weitesten Kreisen gefunden haben. Ein Werk, das alle
die Fragen in sachlich unanfechtbarer, darstellerisch vollendeter Art behandelt, darf
daher auf eingehendste Beachtung Anspruch erheben. (Hamburger Nachrichten.)

Teil III, Abteilung V:

Anthropologie

Unter Redaktion von G. Schwalbe. [Unter der Presse. ]

Inhalt: Einleitung, Begriff, Abgrenzung usw.: E. Fischer. — Technik und Me-
thoden: Th, Mollison.— Physische Anthropologie: E.Fisch er.— Die Abstammung
des Menschen u, die iltesten Menschenformen: G. Schwalbe. — Prihistor. Archiolo-
gie: M.Hoernes, — Ethnologie: F.Graebner.— Sozial- Anthropologie: A.Ploetz.

Die Anthropologie, die so viele Fiden mit anderen Wissensgebieten verbindet
im Sinne der K. d.G. darzustellen, war eine besonders dankenswerte Aufgabe. Bei
der Auswahl der Mitarbeiter wurde namentlich darauf geachtet, den naturwissen-
schaftlichen wie den geisteswissenschaftlichen Fundamenten in gleicher Weise gerecht
zu werden. — Einer kurzen Einleitung folgt eine Darstellung der Methodik. Es
wurde hier ausnahmsweise auch die eigentliche Forschungstechnik dargestellt, denn
diese bietet ein besonders lehrreiches Beispiel moderner naturwissenschaftlicher
Untersuchungsmethoden iiberhaupt, und sie ist untrennbar mit den prinzipiellen
Ergebnissen der anthropologischen Forschung verbunden. Einer Darstellung der
allgemeinen physischen Anthropologie folgt sodann eine Ubersicht iiber die physische
Anthropologie der einzelnen Rassen und ein Artikel iiber unser Wissen von Ab-
stammung des Menschen, Priihistorische Anthropologie und Vilkerkunde schlieBen
sich an, in welchen in steigendem MaBe die geistige Entwicklung des Menschen in
den Vordergrund tritt. Den Abschlub bildet eine Darstellung der modernsten anthro-
pologischen Disziplin, der Sozialanthropologie.
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