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DANS LEGUEL LES FOIX DE LEQUILIBRE
& du Mouvement des Corps font réduites au plus petic nombre pof-
vole , & démontrées d'une maniére nouvelle , & od l'on donne un
Principe genéral pour trouver le Mouvement de plufieurs Corps qui
agiflent les uns fur les autres, d’une maniére quelconque,
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A MONSEIGNEUR

1 ECOMTE DE MAUREPAS,

Miniftre & Sécrétaire d’Etat de la Marine,
Commandeur des Ordres du Roi.

MONSEIGNEUR,

Perfuadé qu'un homme de Lettres ne peur micux
vous faire [a cour que par fes travaux , je me fuis
propofé de contribuer a la perfeftion de la Méchanique |
en la réduifant a un petit nombre de Principes ﬁmp;’fs
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& féconds , & applanir entiérement les routes qui étoient
dfja frayées dans cette Science , de porter méme la
lumiére dans celles qui jufqw'a préfent ont été le moins
connues ;5 en un mot , d éclaircir & d'étendre tour a la
fois la pavtie la plus utile des Mathematiques. Si
Pexécution vépondoit @ mon projet , je me flatterois,
MONSEIGNEUR, que cet Ouvrage pourroit wétre
pas indigne de paroitre fous vos aufpices : mais quel
que doive étre le fucces de ce premier fruit de mon tra-
vail , j’e[pere que vous voudrez bien le regarder comme
- tine marque de mon zéle pour I avancement des Scien-
ces , & de Pintérit que fofe prendre a la gloire du
Miniftre qui les protege. Je [uis avec un profond
refpeél ,

MONSEIGNEUR,

Votre tres-humble & tres-obéiame
Serviteur PALEMBERT.
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A certitude des Mathematiques eft un avan-

tage que ces Sciences doivent principale-
ment a la fimplicite de leur objer. Il faut avouer
méme , que comme toutes les parties des Mathe-
matiques n'ont pas un objet egalement fimple,
aufli la certitude proprement dite , celle qui elt
fondée fur des Principes néceflairement vrais &
évidens par eux- memes , n’appartient ni égale-
ment , ni de la méme manicére a toutes ces parties.
Plufieurs d’entr’elles-, appuyees fur des Principes
Phyfiques, c'eft-a-dire {ur des verites d’Expérien-
ces, ou fur de fimples hypothefes , n’ont , pour
ainfi dire , qu'une certitude d’Expérience , ou mé-
me de pure fuppofition. Il n’y a, a parler exac-
tement , que celles qui traitent du calcul des gran-
deurs , & des propriérés générales de I'écendue,
ceft-a-dire I'Algebre, la écométric & la Mécha-

a
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nique, qu'on puifle regarder comme marquées au
fceau de I'évidence. Encore y a-vil dans la lumié-
re que ces Sciences préfentent a notre efprit , une
efpece de gradation , &, pour ainfi dire , de nuan-
ce a obferver. Plus 'objet qu'elles embraffent eft
érendu , & confideré d’'une maniére générale &
abftraite , plus aufli leurs Principes font exempts
de nuages & faciles a faifir. Ceeft par cette raifgz:n
que la Geometrie eft plus fimple que la Méchani-
que, & l'un & Tautre moins fimples que I'Alge-
bre. Ce Paradoxe ne paroitra point tel a ceux qui
ont etudi¢ ces Sciences en Philofophes : les no-
tions les plus abftraites, celles que le commun des
hommes regarde comme les plus inacceflibles, font
néanmoins celles qui [Purtent avec elles une plus
grande lumiere : Pobfcurite {emble semparer de
nos idées 3 mefure que nous les appliquons a des
objets particulicrs , & que nous examinons leurs
proprictes fenfibles 5 & {1 nous voulons pénétrer
plus avant dans la nature de ces objets , nous trou-
vons prefque toujouts, que leur exiftence, appuyée
fur le témoignage douteux de nos fens , eft ce

o y W .
(11.16 nous connoiflons lﬂ moins IlﬂPﬂffHIEEinﬂllt CIl

cux.
Il réfulee de ces réflexions , que pour traiter f{ui-
vant la meilleure Méthode poilible quelque par-
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tie des Mathematiques que ce foit (nous pourrons
méme dire quelque Science que ce puifie cere) il
eft neceflaire nonfeulement d’y introduire & d’y
appliquer autant quiil fe peut, des connoiflances
puifees dans des gcicnces plus abftraites , & par
confequent plus fimples, mais encore denvifager
de la maniére la plus abftraite & la plus fimple
quil fe puifle, l’oEjf:r particulier de cette Scien-
ce; de ne rien fuppofer , ne rien admertre dans
cet objet, que les prﬂpriétés]%ue la Science meé-
me quon traite y fuppofe. Deld réfultent deux
avantages: les Principes reqoivent toute la clarte
dont ils font fufceptibles : ils {e trouvent d'ailleurs
réduits au plus petit nombre puﬂib!c , & par ce
moyen ils ne peuvent manquer d’acquerir en me-
me tems plus d’étendue , puifque l'objet d'une
Science érant néceflairement déterminé , les prin-
cipes en font d’autant plus féconds , qu'ils font en
pl[;s petit nombre.

On a penfé depuis long-tems, & méme avec
fucces , a remplir dans les Mathematiques , une
partie du’ plan que nous venons de tracer : on a
appliqué heureufement , I'Algebre a la Geomé-
trie, la Geometrie a la Meéchanique , & chacune
de ces trois Sciences a toutes les autres, dont el-
les font la bafe & le fondement. Mais on n’a pas

a ij
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écé {1 attentif , ni a réduire les Principes de ces
Sciences au plus petit nombre , ni a leur donner
toute la clarté quon pouvoit defirer. La Méchani-
que furtout,, eft celle qu’il paroit qu'on a négligé
le plus a cet égard : aufli la pliipare de fes Princi-
pes, ou obfcurs par eux-mémes , ou énoncés &
démontres d’'une maniére ob{cure, ont-ils donné
licu a pluficurs queftions éPineufcs. En genéral ,
on a éte plus eceupé jufqu'a préfent 4 augmenter
Iedifice qu'a en éclairer I'entrée ; & on a penfe
principalement a I'¢lever , fans donner a fes fon-
demens toute la folidité convenable.

Je me fuis ropofé dans cet Ouvrage de fatis.--
Faite d'ce douEle objet , de reculer les limites de
la Mechanique , & d’en applanir l'abord ; & mon
but principal a éte de remplir en quelque forte
un de ces objets par lautre , c’eft-a-dire, non-
feulement de dédf:lirc les Principes de la Mécha-
nique des notions les plus claires, mais de les ap-
pliquer aufli & de nouveaux ufages; de faire voir
tout a la fois , & linutilite de pfuﬁeurs Principes
quon avoit employés jufquici dans la Méchani-
que , & l'avantage qu'on peut tirer de la combi-
naifon des autres pour le progres de cette Science ;
cn un mot ; d’¢tendre les Principes en les rédui-
fant, Telles ont ¢t¢ mes vies dans le Traité que je
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mets au jour. Pour faire connoitre au Lecteur les
moyens par lefquels jai tiche de les remplir, il
ne fera peut-étre pas inutile d’entrer ici dans un
examen raifonne de la Science que jai entrepris
de traiter.

Le Mouvement & fes proprictés-générales ,
font le premier & le principal objet de la Me-
chanique ; cette Science fuppofe lexiftence du
Mouvement , & nous la {fuppoferons aufli com-
me avouce & reconnue de tous les Phyficiens. A
I'égard de la nature du Mouvement , les Philofo-
phes font au contraire fort partagés la - deflus.
Rien neft I\EIUS naturel , je I'avoue , que de con-
cevoir le Mouvement comme ['application fuc-
ceflive du mobile aux différentes parties de lel-
pace indé¢hini , que nous imaginons comme le lieu
des Corps : mais cette idée fuppnfe un efpace dont
les parties foient pénétrables & immobiles 5 or
perfonne nignore que les Cartefiens ( Secte a la
vérité fort affoiblie aujourd’hui ) ne recennoiffent
point d’efpace diftingué des Corps , & qu'ils re-
gardent I'étendue & la matiere comme une me-
me chofe. Il faut convenir quen partant d'un pa-
reil Principe, le Mouvement feroit la chofe la
plus difhcile a concevoir, & qu'un Cartefien au-
roit peut-¢tre beaucoup plutdt faie d’en nier I'é-

a iij
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xiftence , que de chercher a en déhnir la nature.
Au refte , quelque abfurde que nous paroifle I'o-
pinion de ces Philofophes , & fjluelque peu de
clarte & de precifion qu'il y ait dans les Princi-
pes Métaphyliques fur lefquels ils s'efforcent de
Pappuyer , nous n’entreprendrons point de la ré-
- futer ici:nous nous contenterons de remarquer ,
que pour avoir une idée claire du Mouvement,
on ne peut fe di{penﬁ:r de diftinguer au moins
par I'efpric deux fortes d'¢étendue : 'une , qui foit
regardéc comme impenétrable , & qui conftitue
ce quon appelle proprement les Corps ; l'autre,

ui etant confidéree implement comme étendue,
?ans examiner {1 elle eft pénétrable ou non, foit
la mefure de la diftance d’'un Corps a un autre,
& dont les parties envifagées comme fixes & im-
mobiles, puiflent fervir a juger du repos ou du
Mouvement des Corps. Il nous fera donc toujours

ermis de concevoir un efpace indéfini comme
})c lieu des Corps, foit reel , foit fuppofé, & de re-
garder le Mouvement comme le tranfport du mo-
bile d’'un lieu dans un autre.

La confideration du Mouvement entre quel-
quefﬂis dans les recherches de Geomérrie pure ;
c’eft ainfi qu’on imagine fouvent les lignes, droi-
tes ou courbes , engendrées par le Mouvement
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continu d’un point , les furfaces par le Mou-
vement d’'une ligne , les folides enfin par celui
d’une furface. Mais il y a entre la Méchanique &
la Geométrie cette difference , nonfeulement que
dans celle-ci, la génération des Figures par le
Mouvement eft , pour ainfi dire , arbitraire , &
de pure ¢legance, mais encore que la Geometrie
ne confidere dans le Mouvement que I'efpace par-
couru , au lieu que dans la Mechanique on a égard
de plus au tems que le mobile employe a parcourir
cet efpace. |
On ne peut comparer enfemble deux chofes
d’'une nature différente, telles que I'efpace & le
tems : mais on peut comparer le rapport des par-
ties du tems avec celui des parties de I'efpace par-
couru. Le tems par fa nature coule uniformément,
& la Mechanique fuppofe cette uniformite. Du
refte , fans connoitre Te tems en lui-méme & {ans
en avoir de mefure précife, nous ne pouvons re-
orefenter plus clairement le rapport de fes parties,
ue par celui des portions d'une ligne droite inde¢-
gnie. Or l'analogie qu'il y a entre le rapport des
arties d’'une telle ligne , & celui des parties de
V’efpace parcouru par un Corps qui fe meut d’'une
maniére quelconque , peut toujours éwre exprimeée

par une Equation : on peut donc imaginer une
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Courbe , dont les abfcifles reprefentent les por-
tions du tems ¢coulé depuis le commencement du
Mouvement, les ordonnées correfpondantes deé-
fignant les elpaces parcourus durant ces portions
de tems : 'Equation de cette Courbe exprimera,
non le rapport des tems aux efpaces , mais, {1 on
peut parler ainfi , le rapport du rapport que les
parties de tems ont a leur unite, a celui que les
parties de I'efpace parcouru ont a la leur. Car I'E-
quation d’'une Courbe peut €tre confiderée , ou
comme exprimant le rapport des ordonnées aux
abfcifles , ou comme I'Equation entre le rapport
que les ordonnées ont a leur unité, & le rapport
que les abfcifles correfpondantes ont a la leur.

Il eft donc evident que par I'application feule
de la Geométrie & du calcul , on peut, fans le fe-
cours d’aucun autre Principe ,“trouver les proprié-
tes générales du Mouvement , varie {uivant une
loi quelconque. Mais comment arrive-t'il que le
Mouvement d’'un Corps fuive telle ou telle loi
particulicre 2 ceft fur quoi la Geometrie feule ne
peut rien nous apprendre , & c'eft aufli ce quon
peut regarder comme le premier Pr?bléme qui ap-
partienne immediatement a la Méchanique.

On voit d'abord fort clairement, qu'un Corps
ne peut fe donner le Mouvement a lui-méme. Il

ne
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ne peut donc étre tiré du ICpos ; que par 'action
de quelque caufe etrangére. Mais continue-til a
fe mouvoir de lui-méme , ou a-t’il befoin pour (e
mouvoir de I'action repetee de la caufe ? Quelque
parti qu'on put prendre la-deffus ; il fera roujours
inconteftable , que I'exiftence du Mouvement
érant une fois fuppofée fans aucune autre hypo-
thefe particulicre, la loi la plus fimple qu'un mo-
bile puifie obferver dans fon Mouvement , eft Ia
loi E’unifﬂrmité , & ceft par confequent celle
w'il doit fuivre , comme on le verra pius au long
Bans le premier Chapitre de ce Traité. Le Mou-
vement eft donc uniforme par fa nature : javoue
que les preuves qu'on a données julqu’a préfent de
ce Principe , ne font peut-etre pas fort convain-
cantes: on verra dans mon Quvrage les difhcul-
tes quion peut leur oppofer, & le chemin que jai
pris pour ¢viter de m'engager a les réfoudre. Il
me Il;mble que cette loi d’uniformité effentielle
au Mouvement confidéré en lui-méme , fournic
une des meilleures raifons fur lefquelles la mefu-
re du tems par le Mouvement uniforme puifie ctre
appuyée. Aufli yai cru devoir entrer la-deflus dans
quelque détail , quoique au fond cetre difcuflion
puifle paroitre étrangere a la Méchanique.
La force dinertie , c'eft -a - dire, la propriceé
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qu'ont les Corps de perfeverer dans leur érat de
repos ou de Mouvement;, étant une fois érablie,
il eft clair que le Mouvement , qui a befoin d’une
caufe pour commencer au moins a exifter , ne
fauroit non plus €tre acceléré ou retardé que par
une caufe étrangére. Or quelles font les caufes ca-
pables de produire ou de changer le Mouvement
dans les Corps? Nous n’en connoiffons jufqu’a pré-
fent que de deux fortes : les unes fe manifeftent
a nous en méme-tems que l'effer quelles produi-
{ent , ou plurér dont elles font I'occafion : ce font
celles qui ont leur fource dans l'adtion fenfible
& mutuelle des Corps , refultante de leur impené-
trabilice : elles fe réc?uifenr a 'impulfion & a quel-
ques autres actions dérivées de celle-l1a : toutes les
autres caufes ne fe font conn~itre que par leur
effer, & nous en ignorons entiérement la nature:
telle eft la caufe qui fait tomber les Corps pefans
vers le centre decﬁa Terre , celle qui retient les
Planetes dans leurs Orbites , &c.

Nous verrons bientét comment on peut déter-
miner les effets de 'impulfion, & des caufes qui
peuvent s’y rapporter : pour hous en tenir ici a
celles de la feconde efpece, il eft clair que lor(-
quil eft queftion des effets produits par de telles
caufes , ces effets doivent toujours étre donnés in-
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dépendamment de la connoiflance de la caufe,
puifqu'il ne peuvent en €tre déduits : ceft ainfi
que fans connoitre la canfe de la pefanteur , nous
apprenons par I'Expérience que les efpaces decrits
par un Corps qui tombe , font entreux conme
les quarrés des tems. En général , dans les Mou-
vemens variés dont les caufes font inconnues , il
elt ¢vident que I'effer produit par la caufe , foic
dans un tems fini , {oit dans un inftant , doiz tou-
jours étre donné par Equation entre les tems &
les efpaces : cet effet une fois connu, & le Prin-
cipe de la force d'inertie fuppofe , on n’a plus
befoin que de la Geomérrie {eule & du calcul ,
pour découvrir les propriétés de ces fortes de Mou-
vemens. Pourquoi donc aurions - nous recours a
ce Principe dont sput le monde fait ufage aujour-
d'hui , que la force accélératrice ou retardatrice
eft proporcionnelle a 'Elément de la vitefle ; prin-
cipe appuyé {ur cet unique axiéme vague & ob-
fcur, que I'eftet elt proportionnel a fa caufe. Nous
n’examinerons point {1 ce Principe eft de verité
néceflaire ; nous avouerons feulement que les preu-
ves quon en a données julqu'ici, ne nous paroif-
fent pas fort convaincantes : nous ne l'adoprerons
pas non plus , avec quelques Geomeétres , comme
de verit¢ purement contingente, ¢e qui ruineroit

b ij
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la certitude de la Méchanique, & la réduiroit 4
n'céere plus quune Science expérimentale : nous
nous contenterons d’obferver , que vrai ou dou-
teux , clair ou obfcur , il eft inutile a la Méchani-
que , & que par confequent il doit en étre banni.
Nous n'avons fait mention jufqu'a préfent, que
du changement produit dans la vitefle du mobile
par les caufes capables d’altérer fon Mouvement:
& nous n'avons point encore cherché ce qui doit
arriver , {1 la caufe mortrice tend 3 mouvoir le
Cor/ps dans une direction différente de celle qu'il
a déja. Tout ce que nous apprend dans ce cas le
Principe de la force d'inertie , c’eft que le mo-
bile ne peut tendre qu'a décrire une ligne droi-
te, & a la décrire uniformément : mais cela ne
fait connoitre ni {2 vitefle ni fa direGtion. On eft
donc obligé d’avoir recours a un fecond Princi-
pe, ceft celui quon appelle la compofition des
Mouvemens, & par lequel on détermine le Mou-
vement unique d’'un Corps qui tend a fe mouvoir
fuivant différentes directions a la fois avec des
vitelles données. On trouvera dans cet Quvra-
ae une démonftration nouvelle de ce Principe,
dans laquelle je me fuis })mpofé, & d’éviter tou-
tes les S‘iPﬁcultés auxquelles font fujettes les dé-
monlftrations qu'on en donne communément, &
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en méme-tems de ne pas déduire d’'un grand nom-
bre de propofitions compliques , un Principe qui
é¢rant 'un des premiers de la Mechanique , doic
néceflairement étre appuyé fur des preuves fim-
ples & faciles. ' '

Comme le Mouvement d’'un Corps qui chan-

¢ de direction , peut €tre regarde comme com-
pofé du Mouvement qu’il avoit d’abord & d'un
nouveau Mouvement quil a requ, de meme le
Mouvement que le Corps avoit d’abord peut ctre
regardé comme compofe du nouveau Mouvement
quil a pris , & d'un autre qu'il a perdu. Dela il
senfuit que les loix du Mouvement ch;mgé par
quelques obftacles que ce puifle etre , dependent
uniqufment des loix du Mouvement détruit par
ces memes obftacles. Car il eft evident qu'il {ufhe
de décompofer le Mouvement qu'avoit le Corps
avant la rencontre de 'obftacle , en deux autres
Mouvemens, tels , que 'obftacle ne nuife point
a I'un, & quil anéantifle Pautre. Par-1a , on peut
nonfeulement démontrer les loix du Mouvement
changé par des obftacles infurmontables , les feu~
les qu'on ait trouvées jufqu’a préfent par cetre Mé-
thode ; on peut encore déterminer dans quf:l cas
le Mouvement eft détruic par ces memes obfta-
cles. A I'égard des loix du Mouvement changé

b iij
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par des obftacles qui ne font pas infurmontables
en eux-memes, il eft clair par la méme raifon,
quen général il ne faut pour déterminer ces loix,
qu'avoir bien conftac¢ celles de I'equilibre.

Or quelle doit étre la loi géncrale de I'equi-
libre des Corps ! Tous les Geomeétres conviennent,
que deux Corps dont les diretions font oppo-
fees, fe font equilibre quand leurs maffes font en
raifon inverfe des vitefles avec lefqueiles ils ten-
dent a fe mouvoir ; mais il n’eft peut-crre pas fa-
cile de démontrer cette loi en toute rigueur , &
d’unc maniére qui ne renferme aucune ob{curi-
t¢; aufli la plaparc des Geométres ont-ils mieux
aimé la traiter d’axiome , que de sappliquer i la
prouver. Cependant, {i 'on y fait attention , on
verra qu’il n'y a quun feul cas ou l'¢quilibre fe
manifefte d’'une maniére claire & diftin&e;c’eft
celui ou les mafles des deux Corps font égales,
& leurs vitefles égnlcs & oppofecs. Le feul parti
quon puifle prendre , ce me femble , pour dé-
montrer I'équilibre dans les autres cas, eft de les
réduire , sl fe peut, a ce premier cas fimple &
évident par lui-méme. Ceft aufli ce que jai tiche
de faire ; le Lecteur jugera fi j'y ai réufl.

Le Principe de I'¢quilibre joint a ceux de la
force d'inertie & du Mouvement compofé¢ , nous
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conduit donc a la folution de tous les Problémes
ou l'on confidére le Mouvement d’'un Corps, en
tant qu'il peut étre altéré par un obftacle impéné-
trable & mobile, celt-a-dire en général par un
autre Corps a qui il doit néceflairement commu-
niquer du Mouvement pour conferver au moins
une partic du fien. De ces Principes combinés,
on peut donc aifement déduire les loix du Mou-
vement des Corps qui fe choquent d’'une manie-
re quelconque , ou qui fe tirent par le moyen de
?uquuﬂ Corps interpufé entreux , & auquc:l ils
ont attachés : loix aufli certaines & de verité aufli
néceflaire,, que celles du Mouvement des Corps
aleéré par des obftacles infurmontables , puifque
les unes & les autres fe determinent par Fes meé-
mes Mécthodes.

Si les Principes de la force d’inertie, du Mou-
vement compn%, & de l'éc]luiiibre , font eflentiel-
lement différens I'un de lautre , comme on ne
peut s'empécher d’en convenir 3 & {i d’'un autre
cote, ces trois Principes fuffifent a la Méchanique,
c'eft avoir réduit cette Science au plus petit nom-
bre de Principes poflible , que d’avoir établi fur
ces trois Principes toutes les loix du Mouvement
des Corps dans des circonftances quelconques ,
comme jai taché de le faire dans ce Traité.



XV] PREFAEGE

A T'égard des démonftrations de ces Principes
en eux-memes , le plan que jai fuivi pour leur
donner toute la clarté & la fimplicité dont elles
m’ont paru {ulcepribles , a éré de les deduire tou-
jours de la confidération feule du Mouvement,
envifage de la maniére la plus fimple & la plus
claire. Tout ce que nous voyons bien diftincte-
ment dans le Mouvement d’un Corps, c’eft quiil
parcourt un Eertain efpace , & quil employe un
cerrain tems a le parcourir. Cleft donc de cette
feule idée qu'on doir tirer rous les Principes de la
Mechanique , quand on veut les démontrer d'une
maniére nette & Précife; ainft on ne fera point
furpris qu'en confequence de cette reflexion , jai,
pour ainfi dire , dérourné la viie de deflus les cau-
fes motrices , pour n'envifager uniquement que le
Mouvement qu'elles produifent ; que jaie entic-
rement profcrit les forces inhérentes au Corps en
Mouvement, ¢tres obfcurs & Meraphyfiques, qui
ne font capables que de répandre les tenebres CILur
une Science claire par elle-méme.

Celt par cetre raifon que yai cru ne devoir point
entrer dans I'examen de la fameufe queftion des
forces vives. Cette queltion qui depuis vingt ans
partage les Geomeétres, confifte a favoir, {i la for-
ce des Corps en Mouvement eft proportionnelle

au
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au produit de la mafle par la vitefle, ou au pro-
duir de la mafle par le quarré de la vitefle : par
exemple, i un Corps double d'un autre , & qui
a trois fois gutant de vitelle , a dix-huirt fois autant
de force ou {ix fois autant feulement. Malgré les
difputes que cette queftion a caufees , linutilicé
parfaite dont elle eft pour la Méchanique , m'a en-
gagé a'n’en faire aucune mention dans I'Ouvra-
ge que je donne aujourd’hui : je ne crois pas néan-
moins devoir pafler enticrement fous {ilence une
opinion , dont Leibnitz a cru pouvoir fe faire hon-
neur comme une découverte ; que le grand Ber-
noulli a depuis {1 favamment & {1 heureufement
approfondie * ; que Mac-Laurin a fait tous fes ef-
fores pour renverfer; & a Iaqudlc enfin les écrits
d'une Dame illuftre par fon efprit & par fon fa-
voir ont contribu¢ a intérefler le Public. Ainfi
fans fatiguer le Lecteur par le detail de tour ce
qui a éré dit {ur cette queltion , il ne fera }er.s hors
de propos d’expofer ici tres-fuccinctement les Prin-
cipes qui Eeuv ent fervir a la réfoudre.

QQuand on parle de la force des Corps en Mou-

* Vnycz le Difcours fur les loix de la communication du Mouve-
ment , qui a mérité PEloge de I'’Académie en l'annce 1726, oul le
P. AMaztere remporta le prix.

[
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vement,ou 'on n’attache point d’idee nette au mot
qu’m} prononce , ou I'on ne peut entendre par-la
en geénéral, que la propricre qu'ont les Corps qui
fe meuvent, de vaincre les obftacles qu'ils ren-
contrent, ou de leur réfifter. Ce n'eft donc ni par
I'efpace quun Corps parcourt uniformément, ni
par le tems qu'il employe a le parcourir, ni en-
fin par la confidération fimple , unique & abftrai-
te de fa mafle & de fa vitelle qu'on doit eftimer
immeédiatement la force , celt uniquement par les
obftacles quun Corps rencontre , & par la réfif-
tance que lui font ces obftacles. Plus l'obftacle
quun Corps peut vaincre, ou auquel il peut re-
{ifter, eft confidérable, plus on peut dire que fa
force eft grande , pourvii que fans vouloir 1*651'&-
fenter par ce mot un prétendu cere qui réfide dans
le CﬂrEs , on ne s'en ferve que comme d’une ma-
niére abregée d’exprimer un fait, a Feu pres com-
me on dit , quun Corps a deux fois autant de
viteffle quun autre 5 au lieu de dire qu'il parcourt
en tems egal deux fois autant d’efpace,, fans préten-
dre pour cela que ce mot de wireffe reprefente un
cere inhérent au Corps.

Ceci bien entendu, il eft clair qu’on peur op-
pofer au Mouvement d’un Corps trois fortes d’ol-l;-
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ftacles ; ou des obftacles invincibles qui ancantif-
{ent rout-a-fait fon Mouvement , quel qu’il puifle
etre ; ou des obftacles qui nayent precifément
que la réfiftance néceflaire pour anéantir le Mou-
vement du Corps , & qui l'anéantiflent dans un
inftant , c’eft le cas de I'equilibre ; ou enfin des
obitacles qui aneantiflent le Mouvement peu a
peu, celt le cas du Mouvement retardé. Com-
me les obftacles infurmontables anéantiflent éga-
lement toutes fortes de Mouvemens , ils ne peu-
vent fervir a faire connoitre la force : ce n'eft
donc que dans I'équilibre , ou dans le Mouve-
ment retarde qu'on doit en chercher la mefure.
Or tout le monde convient qu’il y a equilibre en-
tre deux Corps, quand les produits de leurs maf-
fes par leurs vitefles virtuelles, ceft-a-dire par
les vitefles avec lefquelles ils tendent a fe mou-
voir , font égaux de part & d'autre. Donc dans
Iequilibre le produit de la mafle par la vitefle,
ou , ce qui eft Ja meme chofe, la quantité de Mou.
vement , peut rePréfcnter la force. Tout le mon-
de convient aufli que dans le Mouvement retar-
de , le nombre des obftacles vaincus eft comme
le quarré de la vitefle, enforte quun Corps qui
a ferm¢ un reflore, par exemple , avec une cer-
¢ ij
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taine vitefle , pourra avec une vitefle double fer-
mer , ou tout a la fois, ou {ucceflivement , non
pas deux , mais quatre reflorts femblables au pre-
mier , neuf avec une vitefle triple , & ainfi du
refte. D’ou les partifans des forces vives concluent
que la force des Corps qui fe meuvent actuelle-
ment, eft en genéral comme le produit de la maf-
{e par le quarré de la vitefle. Au fond, quel in-
convenient pourroit-il y avoir, a ce que la me-
fure des forces fir differente dans I'équilibre &
dans le Mouvement retarde , puifque, {1 on veut
ne raifonner que d’apres des idees claires , on doit
n'entendre par le mot de force , que leffet pro-
duit en {furmontant l'obftacle ou en lui refiftant?
Il faur avouer cependant, que I'opinion de ceux
qui regardent la force comme le produit de la
mafle par la vitefle , peut avoir lieu nonfeule-
ment dans le cas de I'equilibre , mais aufli dans
celui du Mouvement retardé, {1 dans ce dernier
cas on mefure la force, non par la quantite abfo-
lue des obftacles , mais par la fomme des refiftan-
ces de ces mémes obftacles. Car on ne {auroit dou-
ter que cette fomme de réfiftances , ne foit propor-
tionnelle a la quantité de Mouvement, puifque,
de l'aveu de tout le monde, la quantité de Mou-



R B F 46 E XX]

vement que le Corps perd a chaque inftant, eit
proportionnelle au produit de la réfiftance par la
durce infiniment petite de linftant , & que la
fomme de ces produits, eft évidemment la réfif-
tance totale. Toute la difhculté fe réduit donc a
favoir {1 on doit mefurer la force par la quantité
abfolue des obftacles , ou par la fomme de leurs
réfiftances. Il me paroitroit plus naturel de me-
furer la force de cette derniére maniére ; car un
obftacle n’eft tel qu'en tant qu'il réfifte , & ceft,
a proprement parler, la fomme des réfiftances qui
eft 'obftacle vaincu : d’ailleurs, en eftimant ainfi
la force, on a l'avantage d’avoir pour I'équilibre
& pour le Mouvement retardé une mefure com-
mune : néanmoins comme nous n'avons d’idée
precife & diftinéte du mot de force, qu'en reftrai-
gnant ce terme a exprimer un effet, je crois quon
doit laiffer chacun le maitre de fe décider com-
me il voudra la-deflus ; & toute la queftion ne
peut plus confifter , que dans une difcuflion Me-
taphyfique tres - futile , ou dans une difpute de
mots plus indigne encore d’occuper des Philofo-
phes. Aufli n’auroit-elle pas fans doute enfanté
tant de volumes, {1 on fe fut attaché a diftinguer
ce quelle rentermoit de clair & d'obfcur. En s’y
C iij
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prenant ainfi , on n'auroit eu befoin que de quel-
ques lignes pour décider la queftion : feroit-ce la
ce que la plﬁpart de ceux qui ont traite cette ma-
tiére , auroient voulu éviter?

Apres avoir donn¢ au Lecteur une idee gene-
rale de l'objer que je me fuis propofe dans cer
Quvrage , il ne me refte plus quun mot a dire
fur la forme que j’ai cru devoir lui donner. Jai
tache dans ma premicre Partie de merttre, le plus
quil m’a éte poflible , les Principes de la Me-
chanique a la portce des commencans; je n'ai pu
me difpenfer d’employer le calcul diftérentiel dans
la Theorie des Mouvemens variés; c’eft la naru-
re du fujet qui m'y a contraint. Au refte, jai faic
enforte de renfermer dans cette premiére Partie
un aflez grand nombre de chofes dans un fort
petit efpace, & {1 je ne fuis point entré dans tout
le dérail que la mariere pourroit comporter, c’eft
quuniquement attentif a I'expofition & au déve-
loppement des Principes eflentiels de la Mécha-
nique , & ayant pour but de reduire cet Ouvra-
ac a ce qu’il peut contenir de nouveau en ce gen-
re, je mai pas crit devoir le groflir d’'une infinieé
de propofitions particulicres que 'on trouvera ai-
{ement ailleurs.
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La feconde Partie , dans laquelle je me fuis pro-
pnfc de traiter des lmx du Mouvement des Corps
entr’eux , faic la portion la plus ccsnhda,hble de
louvrwe : C’eft la raifon qui m’a engage a don-
ner a ce Lwle le nom de Traité de Dynamique.
Ce nom, qui {ignifie proprement la Science des
puiflances ou caufes 1‘1‘101:['1(.‘69 pourroit paroitre
d’abord ne pas convenir a cet Ouvragc, dans le-
quel jenvifage plutée la Mcchamq{ue comme la
Science des cﬂ:..ts, que comme celle des caules:
neanmoins comme le mot de Dynamique elt fort
ufice aujourd’hui parmi les Savans, pour fignifier
la Science du Mouvement des C{}rpa, qui agiffent
les uns {ur les autres d’une maniere quelcc-ﬂql.
jai cru devoir le conferver , pour annoncer aux
Geometres par le titre méme tﬁe ce Traité , que je
m’y propofe principalement pour but de Pcrf\.c-
tionner & d'augmenter cette pqrtle de la Meécha-
nique. Cr.::-mmc clle n’eit pas moins curicufe quel-
le eft difhcile, & que les Probl:.mcs qui s’y rap-
portent compofent une clafle trés- érendue , les
plus orands Geométres s’y font appllquts articu-
Iielemenr dcpm: uelqufs années : mais 11P n'oint
réfolus ]ufqll a prec}tnt quun trés-petit nombre de
Problémes de ce genre , & feulement dans des
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~cas particuliers : la plipart des folutions qu'ils nous
ont données font outre cela appuyées fur des Prin-
cipes Ique;pa?rfonne n'a encore démontrés d’}lne
maniére génerale ; tels, par exemple , que celui de
la confervation des forces vives. .Pl’ai donc cru de-
voir m’étendre principalement fur ce [ujet, & fai-
re voir comment on peut réfoudre toutes les quel-
tions de Dynamique par une meme Méthode fore
fimple & fort directe , & qui ne confifte que dans
la combinaifon dont jai parle plus haut, des Prin-
cipes de I'Equilibre & du Mouvement compofe.
J'en montre l'ufage dans un petit nombre de Pro-
blemes choifls , dont quelques-uns font déja con-
nus , d’autres {ont entierement nouveaux , d’autres
enfin ont éte mal réfolus meéme par de tres-grands
Geométres.

L’¢legance dans la folution d’un Probléme,
confiftant furtour 4 n’y employer que des Princi-
pes direCts & en tres - petit nombre, on ne fera
point furpris que I'uniformité qui regne dans rou-
tes mes {olutions, & que jai eu principalement
en vie, les rende quelquefois un peu plus lon-
oues , que {1 jelesavois déduites de Principes moins
direGts. La démontftration que jaurois eté obligé
de faire de ces Principes , ne pouvoit d’ailleurs

CILI (&
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que m’écarter de la briévete que jaurois cherché
a me procurer par leur moyen ; & la portion la
plus confidérable de mon Livre , n’auroit plus été
qu'un amas informe de Problémes peu digne de
voir le jour, malgré la variéte que jai taché d'y
repandre , & les difhcultés qui font parciculieres a
chacun d’eux.

Au refte , comme cette {econde Partie eft del-
tinée principalement a ceux, qui de¢ja inftruics du
calcul differentiel & incégral , fe feront rendus fa-
miliers les Principes établis dans la premicre, ou
feront déja exercés a la folution des Problémes
connus & ordinaires de la Méchanique ; je dois
avertir que pour ¢viter les circonlocutions, je me
{uis fouvent fervi du terme obfcur de force, &
de quelques autres qu'on employe communément
quand on traite du Mouvement des Cm'ps s mais
je n’'ai jamais pretendu attacher a ces termes d’au-
tres idées que celles qui réfultent des Principes
que j'ai établis , foit dans cette Préface , foit dans
la premiére Partie de ce Traite.

Enfin, du méme Principe qui me conduit a la
folution de tous les Problémes de Dynamique,
je deduis aufli plufieurs proprictés du centre de
gravité , dont les unes {ont entiérement nouvel-

d
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les, les autres n'ont été prouvées julqua prefent
que d’'une maniére vague & obfcure , & je termi-
ne I'Ouvrage par une démonftration du Princi-
pe appelle communément , la confervation des for-
ces vives.

Si ce premier eflai eft regh favorablement du
Public , il ne tardera pas a €tre fuivi d’'un autre
Ouvrage , dans lequel ce qui concerne e Mou-
vement & I'equilibre des Fluides fera traite fui-
vant laméme Méthode , & par les mémes Princi-

pes.
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TRAITE
DYNAMIQUE

Dcﬁﬂﬁéﬁm ¢ Notions préliminaires.
I.

8 I deux portions d'étendiie femblables &
i égales entr’elles font impénétrables, c’eft-

PR BT eyt
A 3 ﬁ%i a-dire, {i elles ne peuvent &étre imaginées

:L unies & confondties 'une avec lautre, de
| manicre qu'elles ne faffent qu'une méme
- portion d’étendiie moindre que la fomme
des deux, chacune de ces portions d’étendiie fera ce qu'on
appelle un Corps. L’impenétrabilité eft la propriéeé princi-
pale par laquelle nous diftinguons les Corps des parties
de Pefpace indéfini , oli nous imaginons qu’ils font placés.

Le J/iew d’'un Corps eft la partie de P'efpace qu’il occu-
pe, ceft-a-dire la partic de Pefpace avec laquelle I'éten-
diie du Corps eft coincidente.

e

A
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Un Corps eft en repos quand il refte dans un méme
lieu ; il eft en mouvement quand il paffe d’un lieu dans un
autre , ¢ eft-a-dire , quand il occupe fucceflivement & fans
interruption des parties de I'efpace immédiatement conti-
gues les unes aux autres.

3 1L
Comme un Corps ne peut occuper plufieurs licux a la
fois , il ne peut arriver d’'un lieu a un autre dans le méme

inftant : le mouvement ne peut donc fe faire que durant un
certain tems.

V.

P’efpace parcouru par un Corps qui fe meut eft divifi-
ble a l'infini;le tems eft donc aufli divifible a I'infini.
On concoit de plus, que fi un Corps fe meut en ligne
droite , fans fubir & chaque inftant d’autre changement
que le changement de place , il ne peut manquer de par-
courir des efpaces égaux en tems égaux. Dans ce cas, on
dit que le Corps fe meut uniformément. Si les efpaces par-
courus en tems €gaux font croiffans ou décroiffans , le
mouvement eft dit accéléré ou rerardé.

5,
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PREMIERE PARTIE.

Loix gﬁ'}w’?‘dlﬁj dumouvement 7 del equilibre
des Corps.

1. N peut réduire tous les Principes de la Méca-

nique 2 trois, la force d’inertie, le mouvement
compof¢, & I'équilibre. Au moins y'efpere faire voir par
ce Traité, que toute cette fcience peut étre déduite de
ces trois Principes. Je traiterai de chacun d’eux en par-
ticulier dans chacun des Chapitres fuivans.

CHAPITRE PREMIEK,

De la force d'inertie, ¢ des proprictés du mouvement
qui en réfultent.

2. J'ApreLLe avec M. Newton force d'inertie , la pro-
priété quont les Corps de refter dans I'érat ou ils
font : or un Corps eft néceflairement dans 'état de repos
ou dans celui de mouvement; ce qui fournit les deux Loix
fuivantes. .
s

3. Un Corps en repos y perfiftera, a moins qu'une cau-
fe ¢érrangere ne P'en tire. Car un Corps ne peut fe dérer-
miner de lui-méme au mouvement.

A ij
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COROLLAIRE. 3
4. Dela il S’enfuit , que fiun Corps regoit du mouyement
par quelque caufe que ce puiffe étre, il ne pourra de lui-
méme accélérer ni retarder ce mouvement,
s. On appelle en général puiffance ou caufe motrice ,,
tout ce qui oblige un Corps a fe mouvoir.

: ) S 0

6. Un Corps mis une fois en mouvement par une caufe
quelconque, doit y perfifter toujours uniformément & en
ligne droite , tant qu’une nouvelle caufe , différente de
celle qui 'a mis en mouvement, n'agira pas fur lui , c’eft-
a-dire , qua moins qu'une caufe étrangere & différente
de la caufe motrice , n'agiffe fur ce Corps, il fe mouvra
perpétucliement en ligne droite , & parcourrera en tems
égaux des efpaces égaux.

Car, ou l'aftion Indivifible & inftantanée de la caufe
motrice au commencement du Mouvement, fuffit pour
faire parcourir au Corps un certain efpace, ou le Corps a
befoin pour fe mouvoir de I'a&tion continuée de la caufe
motrice.

Dans le premier cas , il eft vifible que I'efpace parcouru
ne peut &re quune ligne droite décrite uniformément
par le Corps mu. Car {(#yp.) paflé le premier inftant,
Iattion de la caufe motrice n’exifte plus, & le Mouve-
ment néanmoins fubfifte encore: il fera donc néceffaire-
ment uniforme , puifque (Arr. 4) un Corps ne peut ac-
célérer ni retarder fon Mouvement de lui-méme. De
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plus, il n'y a pas de raifon pour que le Corps s'écarte
a droite plutét qu'a gauche. Donc dans ce premier cas,
ou 'on fuppofe qu’il foit capable de fe mouvoir de lui-
méme pendant un certain tems , indépendamment de la
caufe motrice , ilfe mouvra de lui-méme pendant ce tems
uniformément & en ligne droite.

Or un Corps qui peut fe mouvoir de lui-méme uni-
formément & en ligne droite pendant un certain tems,
doit continuer perpétuellement a fe mouvoir de la méme
mani€re, fi rien ne 'en empéche. Car fuppofons le Corps
partant de A4, (Fig. 1*) & capable de parcourir de lui-
méme uniformément la ligne A4 B ; foient pris fur la ligne
AB deux points quelconques C, D, entre A4 & B. Le
Corps érant en D eft précifément dans le méme érat
que lorfquil eft en C, fi ce n'eft qu'il fe trouve dans un
autre lieu. Donc il doit arriver a ce Corps la méme chofe
que quand il eft en C. Or étant en C il peut (2yp. ) fe
mouvoir de lui-méme uniformément jufqu’en B. Donc
érant en D il pourra fe mouvoir de lui-méme uniformé-
ment jufqu'au point G ,tel que DG = CB, & ainfi-de
{uite.

Donc fi I'a&tion premiére & inftantanée de la caufe
motrice eft capable de mouvoir le Corps, il {fera mi uni-
formément &'en ligne droite , tant qu'une nouvelle caufe
ne Pen empéchera pas.

Dans le fecond cas , puifqu'on fuppofle quaucune cau-
fe étrangere & différente de la caufe motrice n’agit fur le
Corps, rien ne détermine donc la caufe motrice a aug-

A i
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menter ni & diminuer ; d’ot il s’enfuit que fon a&tion conti-
nuée fera uniforme & conftante , & qu’ainfi pendant le tems
qu’elle agira , le Corps fe mouvra en ligne droite & uni-
formément. Or la méme raifon qui a fait agir la caufe mo-
trice conftamment & uniformément pendant un certain
tems , {ubfiftant toujours tant que rien ne s’oppofe a fon ac-
tion, il eft clair que cette altion doit demeurer conti-
nuellement la méme, & produire conftamment le méme
effet. Donc &c.

Donc en général un Corps mis en mouvement par
quelque caufe que ce foit, y petfiftera toujours uniformé-
ment & en ligne droite, tant qu'aucune caufe nouvelle
n’agira pas fur lui.

La ligne droite qu'un Corps décrit ou tend a décrire,
eft nommée fa direction.

REMARQU E.

7. Je me fuis un peu étendu fur la preuve de cetre
feconde Loi, parce qu'il y a eu & qu'il y a méme encore
quelques Philofophes qui prérendent que le mouvement
d’un Corps doit de lui-méme fe ralentir peu a peu, com-
me il femble que I'Expérience le prouve. Il faut convenir,
au refte , que toutes les preuves qu'on a données jufquici
de la confervation du mouvement, n'ont point le degré
d’évidence néceflaire pour convaincre lefprit ; elles font
prefque toutes fondées, ou fur une force qu'on imagine
dans la matiére , par laquelle elle réfifte a tout change-
ment d’érat, ou fur 'indifférence de la matiére au mou-
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vement comme au repos. Le premier de ces deux Prin-
cipes , outre qu'il fuppofe dans la matiére un Etre dont
on n’a point d'idée nette , ne peut fuffire pour prouver
la Loi dont il eft queftion. Car un Corps qui fe.meut mé-
me uniformément, fe trouve a chaque inflant dans un
nouvel état, a parler exaétement; il ne fait , pour ainfi
dire , continuellement que commencer a fe mouvoir, &
on pourroit croire qu’il tendroit fans cefle A retomber
dans le repos, {i la méme caufe qui I'en a-tiré d’abord,
ne continuoit en quelque forte a I'en tirer toujours.

A I'égard de l'indifférence de la matiére au Mouvement
ou au repos , tout ce que ce Principe préfente , ce me fem-
ble, de bien diftinét a Pefprit, c’eft qu'il n’eft pas effentiel
a la matiére de fe mouvoir toujours , ni d’étre toujours
en repos; mais il ne s’enfuir pas de cetre Loi, quun Corps
en Mouvement ne puifle tendre continuellement au re-
pos y non que le repos lui foit plus effentiel que le mou-
vement , mais parce qu’il pourroit fembler quil ne fau-
droit autre chofe a un Corps pour &tre en repos, que
d’étre un Corps, & que pour le Mouvement il auroit be-
foin de quelque chofe de plus, & qui devroit étre , pour
ainfi dire , continuellement créé en lui.

La démonftration que y’ai donnée de la confervation
du Mouvement, a cela de particulier, qu'elle a lieu éga-
lement , foit que la caufe motrice doive toujours étre ap-
pliquée au Corps , ou non. Ce n’eft pas que je croye 'ac-
tion continuée de cette caufe, néceflaire pour mouvoir
le Corps; car fi 'altion inftantanée ne fuffifoit pas, quel
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feroit alors Peffet de cette aétion ? & fi 'a&ion inftantanée.,
n‘avoit point d’effet, comment I'ation continuée en au-
roit-t’elle # Mais comme on doit employer a la folution
d’une queflion le moins de Principes qu’il eft poflible,
jai cru devoir me borner 2 démontrer que la continua-
tion du Mouvement a lieu également dans les deux hy-
pothefes ; il eft vrai que notre démontftration fuppofe I'¢-
xiftence du Mouvement , & a plus forte raifon fa poffibili-
té ; mais nier que le Mouvement exifte , c’eft fe refufer
a un fait que perfonne ne révoque en doute.

Du Mowvement uniforme.

8. Nous venens de voir qu'un Corps fe meut unifor-
mément & en ligne droite, quand aucune caufe étrangere
n’agit fur lui. D’ol il S’enfuit que ce méme Corps peut en-
core {e mouvoir uniformément , lor{que deux caufes étran-
geres agiffent en méme-tems & dégalement, I'une pour
accélérer, Pautre pour retarder fon Mouvement, ( c'eft
ainfi, pour le dire en paffant, que les Corps qui tombent
parviennent a fe mouvoir uniformément, lorfque la ré-
{itance du Fluide ou ils fe meuvent tend a dimintier leur
mouvement , autant que leur pefanteur tend a 'augmen-
ter ). Dans tout autre cas, le Mouvement eft néceflaire-
ment accéléré ou retardé.

9. Si deux parties quelconques 4B, AC (Fig. 2)
d’une ligne indéfinie 4O repréfentent deux portions du
tems €coulé depuis le commencement du Mouvement,

& les lignes BD, CE, les efpaces parcourus durant ces
tems
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tems par un Corps dont le Mouvement eft uniforme , les
points D, E, feront a une ligne droite 4D E.

Car, pquu un Corps qui fe meut uniformément pat-
court des efpaces égaux en tems égaux, les points D, E,
doivent &étre a une ligne telle, que {i on prend 4B, BC
égales entr’elles & quelconques, on ait toujours BD =FE,
Or cette propriéeé n'appartient qu’a la ligne droite. Donc
&ec.

COROLLAIRE,

10. BD . CE :: AB. AC. Ceft-a-dire , que dans le

Mouvement uniforme, les efpaces font entr’eux comme
les tems employés a les parcourir.

REMARQUE fur la mefure du rems.

11. Comme le rapport des parties du tems nous eft
inconnu en lui-méme, Punique moyen que nous puiffions
employer pour découvrir ce rapport, c’eft d’en chercher
quelquautre plus fenfible & mieux connu, auquel nous
puiflions le comparer ; on aura donc trouvé la mefure du
tems la plus fimple, {i on vient a bout de coniparer de
la maniére la plus fimple qu’il foit poflible, le rapport
des parties du tems , avec celui de tous les rapports , que
Pon connoit le micux. Dela il réfulte que le Mouvement
“uniforme eft la mefure du tems la plus fimple. Car d’un
coré , le rapport des parties d’une ligne droite eft celui

que nous faififfons le plus facilement; & de lautre , il
B
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n’y a point de rapports plus aifés a comparer entr’eux,
que des rapports égaux. Or dans le Mouvement unifor-
me , le rapport des parties du tems eft égal a celui des
parties correfpondantes de la ligne parcourue. Le Mou-
vement uniforme nous donne donc tout a la fois le moyen,
& de comparer le rapport des parties du tems au rapport
qui nous eft le plus fenfible , & de faire cette comparai-
fon de la maniére la plus fimple ; nous trouvons donc dans
le Mouvement uniforme , la mefure la plus fimple du
tems.

Je dis, outre cela, que la mefure du tems par le Mou-
vement uniforme, eft, indépendamment de fa fimplicité,
celle dont il eft le plus naturel de penfer a fe fervir. En
effer, comme il n’y a point de rapport que nous connoif-
fions plus exaétement que celui des parties de I'efpace,
& qu'en général un Mouvement quelconque dont la loi
feroit donnée , nous conduiroit a découvrir le rapport
des parties du tems, par 'analogie connue de ce rapport
avec celui des parties de P’efpace parcouru; il eft clair
quun tel Mouvement feroit la mefure du tems la plus
exatte , & par conféquent celle qu'on devroit mettre en
ufage préférablement a toute autre. Donc, §’il y a quel-
que efpece particuliére de Mouvement , o Panalogie en-
tre le rapport des parties du tems & celui des parties
de l'efpace parcouru , foit connue indépendamment de
toute hypothefe, & par la nature du Mouvement méme ,
& que cette efpece particuliére de Mouvement foit la
feule a qui cette propriéé appartienne , elle fera néceffai-



DE DY:VAJHIQUE. 11

rement la mefure du tems la plus naturelle. Or il n'y a
que le Mouvement uniforme qui réuniffe les deux condi-
tions dont nous venons de parler. Car ( arr. 6) le Mou-
vement d’un Corps eft uniforme par lui-méme : il ne de-
vient accéléré ou retardé qu'en vertu d'une caufe étran-
gere , & alors il eft fufceptible d'une infinité de loix diffé-
rentes de variation. La loi d'uniformité , c’eft-a-dire I'é-
galité entre le rapport des tems & celui des efpaces par-
courus , eft donc une propriéeé du Mouvement confideré
en lui-méme. Le Mouvement uniforme n'en eft par-la
que plus analogue a la durée , & par conféquent plus pro-
pre a en érre la mefure, puifque les parties de la durde fe
fuccedent aufli conftamment & uniformément. Au con-
traire, toute loi d’accélération ou de diminution dans le
Mouvement , eft arbitraire, pour ainfi dire, & dépendan-
te de circonftances extérieures. Le Mouvement non uni-
forme ne peut étre par conféquent la mefure naturelle
du tems ; car en premier lieu, il n’y auroit pas de raifon
pourquoi une efpece parriculiére de Mouvement non
uniforme , fut la mefure premiére du tems plutor qu’une
autre : en fecond lieu, on ne pourroit mefurer le tems
par un Mouvement non uniforme, fans avoir découvert
auparavant par quelque moyen particulier I'analogie entre
le rapport des tems & celui des efpaces parcourus, qui
conviendroit au Mouvement propofé. D’ailleurs, com-
ment connoitre cette analogie autrement que par I'Ex-
périence , & I'Expérience ne fuppoferoit-elle pas qu'on

etr déja une mefure du tems fixe & certaine ?
B i
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Mais le moyen de s’affurer , dira-t'on, qu'un Mouve-
ment foit parfaitement uniforme ? je réponds d’abord, qu’il
n'y a non plus aucun Mouvement non uniforme dont nous
fachions exattement la Foi , & qu'ainfi cette difficuleé
prouve feulement que nous ne pouvons connoitre exac-
tement & en toute rigueur le rapport des parties du tems;
mais il ne s'enfuit pas dela , que le Mouvement uniforme
n’en foit par fa nature feule , la premiére & la plus fimple
mefure. Aufli ne pouvant avoir de mefure du tems précife
& rigoureufe, c'eft dans les Mouvemens a peu prés uni-
formes, que nous en cherchons la mefure au moins ap-
prochée. Nous avons deux moyens de juger qu'un Mou-
vement eft a peu pres uniforme ; ou quand nous favons
que Deffer de la caufe accélératrice ou retardatrice ne
peut étre quiinfenfible ; ou quand nous le comparons a
d’autres Mouvemens , & que nous obfervons la méme
Loi dans les uns & les autres. Ainfi, fi plufieurs Corps
{fe meuvent, de maniére que les efpaces qu'ils parcourent
durant un méme tems foient toujours entr’eux , ou exac-
tement, ou a peu prés dans le méme rapport, on juge que
le Mouvement de ces Corps eft ou exatement, ou au
moins a tr¢s-peu pres uniforme.

12. Un Corps qui fe meut uniformément eft dit fe
mouvoir d’autant plus vite , que 'efpace BD quiil par-
court dans un méme tems A B, eft plus grand ; deforte
que {i BD, Bd font les efpaces parcourus uniformément
par deux Corps dans le méme tems A4 B, on dit que les
viteffes de ces deux Corps font entr’elles comme BD a Bd.
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COROLLAIRE,

13.BDefta Bd:: 22, 22::32 22 donc en général

"4B AB 4B’ 4C
les viteffes de deux Corps font entr’elles comme les ef-
paces BD, CE qu’ils parcourent dans des tems quelcon-
. e g
ques , ces f:*fpaces érant divifés par les tems employés a
les parcourir.
La vitefle d'un Corps mii uniformément, eft donc en
général comme l'efpace divifé par le tems.

Du Mouvement acceleré ou retardé.

'14. Siles lignes BD, CE, (Fig. 3 & 4.) repréfentant
les efpaces parcourus pendant les tems 4B, AC, ne
font pas a une ligne droite, mais a une Courbe ZDE,
alors le Mouvement n’eft plus uniforme, mais il eft accé-
1éré ou retardé, felon que la Courbe 4 D E eft convexe
ou concave vers A4 (C , & cette variation continuelle ne
peut provenir que de quelque caufe étrangére qui agit
fans cefle , pour accélérer ou retarder le Mouvement,

La vitefle du Corps mii change alors a chaque inf-
tant, & ne peut avoir, comme dans le Mouvement uni-
forme , une quantité conftante pour mefure. On concoit
feulement que fon expreflion pour un inftant donné,
doit étre la méme qu'elle feroit, fi dans cet inftant le
Mouvement cefloit d’étre accéléré ou retardé. Suppo-
fons donc qu’a l'inftant méme ou le Corps finit de par-

courir la ligne B D, il vienne a fe mouvoir uniformément
B 1i;
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avec la vitefle qu’il a en D ; il eft clair, en tirant la
Tangente D V, que PN feroit Pefpace qu'il parcoureroit
dans le tems BC au lieu de PE, Dans ce cas (arr. 13)

PN . . .
— exprimeroit fa vitefle ; or le rapport de PN a DP,

cft Ie méme que celui de PElément de AB a ’Elément
de BD, parce que DV eft tangente. Donc i on nom-
me en général ¢ le tems , e I'efpace correfpondant par-
couru par le Corps, # la vitefle a la fin du tems z, on

i e

dalra H=:’f-f.

Si on prolonge la Tangente D N jufqu’a ce qu’elle
rencontre 4 B en F; il eft clair que B F exprimera le tems
que le Corps employeroit & ‘parcourir uniformément BD
avec la viteffe qu’il a au point D. Donc fi par le point
A on tire Ad paralléle a FD ; Bd fera Pefpace que ce
méme Corps parcoureroit uniformément avec cette mé-
me vitefle dans le tems A4 B.

On voit par-la (Fig. 3) que fi A DE par exemple eft
une parabole, c'eft-a-dire, fi les efpaces BD, CE font
entr'eux comme les quarrés des tems, on aura 4 B=2BF;
& B =="9BD.

Coror L

15. Lesefpaces NE, ne,fontles efpaces que le Corps
parcourt pendant les tems BC, B¢, de plus ou de moins
que les efpaces P IV, p» qu'il efit parcouru uniformément
avec la vitefle qu’il @ en D. Or fi on fuppofe les tems
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BC, Bc, infiniment petits , les lignes VE, Ne , font
entr’elles comme le quarré de BC au quarré de Be. Car
Parc DE a caufe de fa petitefle infinie,, peut étre regardé
comme un arc de cercle; or foit D NV (Fig. 5 ) la portion
infiniment petite de la Tangente d'un arc de cercle, &
par le point V, & un autre point # quelconque de cette
partie , foient tirées a volonté les paralléles VO, ngq,
on aura par la propriété du cercle VE x NO = DN,
nex nqg =Dn";& a caufe que les lignes ng , VO doi-
vent €tre regardées comme égales, on aura NVE.ne::
DN®.Dun". Or (Fig. 3 & 4) DN,Dn:: BC.Bec, &
par conféquent en général NE .ne:: BC*. B¢,

Corot 1L

16. Il eft clair que les efpaces VE,ne, feroient ceux
que la canfe acceleratrice feroit parcourir au Corps, dans
les inftans BC, Bc,{i au commencement de ces inftans
il n'avoir aucune viteffe. Donc les efpaces parcourus par
un Corps en vertu d'une puiffance accélératrice quel-
conque, font au commencement du Mouvement comme
les quarrés des tems.

Cozot,. 1711,

17. Si on fuppofe BC = dr & conftant , & qu'on
regarde la Courbe 4 DD E comme un polygone d’une in-
finité¢'de cotés , qui prolongés deviennent fes Tangentes ,
VE fera la différence feconde de P'efpace parcouru B D,
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& en général on peut fuppofer que Equation différentio-
différenticlle de la Courbe ADE eft pdt* =+ dde
¢ exprimant une fonction quelconque de ¢ & de 7, ou
méme de ces grandeurs & de leurs différences;; le figne -
étant pour le cas oi le Mouvement eft accéléré, c’eft-
a-dire , ou la Courbe 4 D E eft convexe vers 4C, & le
figne — pour le cas oli le Mouvement eft retardé, c’eft-
a-dire , ou la Courbe A4 D E eft concave vers A C.

CorbDE IV
18. Puifque (art. 14) u= g{, on aura a caufe de dt

conftant , dde = dudt ; donc 'Equation précedente
¢dt® == dde fe changera en celle-ci ¢dt = =+ du,
ougde ==+ udu,

Remargpve I
Sur les forces accélératrices.

19. Le Mouvement uniforme d’un Corps ne peut étre
alteré que par quelque caufe érrangére. Or de toutes les
caufes , foit occafionnelles , foit immédiates, qui influent
dans le Mouvement des Corps, il n’y a tout au plus que
I'impulfion feule dont nous foyons en érat de déterminer
I'effet par la feule connoiffance de la caufe, comme on le
verra dans la feconde partie de cet Ouvrage. Toutes les
autres caufes nous font entiérement inconnues ; elles ne
peuvent par conféquent fe manifefter a nous, que par I'ef-
fer qu'elles produifent en accélérant ou retardant le Mou-

vement
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vement du Corps , & nous ne pouvons les diftinguer les
unes des autres que par la Loi & la grandeur connue
de leurs effets , c’eft-a-dire, par la Loi & la quantité de la
variation qu’elles produifent dans le Mouvement. Donc,
lorfque la caufe eft inconnue , ce qui eft le feul cas dont
il foit queftion ici, 'Equation de la Courbe 4D E doit
étre donnée immédiatement , ou en termes finis , ou en
quantités différentielles. L’Equation eft donnée ordinai-
rement en différences , lorfque le Mouvement eft accé-
Iéré ou retardé¢ fuivant une loi arbitraire & de pure hy-
pothefe. Elle eft au contraire donnée ordinairement en
termes finis , quand la Loi du rapport des efpaces aux
tems eft découverte par 'Expérience. Ainfi fuppofons que
la puiflance qui accélére , foit telle que le Corps recoive
continuellement dans des inftans égaux des degrés égaux
de viteffe ; alors d¢ étant conftant, d# le fera aufli, &
par conféquent ¢ fera une quantité conftante. L’Equa-
tion odt = du fera en ce cas donnée immédiatement
par hypothefe. Suppofons ; au contraire, que dans un cas
particulier on découyre par PExpérience que les efpaces
finis parcourus depuis le commencement du Mouvement
font comme les quarrés des tems employés a les parcourir,

PEquation de la Coutbe ADE feta e=" , d’ox l'on tite

det d 5 s
dde = 1% & du = 3’-;5. On voit par-l?:t que dans cette

fuppofition les accroiffemens de vitefle a chaque inftant
font égaux, & les Equations différentielles pdr*=-dde
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edt ="+ du, fe tirent de "Equation donnée de la Cour-
be ADE en termes finis,

Il eft donc évident que quand la caufe eft inconnue,
YEquation ¢dt = —+ du eft toujours donnée.

La pltipare des Geoméires préfentent fous un autre
point :fe vie 'Equation ¢dr = du entre les tems & les
vitefles. Ce qui n’eft, {elon nous, qu’une hypothefe, eft
érigée par eux en Principe. Comme l'accroiffement de
la viteffe eft P'effer de la caufe accélératrice , & qu'un
cfiet, felon eux , doit étre toujours proportionnel a fa cau-
fe , ces Geométres ne regardent pas feulement lg quantité
o comme la fimple expreflion du rapport de dua di ; ceft
de plus , felon eux, Pexpreflion de la force accélératrice,
a laquelle ils prétendent que du doit étre proportionnel ,
dt érant conftant ; deld ils tirent cet axidme général , que
le produit de la force accélératrice par PElément du tems
cft égal a I'Elément de la viteffe. M. Daniel Bernoulli
( Mém, de Peterfb. vo. 1.) prétend que ce Principe eft feule-
ment de verité contingente , attendu qu’ignorant la nature
de la caufe & la maniére dont elle agit, nous ne pouvons
favoir fi fon effet lui eft réellement proportionnel, ou s’il
n’eft pas comme quelque puiffance ou quelque fonttion
de cette méme caufe. M. Euler, au contraire , seft ef-
forcé de prouver fort au long dans fa Mécanique , que
ce Principe eft de verité néceflaire. Pour nous, fans vou-
loir difcuter ici fi ce Principe eft de veriré néceflaire ou
contingente , nous nous contenterons de le prendre pour
une définition , & d'entendre feulement par le mor de
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force accélératrice, Ia quantité 3 laquelle Paccroiffement
de la viteffe eft proportionnel. Ainfi au lieu de dire que
Paccroiffement de vitefle a chaque inftant eft conftant ,
ou que cet accroiffement eft comme le quareé de la dif-
tance du Corps a un point fixe , ou &c. nous dirons fim-
plement pour abreger & pour nous conformer d7ailleurs
au langage ordinaire , que la force accélératrice eft conf-
tante , ou quelle eft comme le quarré de la diftance;
ou &c. & en général , nous ne prendrons jamais le rap-
port de deux forces que pour celui de leurs effets , fans
examiner {i effet eft réellement comme fa caufe , ou
comme une fonftion de cette caufe : examen enticre-
ment inutile, puifque I'effet eft toujours donné indépen-
damment de la caufe, ou par expérience, ou par hypo-
thefe,

Ainfi nous entendrons en général par la force motrice
le produit de la mafle qui fe meut par 'Elément de fa
vitefle , ou ce qui eft la méme chofe par le petit efpace
gu'elle parcourroit dans un inftant donné en vertu de la
caufe qui accélére ou retarde fon Mouvement ; par force
accélératrice , nous entendrons fimplement I'Elément de
la vitefle. Apres de pareilles définitions , il eft aif€ de voir
que tous les problémes quon peut propofer fur le Mou-
vement des Corps mis en ligne droite , & anime€s par
des forces qui tendent vers un centre , ou exergant les
uns fur les autres une Attraltion mutuelle fuivant une Loi
quelconque , font des problémes qui appartiennent pour
le moins autanr 3 la Geomérrie qu'a la Mécanique, &

C ij
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dans lefquels la difficulté n’eft que de calcul , pourvii que
le mobile foit regardé comme un point.

On imagineroit peut-étre que 'Equation pdr ==+ du
regardée, non comme hypothefe , mais comme Principe,
{eroit au moins néceflaire pour calculer les effets dont les
caufes font connues , comme 'impulfion, furtout quand
cette impulfion confifte en de petits coups réitérés. Jef-
pere qu'on verra dans la feconde Partie de cet Ouvrage,
que non-feulement ce Principe y eft inutile , mais que
Fapplicaticn en eft infuffifante & pourroit méme &tre fau-
tivo.

Remarguve I

Sur la comparaifin des forces accélérarrices entr’elles.

20. Si dans un Cercle quelconque P9 D (Fig. 5)on
tire les cordeségales & infiniment petites PD, DE,
& qu’on prolonge PD en O, enforte que DO = PD;
qu’enfin on mene par les points O, E la ligne 00, &
par le point D la Tangente D MV qui rencontre 0 0 en NV,
on aura par la propriété du Cercle DN*=NExNQ;
OD x OP ou 2D0* = OE x 09.* Donc a caufe
que les lignes DN & DO, NQ & 0 Q doivent étre

¥ Lorfque les lignes PD , DE, DO font égales, on peut démontrer ri~
goursulement que O E = : N E, Car le Triangle DOE eft ifocele , I'Angle
O D E a pour mefure la moitie de 'Arc PDE , & I'Angle N D E la moitié
de 'Arc DE. Dol il s'enfuit que D NV divife 'Angle O D E en deux éga~
lement, & qu'ainfii caufe de DO =DE, onaOE = : NE. :

Mais la démonftration que nous avons donnée s'étend encore au cas o
PD, DE, DO ne feroient pas exadtement égales, & ou leur différence
feroit infiniment petite par rapport a elles,
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regardées comme égales, on aura OE = 2 NVE.

Donc fi on confidére PElément D E d'une Courbe
quelconque A4 D E comme un petit Arc de cercle, ce
qu'on peut {uppofer fans erreur ; il s’enfuit que la dif-
férence feconde VE de lefpace parcouru , eft double
de I'efpace réel que la puiffance accélératrice feroit par-
courir au Corps dans Pinftant BC, quoiqu’elle paroiffe
lui étre égale dans la Courbe confiderée comme Poly-
gone , parce que la Tangente D V n’eft alors que le pro-
longement du petit coté de la Courbe.

Nous avons vii ci-deflus (a2, 13) que quand les ef-
paces parcourus font comme les tems correfpondans, un
Corps qui parcourt un efpace E dans le tems T, par-
courroit uniformément dans le méme tems U'efpace 2 E
avec la vitefle qu’il a a Pextrémité de Pefpace E. D’oir
il s’enfuit que dans la Courbe polygone, NV E confiderée
comme leffer de la puiffance accélératrice ou retarda-
trice , doit étre regardée comme parcouriie d'un Mou-
vement uniforme avec la vitefle infiniment petite que le
Corps a acquis a la fin de l'inftant BC. En effet, dansla
Courbe Polygone, les lignes NE, ne ne font plus en-
tr'elles comme les quarrés des tems, mais comme les
tems fimples. On voit par-la de quelle maniére on peut
céduire a2 un Mouvement uniforme Veffet inftantané
de la puiffance qui accélére ou qui retarde le Mouve-
ment.

Il faut ; au refte, bien prendre garde a cette diftinétion
des Courbes polygones & des Courbes rigoureufes, dans

C ijj
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Feftimation des effets des forces accélératrices & dans
la comparaifon de ces effets entr’eux. Siun des effets eft
calculé dans Phypothefe de la Courbe rigoureufe , il faut
calculer 'autre dans la méme hypothefe ; autrement on
courroit rifque de faire le rapport des forces , ceft-a-
dire de leurs effets , double de ce quil eft réellement.
Voyex PHifl, de I Acad. de 1722,

C HA@ TR B
Du Mowvement compofc.

A
THEOREME.

21. QO I deux puiffances quelconques agiffent a la fois fur
un Corps ou point A (Fig. 6) pour le mouvoir , Pune
de A en B uniformément pendant un certain tems , Pautre
de A en C aniformement pendant le méme tems , & qu'on
acheve le parallélogramme ABCD ; je dis que le Corps A
parcourra la Diagonale AD uniformément , dans le méme
tems quw'il eut parcowre AB ou AC.
Soit Ag la ligne inconnue parcourue par le Corps A5
il eft certain (arr. 6) que cette ligne fera une ligne drois
te , & que le Corps A4 la parcourra uniformément. Il
n’cft pas moins évident qu elie fera dans le plan des lignes
AB, AC, puifquil n’y a pas de raifon pourquoi elle
s'¢ccarte de ce plan plutér d’un c6té que de l'autre. De
plus, fi lorfque le Corps eft arrivé d on point quelcons
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que g de cette ligne, on fuppofoit que deux puiffances
vinflent a agir fur lui, dont I'une tendit & le mouvoir {ui-
vant gc paralléle a A C avec la méme vitefle qu’il a en 4
fuivant 4C, & en fens contraire , & l'autre tendit a lui
faire parcourir la ligne go égale & paralléle 3 4B, &
en fens contraire , dans le méme tems qu’il auroit par-
couru 4B , il eft clair que le Corps refteroit en repos
au point g, Car fa viteffe & fa direftion au point g cft
précifément la méme, que s’il €roit animé en ce point
par deux puiffances €gales & paralléles aux puiffances
fuivant AB & AC, & par conféquent égales & contrai-
res aux puiflances fuivant go, ge.

Cela pofé, imaginons que le Corps A4 qui décrit la
ligne Ag, foit fur un plan CL A{ H qui puifle gliffer li-
brement entre les deux couliffes KL, T M4 paralléles a AC.
Qu'on faffe mouvoir ce plan entre les deux couliffes, de
maniére que tous fes points g décrivent des lignes ge
égales & paralléles & 4C, dans le méme tems que le
Corps A eut décrit la ligne 4C, & qu'en méme tems
les deux couliffes fe meuvent en emportant le plan pa-
rallélement a 4 B, & en fens contraire,, avec une vitefle
égale a celle que le Corps 4 auroit en fuivant 4B ; il
eft évident que rous les points g du plan décriront uni-
formément des lignes g a, égales & paralléles a la Diago-
nale 4 D du parallélogramme BC. 11 eft de plus évident
que le point g, tiré continuellement en cet état par qua-
tre puiflances contraires & €gales deux a deux , doit refter
en repos dans I'efpace abfolu. Dol il s’enfuit,, que quand
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il eft arrivé a un point g du plan , ce point g doit fe trouver
a la place que le Corps occupoit quand il a commencé
de fe mouvoir. Ce qui ne fauroit étre , & moins que la
ligne Ag ne tombe fur la Diagonale 4 D. De plus, fi
on prend ge=AC, go= AB, on verraque le point g
doit tomber fur le point D, parce que ga = AD , &
que le point a doit tomber fur le point 4. Done &e.
Ce 0. F. D,
REMarRpUE

22. La démonfiration qu'on apporte d’ordinaire du
Theoréme précedent, confifte a imaginer que le point
A fe meuve uniformément fur une regle A4 B avec la vi-
tefle qu’il a recu fuivant 4B , & quen méme tems la
ligne ou regle A B fe meuve fuivant A4 C avec la vitefle
que le Corps A a recu fuivant 4C. On prouve trés-bien
dans cette fuppofition , que le point mobile A décrit la
Diagonale A4 D. En général la plapart des démonftra-
tions communes de cetre propofition font fondées fur ce
quon regarde les deux puiffances fuivant 4B & AC,
comme agiffant fur le Corps A pendant rout le tems de
fon Mouvement, ce qui neft pas précifément I'érar de
la queftion. Car I'hypothefe eft, que le Corps A tend a
fe mouvoir au premier inftant fuivant 4B & AC a la
fois , & Pon demande la direftion & la viteffe qu'il doit
avoir en vertu du concours d'altion des deux puiffan-
ces. Des quiil a pris une diretion moyenne 4D , les
deux tendances fuivant 4B & AC n’exiftent plus j il

n’y
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n’y a plus de réel que fa tendance fuivant 4 D.

J’ai donc cru devoir prévenir cette difficuleé , &
faire voir que le chemin du Corps A eft le mcme, foit
que les deux puiffances n’agiflent fur lui que dans le pre-
mier inftant, foit quelles agiffent continuellement toutes
deux a la fois fur le Corps. C’eft A quoi je crois Etre par-
venu dans la démonftration que jy’ai donnée ci-deflus.

CoroLrLAaIRE 1.

23. Siun Corps parcourt ou tend a parcourir une ligne
droite 4 C(Fig. 7) avec une vitefle quelconque, & qu'on
prenne un point B partout ou 'on voudra fur cette ligne
A C prolongée ou non, la vitefle 4 C pourra étre regardée
comme compofée de la vitefle 4B & dé la vitefle BC.
Car AC peut étre regardée comme-la Diagonale d'un
parallélogramme, dont 4B, BC font les co6tés. Donc &ec.

REMARYQ U E

24. Quelques Le&teurs pourront étre furpris de ce que
je tire la démonftration d’'une propofition fi fimple en ap-~
patence , d’'un cas général beaucoup plus compofé ; mais
on ne peut , ce me femble , démontrer autrement la pro-
pofition dont il s’agit ici , qu’en regardant comme un
axiome inconteftable , que effet de deux caufes conjoin-
tes eft égal a la fomme de leurs effets pris {éparément,
ou que deux caufes agiffent conjointement comme elles
agiroient {éparément ; principe qui ne me paroir pas aflez
¢vident , ni affez fimple , qui tient dailleurs de trop pres
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a la queftion des forces vives, & au Principe des forces
accéiératrices dont nous avons parlé ci-deflus arr. 19.
C’eft la raifon qui m’a obligé a éviter d'en faire ufage,
ayant d-ailleurs pour but dans ce Traité de réduire la Mé-
canique au plus petit nombre de Principes poflible, &
de tirer tous ces Principes de la feule idée du Mouve-
ment, c’eft-a-dire , de Pefpace parcouru & du tems em-
ployé a le parcourir, fans y faire entrer en aucune fagon
les puiffances & les caufes motrices.

Coror. IL
2. Siun Corps eft pouflé fuivant 4B & AC (Fig. 8)

par deux puiffances accélératrices quelconques , fa di-
reftion fera la Diagonale d'un parallélogramme fait fur
des cotés AB, AC, proportionnels aux forces accélé-
ratrices fuivant AB & AC, & fa force accélératrice fui-
vant A D fera a chacune des deux fuivant #B & AC,
comme AD eft a AB& AC. Carfoient 456 & Ac les
efpaces que le Corps A efit parcouru dans le commence-
ment de fon Mouvement en vertu de chacune des puiffan-
ces,on aura (art. 19.) Ab.Ac:: AB. AC. donc les
lignes bd , c¢d, paralléles a AC , AB concourront au
point d de la Diagonale # D. De méme fi 48, Ax,
font les efpaces parcourus en tems ¢gaux en vertu de ces
mémes puiflances, on aura A4 . A48 ::le quarré du tems
par 44 ou par Ac¢ au quarré du tems par 4@ ou par
Ax, ceft-a-dire , comme A ¢ eft a A x ; donc le point de
concours d des lignes 84, xd', fera encore fur la Diagos
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nale .4 D. Donc fi on fuppofe que le Corps A4 f¢ meuve

fur la regle 4B au premier inftant, avec la force accé-
lératrice qu’il a fuivant 4 B, & que la puiffance accéléra-
trice fuivant 4 C, agifle en méme-tems fur la regle pour
la porter de A vers C, le point 4 décrira lIa Diagonale
Ad, dans le méme-tems qu’il auroit décrit 4% ou Ac,
& fa force accélératrice fuivant A D, fera a chacune des
forces fuivant les cotés, comme la Diagonale a chacun
de ces mémes coOtes.

Deld on voit, comment 2 une force accélératrice
quelconque , on peut en fubftituer d’autres , en tel nombre
qu’on voudra,

Au refte , comme nous avons vii ci-deflus (arr. 20)
de quelle maniére on peut réduire 2 un Mouvement uni-
forme l'effet inftantané d’une puiffance quelconque ;il eft
clair que la combinaifon des effets de rant de puiffances
quon voudra, & la recherche de l'effet unique qui en
réfulte, fe réduit par-la fort aifément aux Loix du Mou-
vement compof¢ uniforme.

Du Mowvement en ligne courbe , & des forces centrales.

26. Comme un Corps tend de lui-méme a fe mou-
voir en ligne droite, il ne peut décrire une ligne Cour-
be, qu'en vertu de l'aftion d’une puiffance qui le détourne
continuellement de fa direttion naturelle. On peut dé-
duire de l'article précédent, les Principes du Mouvement
d'un Corps fur une Courbe.

D ij
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I1 eft démontré qu'un Arc infiniment petit d'une Céout-
be quelconque, peut étre pris pour un Arc de cercle,
dont le rayon feroit égal au rayon de la développée de
cet Arc de la Courbe. On réduit par ce moyen le Mouve-
ment d’un Corps fur une Courbe quelconque, au Mouve-
ment de ce méme Corps fur un cercle dont le rayon chan-
ge a chaque inftant.

La puiffance qui retient un Corps fur une Courbe, eft
appellée particuliécement force centrale , quand elle eft
toujours dirigée vers un point fixe ; mais nous la nom-
merons ici, force centrale en général , foit qu'elle tende
vers un point fixe ou non. Cette puiffance n’eft par fa na-
ture qu'une puiffance accélératrice ou retardatrice, dont
la direction eft différente de celle du Corps. On peut ,
par tout ce qui a été dir ci-deflus, (arr. 24 & 25 ) ré-
duire &4 un Mouvement uniforme U'effet inftantané de cet-
te puiffance, en regardant comme un Polygone d’une
infinité de cotés la Courbe qu'elle fait décrire au Corps,
& cet effet eft double de celui que la force centrale pro-
duiroit dans la Courbe confiderée exatement comme
Courbe. Ainfi, fuppofons quun Corps décrive un Arc
de cercle infiniment petit PD E, ( Fig. 5 ) en vertu d’'une
puiffance, qui, au point D le dérourne de la ligne droite
{uivant une direétion donnée : fi on regarde le cercle com-
me un Polygone, la petite corde P D fera la ligne qu’il
aura décrite dans Pinftant précédent, & DO égale & en
ligne droite avec PD, celle qu’il tend a décrire l'inftant
fuivant. Donc tirant O E paralléle a la dire&tion de la force
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centrale en D, OE fera Peffet inftantané de cette puif-
{ance ; au contraire, i on confidéroit le cercle comme
cercle rigoureux , la Tangente D IV feroit la ligne que
le Corps tendroit a décrire, & NE l'effer de la puiffance
qui le retiendroit fur la Courbe.

La ligne NVE divifée par le quarré du tems employé
a la parcourir, eft (arr. 17.18 & 19 ) l'expreflion de la
force accélératrice en vertu de laquelle le Corps décrit
la Courbe; or cette ligne VE eft égale au quarré de la
ligne DV ou de ’Arc DE ou PD, divifé¢ par VO,
& N 0O eft au diamétre du cercle , comme le Sinus de
Tangle que fait la force centrale avec la Courbe, eft au
Sinus total ; de plus, la ligne D E divifée par le tems em-
ployé a la parcourir, eft ( arz. 14 ) Pexpreflion de la vitefle
du Corps. Donc, dans une Courbe quelconque, I'effet de
la force centrale eft comme le quarré de la vitefle divifé
par le rayon de la développée , & multiplié par le rapport
quil y a entre le Sinus de I'angle que fait cette force avec
la Courbe , & le Sinus total.

En général , 'Elément du tems ¢tant fuppofé conftant,
la force centrale eft repréfentée par la ligne O E dans la
Courbe Polygone , & par NV E dans la Courbe rigoureufe.
Il faut, par conféquent, avoir égard a cette différence
d’expreffion dans la comparaifon des effets de deux forces
centrales, & pour ne pas faire I'un des effets double de ce
qu’il eft par rapport a Pautre, il faut confidérer les deux
Courbes , ou toutes deux comme Polygones, ou toutes
deux comme rigoureufes.

D iy



30 4 N0 R

Les forces centrales, & en général routes les forces
accélératrices {fi par le mot de forces nous n’entendons
que les effets) font entr’elles comme les perits efpaces
qu'un Corps parcourt dans un méme inftant en vertu de
ces forces. On a coutume de comparer toutes ces forces
a la force accélératrice conftante que nous connoiffons
le mieux, je veux dire & la pefanteur. Si E eft I'efpace

i
quun Corps pefant parcourt dans un tems fini T, %i;—
fera efpace qu’il parcourra dans le tems d¢, & fiI'Arc
DE eft fuppof¢ parcouru dans le méme-tems dt, la force

: Edit
centrale fera 4 la pefanteur, comme la ligne VNEa =,

2 Edy:

ou comme OFE a ——.

Or foit r le rayon de la développée de 1a Courbe en
IV, S le Sinus de Pangle que fait la dire&tion de la force
centrale avec la Courbe , 4 le Sinus total , e Pefpace
que le Corps parcourroit uniformément dans le tems

. " edt
T avec la vitefle qu'il a en D, on aura DE = —;
i Ay o, ; .
OFE=""x - = ‘T’f‘:{ j. Donc leffet inftantané de Ia
r

pefanteur eft a celui de la force centrale, comme 2 E

et S,

a — & ainfi le rapport de ces deux effets, que la pli-

part des Géométres prennent pour celui des caufes me-
me, eft exprim¢ en termes finis,
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Du Mouvement détruit on rha:-zgé' par des mﬂﬂﬂffﬁ.

27, UN Corps qui fe meut, peut rencontrer des ob-
| ftacles qui altérent , ou méme qui anéantiffent
tout-a-fait fon Mouvement ; ces derniers font, ou invin-
cibles par eux-mémes, ou n'ont précifément de réfiftan-
ce, que ce quil en faut pour dérruire le Mouvement im-
primé au Corps.

Un obftacle invincible peut étre tel, qu’il ne permette
au Corps aucun Mouvement, comme quand un Corps
tire une verge droite attachée a un point fixe ; ou I'obfta-
cle pourroit étre de telle nature , qu'il n’empéchat pas
le Corps de fe mouvoir dans une autre direftion que celle
quil a, comme quand un Corps rencontre un plan iné-
branlable.

28. Si I'obftacle , invincible ou non, que le Corps
rencontre , ne fait quialtérer & changer fon Mouvement
fans le dérruire , enforte que le Corps ayant, par exem-
ple , la vitefle 4 avant de rencontrer Pobftacle , il foit
obligé de prendre une vitefle 4 dont la quantité & la
direction foit différente de la premiére ; il eft évident
qu'on peut regarder la vitefle 2 que le Corps a lot{qu’il
rencontre 'obftacle , comme compofée de la vitefle &
& d’une autre vitefle ¢ , & qu’il n’y a que la viteffe ¢ qui ait
¢ré dérruite par l'obftacle.
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29. Dela il s'enfuit, qu'un Corps fans reflort qui vient
choquer perpendiculairement un plan immobile & im-
p¢énétrable, doit s'arréter apres ce choc , & refter en re-
pos. Car il eft vifible que fi ce Corps a du Mouvement
apres la rencontre du plan , ce ne peut étre qu’en ar-
riére , & dans la direction de la perpendiculaire ; foit # fa
vitefle avant le choc, v fa vitefle en arriére , que je fup-
- pofe = mu, m exprimant un nombre inconnu quelcon-
que, on aura donc (arr. 28) # = — mu 4 u - mu.
Donc # + mu eft la vitefle perdue par le Corps 2 la ren-
contre du plan. Mais il n’y a point de raifon pourquoi
m foit plutot tel nombre que tel autre. Car la feule condi-
tion par laquelle on puifle déterminer la vitefle # + m# ,
eft qu’elle doit étre détruite par le plan : or puifque (£yp.)
le plan eft inébranlable, il n’y a point de raifon pourquoi
il anéantiroit plut6t la vitefle # + mu, qu'une autre vi-
tefle # ~+ n#. Donc le nombre m ne peut étre plutoe tel
nombre que tel autre, donc il fera zero. Donc mu, &
par conféquent v fera = 0. D'ailleurs, i la vitelle # 4 mu«
eft anéantie par la rencontre du plan, a plus forte raifon
la vitefle # pourra étre détruite par la rencontre de ce mé-
me plan. Donc &c.

Coanogr -k

30. Si on fuppofe quun Corps A4 (Fig. 9) mii fui-
vant A B, rencontre le plan immobile & impénétrable
BD fur lequel il foit forcé de fe mouvoir, fa vitefle fui-
vant BD fera a fa vitefle fuivant 4B ou BC, comme

le
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le Sinus du complément de I'angle CB D au Sinus total.
Car il faudra regarder la vitefle BC, comme compofée
de deux autres, dont Pune BE foit perpendiculaire au
plan BD, & lautre B D foit dans ce méme plan:or la
vitefle BE érant détruite par le plan, le Corps 4 n’aura
plus que la vitefle BD qui fera a2 BC:: le Sinus de l'an-
gle BCD, complément de CBD, au Sinus total.

Lonror. 1L

31. Si un Corps fe meut le long de plufieurs plans
AB,BC, CD, &c. (Fig. 10 & 11) qu'on prolonge
AB, & BC indéfiniment en F & en E ; quenfuite d’un
rayon arbitraire GL on décrive 'Arc L M, & quon
faffe 'angle L G M = CBF ; qu'ayant apres cela abaiffé
la perpendiculaire MK , on décrive du rayon GK I'Arc
NK,tel que I'angle KGN=DCE, & quon mene la
perpendiculaite NI, & ainfi de fuite ; je dis que fi on
prend G L pour repréfenter la vitefle fuivant 4B, GI
exprimera la vitefle fuivant CD. Cela fuit évidemment
du Cor. précedent.

Cogpor 11l

32. Donc la fomme des vitefles perdues de 4 en D
eft égale a L1, c’eft-a-dire, a la fomme des Sinus verfes
des angles DCE, CBF, &c. en prenant fucceflivement
G L & GK pour Sinus totaux,

E
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Coror 1IV.

33. Donc en prenant G L pout Sinus total commun a
tous les Sinus verfes, la vitefle perdue fera moindre que
la fomme de ces mémes Sinus verfes.

Du Mouwvement d'un Corps le long dune furface
Courbe.

LEMME

34. Si dans une Courbe ABCDR (Fig. 12) apres
avoir tiré les Tangentes AY , RY , on inferit un Polygone
ABCDR dont les angles extérienrs BAY , CBF, DCE, &c.
foient égaux emtr’eux ; je dis qu’on peut imaginer ce Poly-
gone d'un fi grand nombre de corés , que la fomme des Sinus
verfés des angles BAY ,CBF, DCE, RDS, &c. foiz
moindre quune grandeur donnée.

Car lafomme des angles BAY,CBF, DCE, &c. eft
égale a I'angle RY Z fait par les Tangentes RY , /Y de la
Courbe, Donc fi on fait Pangle ryz (Fig. 13)=RYZ,
Tangle ryn =2 un des angles BAY ou CBF, & qu'on
nomme # le nombre des angles; on aura, arc.rn x #=

& cord . rr?

— X B = a la fomme des Sinus verfes.
r

ALC . 12,

T

. cord.ra’ arc.r¥n® . n arc . rz? . 1 rz
Mais —— x 2 < = — : foit PArc — =

7 . vl (7 érant un nombre donné, puifque les lignesr/,
rl, & I’Arc rz font donnés) la fomme des Sinus verfes
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fera donc < wa”. Ot puifque # & r/ font des quantitcs

b
conftantes , on peut rendre » fi grand, que — foit

moindre quune grandeur donnée ; donc a plus forte rai-
fon , la fomme des Sinus veiles fera moindre que cette
méme grandeur donnée,

A
THEOREME,

35. Si un Corps mé fuivant une droite X A (Fig. 12)
rencontie la furface Conrbe AR , touchee en A par XA,
Jur laquelle il foit obligé de [¢ mouvoir ; je dis qu'il-ne per-
dra de A en R aucune partie de [a viteffe.

Car on peut infcrire dans la Courbe un Polygone
ABCDR d'un fi grand nombre de co6tés, que la fomme
des Sinus verfes de fes angles extérieurs , foit toujours
(art. 34) moindre quune grandeur donnée , & qu’ainfi
a plus forte raifon (art. 33) la vitefle perdue de A4 en
R {oit toujours aufli petite qu'on voudra. Donc fi ce Poly-

gone fe confond avec la Courbe, la vitefle perdue de
A en R fera zero.

COROLLAIRE,

3 6. Il réfulte dela, que quand un Corps fe meut fur une
Courbe, fa vitefle 2 chaque point de la Courbe eft pré-
cifément altérée de la méme maniére, toutes chofes d’ail-
leurs égales, que §'il fe mouvoit fur la Tangente de la
Courbe en ce point,

E ij
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REM 4RO UE

27. On démontre d’ordinaire ce dernier Theoréme,
en regardant la Courbe comme un Polygone #BCDR
d'une infinité de cotés, dont les angles extérieurs CBF
font infiniment aigus ; les Sinus verfes de ces angles érant
infiniment petits du fecond ordre, on en conclut qu’un
Corps ne perd a chaque inftant qu’une partie de vitefle in-
finiment petite du fecond genre , deforte que la perte to-
tale de 4 en R n'cft qu’infiniment petite du premier.

La démonftration que yai donnée, quoique peut-étre
un peu longue , me paroit auffi plus lumineufe , d’autant
que la vitefle perdue de A en R eft réellement & exalte-
ment nulle ou zero , & non pas infiniment petite ; quand
on veut démontrer en toute rigueur les propri¢tés des
Courbes , on tombe néceflairement dans des démonftra-
tions un peu longues ; la méthode des infiniment petits
abrege beaucoup ces démonftrations , mais elle n’eft pas
fi rigoureufe. Elle a de plus un autre inconvénient , c’eft
que les commencans qui n’en pénétrent pas toujours l'ef-
prit, pourroient s’accoutumer a regarder ces infiniment
petits comme des réalités ; c’eft une erreur contre la-
quelle on doit étre d’autant plus en garde , que de grands
hommes y font tombés, & qu’elle-méme a donné oc-
caflion a quelques mauvais Livres contre la certitude de
la Geoméirie. La méthode des infiniment petits , n’eft
autre chofe que la méthode des raifons premiéres & der=
niéres , c'eft-a-dire des rapports des quantités qui naiffent
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ou qui s'évanouiffent. * Quand on a bien concu l'efpric
& les Principes de cette Méthode, alors il eft utile de
la mettre en ufage pour parvenir a des folutions plus €l¢-
gantes,

De I'Equilibre.

38. Si les obftacles que le Corps rencontre dans fon
Mouvement , n'ont précifément que la réfiftance nécef-
faire pour empécher le Corps de fe mouvoir ; on dit
alors qu’il y a équilibre entre le Corps & ces obftacles.

2 .
THEOREME,

39. Si deux Corps dont les viteffes font en raifon inverfé
e leurs mafes , ont des divections oppofées , de telle manicre
de | 5 ont des direll y de telle m
& & ! : .
que Pun ne puiffe fe mowvoir fans déplacer Pautre , il y aura
équilibre entre ces deux Corps.,

Premier cas.

19, Si les deux Corps font égaux & leurs viteffes éga-
les , il eft évident qu’ils refteront tous deux en repos. Car
il n’y a point de raifon pourquoil'un fe meuve plutot que
Pautre dans la direétion qu'il a; d’ailleurs il eft clair par

* Voyez la Section I. du 1. liv. des Principes de M. Newton , & furtout
I'Ouvrage nouveau de M. Mac-Laurin , qui a pour titre : 4 Treatife of flu-
xions. L'occafion de ce Trait¢ de M. Mac-Laurin, a ¢té un Livre Anglois
anticulé , The Aunalyjt. &c. contre la certitude des Mathematiques , & dont la
plipart des argumens font contre la Mcthode des infiniment petits.

E ij
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Particle 29, qu’ils ne peuvent fe mouvoir dans une direc-
tion contraire. Donc &c.

Second cas.

Si Pun de ces Corps reftant dans le méme érat, on
augmente du double la maffe de l'autre , & qu’on diminue
fa vitefle de la moirié, il y aura encore équilibre. Car
on peut regarder ( arr. 23. ) la vitefle du petit Corps
comme compofée de deux vitefles , égales chacune 2 la
viteffe du grand ; & la maffe du grand , comme compo-
{¢e de deux maffes €gales, animée chacune de la méme
viteffe. Donc a la place de chacune des maffes propofées,
on peut imaginer de chaque c6té deux mafles égales ani-
mées de vitefles égales. Or dans cette derniére hypothefe
il y auroit équilibre (Cas 1.). Donc &ec.

Trmﬁé'mf cas.

Si les deux maffes font entr’elles comme deux noni-
bres rationnels quelconques , foient A, m, ces deux maf=
fes , 7, u, leurs vitefles, ¢ la mafle qui eft la mefure
commune des deux maffes M, m, v la vitefle qui eft
la mefure commune des deux vitefles, /', # , on aura
m=npp, M=uP;u=vP,V=wvp, P, &p expri-
mant deux nombres entiers. Cela pofé , on prouvera, com-
me on a fait dans le Cas précedent, qua chacune des
maffes animée de fa vitefle, on peut fubftituer un nom-
bre P x p de maffes p animées de la vitefle v, & qui par
conféquent feront équilibre de part & d’autre. Donc &c.
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Quarridme cas.

Suppofons enfin que les maffes M, m, foient incom-
menfurables, de maniére que m =pp & M=pP 4z,
P & p érant deux nombres entiers, & z < 1 ; je dis que fi
mx #= M x V. Il y aura encore équilibre.

Car fuppofons qu’il n’y eut point équilibre, & qu’il
fallut pour cela ajotiter ou retrancher de la maffe M une
quantité 7 ;la maffe u P+ 2 -+ animée de la vitefle 7
feroit donc en équilibre avec la maffe m ou wp animée
vitefle #. Or la quantité ¢ doit étre néceffairement plus -
petite que p. Car fi elle éroit plus grande , on auroit
pP 4= 2 4t > uP —+ p. De plus, cette derniére mafle
p.P —+ u, devroit pour faire équilibre a la maffe m, étre ani-
mée de la vitefle F‘Pm‘:"ﬁ e ﬁ;’:ﬂ, c’eft-a-dire < 7. Mais
on fuppofe que la maffe 4 P +- z +r animée de la vitefle
Y, faffe équilibre a la maffe m animée de la viteffe #. Donc
il eft impoflible que la mafle u P < 1 animée d’une vitefs
fe plus petite que / faffe aufli équilibre & m. Donc #
doit néceflairement étre < u, & comme w peut &tre auffi
petit qu’on voudra, il s'enfuit que # = 0. Donc &c.

Si la quantité ¢ éroit une quantité qu’il fallut retran-
cher, on auroit en fuppofant ¢ > u;uP 4z —t L pl

& V{E. Donc &c. Ce 0.F. D,

Le produit de la maffe d’'un Corps par fa viteffe eft
appellé guantire de Mouvement. Dela nait cet axiéme, que
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les Corps qui ont des quantités de Mouvement égales &
diretement oppofées , fe font équilibre.

Coroi. 1.

40. Si trois Corps 4, B, C, (Fig. 14 ) font attachés &
une verge indéfinie MN, ouaun fil , & qu'ils recoivent
fuivant A M, BM, CN des vitefles telles que la fomme
des quantités de Mouvement du Corps A4 & du Corps B ,
foit égale a celle du Corps C feul , il y aura équilibre. Car
on peut (arr. 23 ) regarder la viteffe du Corps C comme
- compofée de deux vitefles quelconques , dont la fomme
foit égale a la vitefle totale; & par conféquent on peut
confidérer dans le Corps C deux quantités de Mouve-
ment, dont I'une foit égale & contraire a celle de B, I'au-
tre égale & contraire a celle de 4. Donc &c.

Donc en général , quel que foit le nombre des Corps
il'y aura équilibre , quand la fomme des quantités de Mouve-
mens de ceux qui tivent en un fens , fera égale a la fomme des
quantités de Mouvement de ceux qui tirent en [éns contraire.

Coror. II

4 1. Suppofons que trois Corps B,C, F, (Fig. 15)
attachés aux fils ou verges 4B, AC, AF, {oient en équi-
libre , & qu’on cherche le rapport des quantités de Mou-
vement de ces trois Corps entr’elles. On remarquera d’a-
bord que I'attion des Corps B, & C fur le point A eft
Ia méme, que fi ces Corps B & C éroient en A4 ; on fuppo-
fera que AH & AP foient entrelles comme les vitef=

fes
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fes des Corps B & C ; on décompofera chacune de ces
vitefles AH, AP en deux autres 4G , AN ;& AL, AQ;
dont les deux #G, A4 0 aient des directions contraires ;
& les deux autres ANV, AL foient dirigé€es fuivant A F
prolongée.

Maintenant , puifqu’il y a équilibre , il s'enfuit que
Bx AG=Cx A0 ; deplus, la quantité de Mouvement
du Corps F doit étre égale a B x AN + C x AL
Or fi par un point quc:lcanquc E de la ligne AF pmlou-
gée, ontire EK paraliélea AC, & ED paralléle 3 4 B;
je dis que les lignes AE, AD , AK feront entrelles
comme les quantités de I\Irc}uvemﬂnt des Corps F, C, B;

cet-d-dire que AE. (% )::Cx AL+Bx AN.(2%4"):

CxAP

Eir AE.(jg}::;40+ﬁM. (jg)::“ﬂ'xﬂp-{—-ﬂmm.

PL AG

AHx KM
gﬂ“fﬁﬂg(a caufe d¢ 0D = K M) :: 57 4 4%,

PL

PL

AH
%iig(memﬂt pour AG & P L leurs prnpc}rticnncllcs

C&B)1: ALxCot ANXB. (“7%3), Ce .F. D;

A‘PC

Cokoi. 11

42. Tout ce que nous venons de dire fur équilibre dans
les propofitions précedentes, fera vrai encore, fi au lieu

E
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des vitefles finies imprimées aux Corps qui font en équili-
bre , on leur fuppofe des forces accélératrices qui foient
entt’elles comme étoient ces vitefles finies, ou, fuivant
les définitions données art. 19, des forces motrices qui
foient entr’elles comme éroient leurs quantités de Mouve-
ment. L'¢quilibre fubfiftera encore, il ne faudra que fe
fervir pour la démonfiration, du Coroll. 2. Chap. 2, au
lieu du Coroll. 1. du méme Chapitre.

REMaRrRQUE

Sur l'ufage du mor de Puiflances dans la Statique.

4.3. Les puiffances ou caufes qui meuvent les Corps,
ne peuvent agir les unes fur les autres que par I'entre-
mife des Corps méme qu’elles tendent a mouvoir. Dol
il s’enfuit que l'aftion muruelle de ces puiffances, n'eft
autre chofe que Iation méme des Corps animés par les
viteffes qu'elles leurs donnent. On ne doit donc enten-
dre par I'altion des puiffances, & par le terme méme de
peiffances dont on fe ferr commuriément dans la Sratique,
que le produit d'un Corps par fa vitefle ou par fa force
accélératrice. De cette définition , & des articles pré-
cedens , on conclut aifément que deux puillances éga-
les & diretement oppofées fe font équilibre, que deux
puiflances qui agiffent en méme fens produifent un effec
¢gal a la fomme de chacune ; que {i trois puiflances agif-
fant fur un point commun font en équilibre , & qu'on
falfe fur les direCtions de deux de ces puiffances un pa«



DE DYNAMIQUE. 43

rallélogramme , la Diagonale de ce parallélogramme fera
dans la dire&tion prolongée de la troiliéme puiffance, &
que les rapports des trois puiffances feront ceux de la
Diagonale aux cétés &c, & plufieurs autres Theorémes
femblables que I'on démontre dans la Statique , peut-éere-
avec moins de précifion que nous le faifons ici, parce
quon n'y donne pas communément une notion du mot
de puiffance aufli nette , que celle que nous venons d'en
donner.
Cooror: IV

44. Suppofons que deux puiffances égales appliquées
aux extrémités 4, B (Fig. 16) d'une verge droite &
inflexible A B , agiffent en fens contraire dans la direce
tion de cette méme verge, & fe faflent par conféquent
équilibre. Si on imagine une autre verge quelconque
ABC, fixe méme, fi 'on veut, en un point quelconque
C, il eft évident que Péquilibre fubfiftera. De plus , fi
les puiffances au lieu de demeurer appliquées en A &
en B, éroient appliquées par tout ou I'on voudroit dans
AB prolongée vers A & vers B, il eft clair que I'équi-
libre fubfifteroit encore. Donc fi on fuppofe la verge 4 B
ancantie , & que la feule verge A4 CB {ubfifte , les puiffan-
ces appliquées en A4 & en B érant égales & de direc-
tions contraires, fe feront ¢quilibre.
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Coroe: V.

:Qui contient le principe du Levier.

45. Soient 4 H & BE les dire&tions de deux puif-
fances en ¢quilibre fur le Levier #CB, & que AH &
BE foient entrelles comme ces puiffances; je décom-
pofe la puiffance 4 H en deux autres , dont les direc-
tions A K & AG prolongées, paffent, I'une par B, I'au-
tre par C, & de méme la puiffance B E en deux autres,
dont les dne&mns BP & BF paffent par 4 & par C.
En menant les perpendiculaires CM, CV, CL, fur AH,
BE, AB,jai AK =22XCY & BP = Bi’;f. mais

L

a caufe de Péquilibre #K = PB. Donc CMx AH==
‘BE x CF .donc les puiﬁances AH, BE {ont entr'elles
en raifon inverfe des diftances de leurs directions au point

fixe.

Coror: Vi

46. Si le point € n’éroir pas fixe, alors il faudroit fe
fervie du Coroll, II. ci-deflus, pour favoir quelle puif-
fance il faudroit appliquer en C pour réfifter aux puiffances
AG, BF, Or comme les puiffances #G, BF peuvent
-€tre regardées comme compofées des puiflances A4 H &
Ak, BE & Bp, & que les puiffances 4k, Bp font éga-
les & fe détruifent, il s’enfuit que la puiffance capable
de faire équilibre aux puiffances 4G, BF, fera la mé-
me que celle qu’on trouveroit , {i au licu de ces puifs
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fances 4G, BF, on imaginoit les puiffances 4H, BE,
appliquées en C avec leurs direltions propres.

REmMARQUE fur le cas ou le Levier eff droit,

47. La démonftration précedente du principe du Le-
vier, fuppofe que les lignes 4C & CB faffent un angle,
& il femble par conféquent qu'elle ne puiffe sappliquer
au cas on le Levier eft droit, & les dire&tions des puif-
fances paralléles. Cependant comme la propofition eft
vraye , quelque obtus que foit angle ACB; il eft clair
gu'elle doit étre vraye encore, lorfque Pangle ACB eft
de 180 degrés. Voici, au refte , une démontftration plus
rigoureufe du cas dont il s’agic.

Soient AP, AR (Fig. 17) les bras de Levier; PD,
R S les dire&tions des deux puiffances , que je fuppofe
en équilibre ; il eft évident en premier lieu, que fi les
bras de Levier font égaux, les puiffances P, R doivent
étre égales. Mais fi les bras AP, 4R font inégaux, alors
ayant tiré a volonté la ligne 4§, imaginons que cette
ligne repréfente une verge inflexible,a I'extrémité § de
laquelle foient appliquées deux puiffances égales & op-
pofées,dans la m€me ligne que la puiffance R: fuppofons,
‘de plus, que la feule puiffance § qui tire en embas, foic
capable de faire ¢quilibre avec la puiffance P fur le Le-
vier PAS. 1l eft conftant que la puiffance § oppofée a
celle-ci , doit faire €quilibre 4 la puiffance R ; c’eft-a-dire
(art. 44) quelle doit lui €tre égale, Donc R = § =

F ij
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Je ne fuis pas le feul qui ait déduit les propriéeés du
Levier droit de celles du Levier courbe. M. Newton en a
ufé de la méme maniére dans fes Principes , quoiqu’il
ait {uivi une route différente de la notre, & il y a lien
de croire que ce grand Geométre fentoit la difficulté qu'il
y auroit eu a s’y prendre autrement. Jai tiré les proprié-
tés du Levier courbe , de I’équilibre entre deux puiffan-
ces ¢gales & oppofées en ligne droite ; mais comme ces
deux puiffances s’évanouiflent dans le cas du Levier droir,
la démonflration pour ce cas n'a pu &tre tirée qu'indi-
re&tement du cas général.

On peut démontrer les propriétés du Levier droit,
dont les puiffances font paralléles, en imaginant toutes
ces puiffances réduites 4 une feule , dont la direction paffe
par le point dappui: c’eft ainfi que M. Farignon en a
uf¢ dans fa Mécanique. Cette Méthode entre plufieurs
avantages, a celui de I'élégance & de l'uniformité ; mais
n'a-t'elle poine aufli, comme les autres , le défaut d’érre
indire&te, & de n'étre pas tirée des vrais Principes de I'é-
quilibre 7 I1 faut imaginer que les directions des puiffan-
ces prolongées concourent a l'infini, les réduire enfuite
a une feule par la décompofition , & démontrer que la di-
retion de cette derniére paffe par le point d’appui. Doit-
on s’y prendre de cette maniére pour prouver ’équilibre
de deux puiffances égales, appliquées fuivant des direc-
tions paralléles a des bras égaux de Levier? il me fem-



DE DYNAMIQUE. 47

ble que cet équilibre eft aufli fimple & aufli facile & conce-
voir, que celui de deux puiflances oppofées en ligne droi-
te, ou d’'une puiffance retenue par un point fixe , & que
nous n’avons aucun moyen dire&t de réduire I'un a l'au-
tre : or {i la Méthode de M. Farignon pour démontrer
I'équilibre du Levier eft indire@e dans un cas, elle doit
Pérre aufli néceflairement dans l'application au cas gé-
néral.

Corol.. VIIL

48. Toutes chofes demeurant les mémes que dans la
Remarque précédente ; (i on fuppofe au lieu du point fixe
A une puiffance qui faffe équilibre aux puiffances P & R,
il eft évident que fa dire@ion fera paralléle & contraire
\ . ey 3 ]

a celle de ces puiffances, & qu’elle fera égale a leur fom-
me. Car en fuppofant qu’elle faffe équilibre aux puiffances
P,§, clle fera = P + §. Donc puifque § = R,elle
b
fera aufli = P+ R.
3 . L L

49. Je ne m'érendrai pas davantage fur les Loix de I'é-
quilibre dans cette premiére partie. J'aurai occafion d’en
parler encore dans la feconde partie de cet Ouvrage. La
Loi générale de Péquilibre, eft que les puiffances foient
entr’elles réciproquement comme les vitefles , eftimées
fuivant la direction de ces puiffances. C’eft de cette Loi
générale , dont M. MVewton fait mention en peu de mots
au commencement de fes Principes, que dépend la d¢-
monftration de la confervation des forces vives, com-
me on le verra dans la feconde Partie de cet Ouvrage.
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Pour ce qui concerne le détail des différentes Machi-
nes dont on fait mention d’ordinaire dans la Statique,
eomme la Poulie; le Treuil &c, je me contente , n’ayant
la-deffus rien de nouveau a dire , de renvoyer mes Lec-
teurs aux Livres qui en traitent, & particuliérement a
I'Ouvrage de M. Traband qui a paru l'année derniére;
& qui a pour titre : Principes fur le Mouvement & I Equili-
bre ; Ouvrage ol cette maticre & plufieurs autres font trai-
tées avec exallitude & avec clarté.

SECONDE
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SECONDE PARTIE

Principegendral pour trouver le Mowvement
de plufieurs Corps qui agiffent les uns fur
les autres d'une manzdre quelcongue , avee
plufieurs applications de ce Principe.

CHAPITRE PREMIER:
Expofition du Principe.

Es Corps magiffent les uns fur les autres que de trois

maniéres différentes qui nous foient connues : ou par
impulfion immédiate , comme dans le choc ordinaire,
ou par le moyen de quelque Corps interpofé entr’eux ; &
auquel ils font attachés, ou enfin par une vertu d'atrrac-
tion réciproque , comme font dans le fyftéme Newtonien
le Soleil & les Planetes. Les effets de cette derniére
efpece d'altion ayant écé fuffifamment examinés,je me
bornerai a traiter ici du Mouvement des Corps qui fe
choquent d’une maniére quelconque ; ou de ceux qui fe
tirent par des fils ou des verges inflexibles. Je m’arré-
terai d’autant plus volontiers fur ce fujer, que les plus
grands Géométres ne nous ont donné jufqu'a préfent
guun tres-petit nombre de Problémes de ce genre ; &
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que jefpere, par la Méthode générale que je vais don-
ner, mettre tous ceux qui font au fait du calcul & des
Principes de la Mécanique, en érat de réfoudre les plus
difhiciles Problémes de cette efpece.

DEFINITION,

Jappellerai dans la fuite Mouvement d'un Corps, la
viteffle de ce méme Corps confiderée en ayant gard a
fa direétion , & par guantit¢ de Monvement , yentendrai
a Pordinaire le produit de la maffe par la vitefle.

A
PROBLEME GENERAL,

so, Soit donné un [yficme de Corps difpofés les uns par
yapport amx autres d'une manicre quelcongue 5 & fuppofons
qgu’'on imprime a chacun de ces Corps un Mouvement parti-
culier , qu'il ne puifle fuivre d caufe de Faition des autres
Corps , trouver le Mouvement que chaque Corps doit prendre,

Solution.

Soient 4, B, C, &c, les Corps qui compofent le fy-
ftéme , & fuppofons qu’on leur ait imprimé les Mouve-
mens 4, b, c, &c. qu'ils foient forcés, a caufe de leur
a&tion mutuelle , de changer dans les Mouvemens a, b,
c, &c. Il eft clair qu'on peut regarder le Mouvement 4
imprim¢ au Corps A4 comme compofé du Mouvement
a quil a pris, & d’un autre Mouvement «; qu'on peut
de méme regarder les Mouvemens & ,¢, &c. commg
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compofés des Mouvemensb,€;c; x ; &c. d’olr il s'en-
fuit que le Mouvement des Corps A4, B, C, &c. entr’eux
auroit ¢té le méme, fi au lieu de leur donner les impul-
fions a, b,¢,o0n leur efit donné 2 la fois les doubles im-
pulfions a,a;b, €;¢, &, & Or par la fuppofition, les
Corps A4, B, C, &c. ont pris d’eux-mémes les Mouve-
mens a, b, c; & Donc les Mouvemens «, €, x &c.
doivent érre tels qu'ils ne dérangent rien dans les Mou-
vemens a,b, ¢ & ceft-a-dire, que fi les Corps n’a-
voient recu que les Mouvemens 2,6, x &c. ces Mou-
vemens auroient di {e détruire muruellement , & le fyfté-
me demeurer en repos.

Dela réfulte le Principe fuivant , pout trouver le Mou-
vement de plufieurs Corps qui agiffent les uns fur les au-
tres. Décompofés les Monvemens a4 b, ¢ &c. imprimés @
chaque Corps ; chacun en deux autres a , a;b, €5¢,x; 8¢,
qui foient tels , que [i Pon nwell imprime aux Corps que les
Mouvemens a, b, ¢ &c. ils euffent pi conferver ces Mon-
vemens [ans [¢ nuire réciproquement ; & que fi on ne leur
efir imprimé que les Mowvemens a5 €, % , &e. le [yfléme fur
demeuré¢ en repos 5 il eft clair que a, b, c feront les Mou-
vemens que ces Corps prendront en vertu de leur ac<
tion, Ce 0. F. Tronver.

553



¢2 T R AT TE

“

CHA RITR E T

Propriérés du centre de gravité commun de pfﬂﬁeur:
CGI’PI , déduites du P rincipe préeédent.

PDrgiprnag rroiN .

J 'APPELLER AT dans la fuite centre de gravité de deux
Corps, un point pris dans la ligne droite qui joint ces
Corps, & dont les diftances a chacun de ces Corps, foient
en raifon inverfe de leurs maffes ; & en général , j'enten-
drai toujours par le mot de centre de graviré de plufienrs
Corps,ce quon entend d’ordinaire par ce motenMécanique,
c’eft-a-dire,, un point tel , que i on fait paffer par ce point
un plan de pofition quelconque, la fomme des produits
des maffes qui fe trouveront d'un coté de ce plan, mul-
tipliées chacune par fa diftance a ce méme plan, foit
égale a la fomme des produits des maffes qui fe trouve-
ront de l'autre coté, multipliées de méme chacune par
{a diftance au plan.
S e B

s 1. Lorfque les pefanteurs des Corps font comme leurs
mafles, le centre de gravité, tel que nous venons de le
définir , eft aufli le point par lequel le fyftéme devroit
¢tre fufpendu pour refter en équilibre, fi tous les Corps
¢roient unis 'un a lautre par des Leviers inflexibles. Ii
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n'en eft pas de méme , lorfque les forces motrices ou
pefanteurs des Corps ne font pas comme leurs maffes.
Ce que nous appellons ici centre de gravité , devroir plu-
tét S'appeller alors centre de maffes. * Nous nous fervi-
rons cependant du terme de centre de gravité , pour nous
conformer a l'ufage rec,

DErFriniTIOoN Il

Lotfque plufieurs puiffances agiffent enfemble , j'ap-
pellerai force réfultante du concours daction de ces puiffan-
ces, ou fimplement force réfultante de ces puiffances , une
puiffance égale & direttement oppofée , a celle qui fe-
roit capable de leur faire équilibre.

Ainfi, par exemple, {i 4 M (Fig. 17) eft la direttion
de la puiffance qui fait équilibre aux puiffances P, R fur
le Levier PA R, A N ferala dire&ion de la force ré-
fultante des puiffances P, R, & cette force réfultante
fera égale a la force fuivant A M.

COROLLAIRE,

s 2, Si plufieurs puiffances fe font équilibre d’'une ma-
ni¢re quelconque, la force réfultante fera nulle, s’il n'y
a pas de point fixe; & §’il y en a un, la dire&tion de la
force réfultante paffera par le point fixe.

Car dans le premier Cas , puifque toutes les puiffances

¥ Ce terme de centre de maffe a été imaginé par M. Daniel Bernoulli ;
Traité¢ du flux & reflux, Chap, 1.
G iij
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fe font équilibre par elles-mémes les unes aux autres, 1a
puiffance capable de faire feule équilibre a toutes ces puif-
fances eft donc zero , & par conféquent aufli { def: préced. )
la force réfultante.

Dans le fecond Cas , il eft vilible que le point fixe fait
I'effet d’'une puiffance qui foutient Peffort de toutes les
autres ; donc fi on détruit le point fixe , & qu'on cherche
une puiflance capable de faire équilibre a toutes les puif-
fances données , la direftion de cette puiffance paflera
néceflairement par le point fixe. Donc la dire&tion de Ia
force réfultante y paflera aufli,

Tentends au rvefle ici , & jentendrai dans les Lemmes
fuivans par le mor de point fixe , non-feulement un point
Mathematique (comme Fappui dun Levier , le point de fuf-
penfion dune verge ou dun fil) ; mais en général tout ob-
ftacle infurmontable , qui pay fa refiftance foit capable de de-
rruire Leffer commun des puiffances, & de produire I'équilia
bre entr elles.

LeEmuvme L

§3. Si tant de Corps qu'on voudra [¢ meuvent uniforme-
ment fuivant des divefions paralléles , dans le méme plan ou
dans des plans différens , la divection de leur centre de gra-
vité commun fera pamffé'!e aux directions de ces Corps , & [a
vitefle fera égale a la fomme des quantités de Mouwvemens
de chaque Corps o divifée par la fomme des maffes. Cette pro-
pofition eft démontrée dans plufieurs Ouvrages.
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EEtmME 11

§ 4. Soient un méme plan trois Corps A,a,2,(Fig, 18)
ou en genéral tant de Corps quwon voudra , & G leur centre
de gravité, Soit GM la ligne droite parcourne par le centre
de gravité de ces Corps , dans le rems qu’ils parcourent unifor-
mement les lignes quelconques AC, ac,ax. Je dis, que fi
on decompafe les viteffes AC, ac,ax, chacune en deux au-
tres AB,AD;ab,ad;a€,ad, relles que les lignes AB,
ab, € foient paralicles entv’elles auffi-bien que les lignes
BC,bc,Ex;& quon cherche la ligne GN que parcour-
roit le centre de gravite G , fi les Corps A 5 a, a,
avoient les vitefes & les directions AB, ab, «€, & de
méme la ligne G O que parcourroit ce méme centre , fi les
Corps A, a,ea, avoient les vireffes & les directions AD ,
ad, ad': la Diagonale du parallelogramme fait fur les lignes
GN, GO, ferala ligne méme GM. que parcourt le centve ,
lorfque les Corps A, a,a, ont les vitefles ¢ les diveclions
AC,ac,ax,

Car fuppofons , que lorfque les Corps A4, a,a, font
parvenus en B, 4, €, & que par conféquent (hyp.) le
centre G eft en IV, on leur donne fuivant BC, bc,€x,
des vitefles égales & paralléles aux vitefles {uivant 4D,
ad,ad, il eft clair qu’ils arriveront aux points C, ¢, x des
lignes AC,ac,ax. Or, par la fuppofition , lorfque les
Corps A,a,a font en C,c,x,le centre G eft en M ;
donc tandis que les Corps A, 4, «, parcourent les li-
gnes BC, bc, €x, le centre de gravité parcourra la ligne
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NM. Cette ligne NM fera ( Lem. 1) paralléle aux lignes
BC, beyCx, 8 — =2 Bcd_'::‘;i'i_“'gx. Mais
G 0 que parcourroit le centre de gravité G, tandis que les
Corps A, a, «, décriroient les lignes 4D, ad, ad; pa-
ralléles & égales a BCy be, €x, cette ligne GO feroit
paralléle 2 ces mémes lignes A Dy ad, 2d, & feroit =
A . ADa.ad4a.ud A A BC=a.bctd.62 s NM
A at-a Ao

Donc la ligne GO eft égale & paralléle 3 N M : done
MG eft Ia Diagonale du parallélogramme fait fur les cotés
NG,G0. Ce O.F. D.

5 05 1 E

la ligne

s5. Il eft vifible que cette démontftration peut s'éteri-
dre a tel nombre de Corps qu'on voudra, & qu’ainfi la
propofition eft générale.

Ll g sk 110,

§6.8i GM (Fig. 18 & 19) ¢ff la ligie parcourue par
le cemtre de graviré G des Corps A, a, «, tandis que ces
Corps decrivent uniformément les lignes quelconques A C
ac,ax, quayant tran[porté ees Corps en d autres endroits
¥ ,f,0 du méme plan , de manicre qu'ils [oient difpofés [un
par rvapport a Pautre comme on voudra , & que y foit leur cen-
tre de gravite , on fuppofe qi’ils décrivent les lignes FH ,

!
th, on, égales & paralicles 4 AC , ac, ax, chacune &
fa



DE DYNAMIQUE, $7

fa correfpondante 5 je dis que la ligne e décrite par le centre
de gravité , [era égale & paralléle 4 G M.

Car, foient FL, fl, ¢ égales & paralléles 4 4B,
ab,aC;FP, fp,on,¢égales & parallélesa 4D, ad,ad,
chacune a fa correfpondante, & v le chemin du cen-
tre v, lorfque les Corps décrivent les lignes FL, f/,0;
ve le chemin du méme centre , lotfquils décrivent FP,
fps on. Il eft clair que yvfera égale & paralléle a GV,
& yw égale & paralléle & GO. Donc yu fera aufli égale
& paralléle a G M : mais ( Lem. préced. ) ces deux lignes
font celles que décrivent les centres de gravite G, 9,
quand les Cotps 4, 4,2 & F, f, ¢, parcourent les lignes
ACyacyax, & FH,yfh,on Donc &c. Ce 9. F. D.

LB WM E IN,

7. Les mémes chofes étant fuppofées que dans le Lem. 11
¢i-deffus ; avec certe difference que AB, ab,2€, & AD,
ad,ad, (Fig. 20 ) ne foient point paralleles: i GM eft le
chemin du centre de graviré, lorfque les Corps A, a, ez, decri-
vent uniformément les lignes AC,ac,ax; GN le chemin
de ce méme centre , lor[que ces Corps décrivent les lignes AB ,
ab,a€; & GO le chemin du centre y lorfque les Corps
A, a, a,décrivent les lignes AD , ad, «d'; je dis gue G M
féra la Diagonale du paralléelogramme fait fur les corés G M 4
G O.

Car l'on prouvera comme dans le Lem. II. que N M
eft le chemin du centre, lorfque les Corps A4, a,2, dé-
erivent les lignes BC, b¢,6x. Mais a caufe que 4D,

H
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ad,ad font dgales & paraliéles a2 BC, b¢,€x 4 chacuhe
a chacune ; il s’enfuit ( Lem. 3 ) que GO eft égale & pa-
ralléle a NAM, Donc &c.

 BRE o 300 s TS s

5 8. Si on avoit décompofé les Mouvemens AC, ac,ax
chacun en trois autres quelconques , ou en général en tant
d’autres qu’on eut voulu, le chemin G M du centre de
gravité auroit toujours été la derniére Diagonale des pa-
rallélogrammes , qui auroient eu pour cotés les lignes
particuliéres que le centre de gravité auroit parcouru,
fi les Corps A, a,a, avoient eu féparément & fuccef-
fivement chacun des Mouvemens compofans. Cela eft
clair par le Lem. précedent,

GoRpt, 1T

s9. La méme propofition feroit encote vraye, fi les
Mouvemens compofans n’étoient pas en nombre égal
dans tous les Corps ; par exemple , {i le Mouvement de
T'un ¢roit décompofé en trois, le Mouvement d’un au-
tre en deux, &c. Car le Lemme précedent n’en feroit
pas moins véritable , quand on fuppoferoit par exemple
AD =o, cet-a-dire, que le Mouvement 4 C n’elit
point €t¢ décompofé.

Linm B E Nz

60. Si tant de Corps A, B, C &c. gu'on voudra font
lies on joinrs enfemble dune maniére quelconque , fans néans
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moins qu'il y ait dans le [yfléme aucun point fixe ; & quon
leur imprime les Mouvemens My N, P, &ec. rels gu’en ver-
2u de ces Monvemens ils foient en équilibre, Je dis que fi
les Corps , A, B, C, ponvoient fuivre librement les Monve-
mens M, N, P, &c. le cemre de gravité demcureroir en
repos.

Car fi on décompofe les Mouvemens M, N, P, ce.
chacun en deux autres m, u;72,v;p, 7 ; &re. paralléles a
deux lignes données de polfition quelconque, que yappelle
K & @il faudra pour trouver le chemin du centre de
gravité¢ en vertu des Mouvemens M, NV, P, &rc. chers
cher le chemin de ce méme centre en vertu des Mou-
vemens m,n,p,qui fera (Lem. 1) paralléle a4 K, & =
A.m—=B.n—4=C.p— tre.

A—B—C. ¢, _
en vertu des Mouvemens, p, v, 7 &c. quifera paralléle
A A.pp =By 4= C. 7= e
al,&= 'Ah!:{uﬂicq-ét
rallélogramme fait fur ces deux lignes 4 fera ( Lem. 2)
le chemin du centre de gravité. Il faut done prouver que
chacune de ces deux lignes fera zero, pour faire voir que le
chemin du centre de gravité eft= o, ou, ce quieft laméme
chofe, il faut démontrer que 4 .m =+ B .n - C. p - &e!
mﬂj&ﬁ.#q—ﬂ.p—&—c.w—!—@“f.:tj.

Or , puifque (Ayp.) les Corps A, B,C, &rc. animés
des Mouvemens M, N, P, ¢rc. font en équilibre , &
qu’il n’y a dans le fyftéme aucun point fixe, la force réfuls
tante des puiffances 4. M, B. NV, C, P ¢re, doit étre = Qs

; & le chemin de ce méme centre

. La Diagonale du pa<



-

6o Y Ra el B

mais comme les puiffances 4. M, B. N, C. P &re.fe
décompofent dans les puiffances 4 .m, 4. p;B.n,B.y;
C.p,C.w; e, laforce réfultante de ces puiffances, eft
celle qui provient de la force réfultante des puiffances
A.miB.n;C.p; &e. & de la force réfultante des puiffan-
ces A.p;B.v;C.w ¢&c. mais ces deux derniéres forces
réfulrantes font paralléles a deux lignes différentes K & 0.,
Donc pour que la force qui en provient foit zero, cha~
cune en particulier doit étre = o, Or la premiére eft
A.ma=-B,n4-C,p4 e, lafeconde 4.pu—4 B,y
C, 7 4= &c. donc chacune de ces deux quantités eft = o,
Ce 0, F, D. _
Lemme VI

61. Les mémes chofes érant fuppofées que dans le Coroll,
précedent , [i ce weft que les Mouwvemens M, N, P, &c,
foient quelconques c’cj[}-d:dirf rels que les Corps A, B, C &ec,
animés de ces Mouvemens , (¢ faffent équilibre on non , &
gw'il y ait de plus , fi Pon veut , un point fixe dans le fyfteme:
ge dis que fi Fon fuppofoit que les Corps A, B, C, &c. fuiviffent
les Mouvemens M, N, P &c, abftraction faite de leur action
mutuelle y le chemin du centre de gravire fevoit parallele a la
divection de la force véfultane des puiffances A, M ; B, N ;
G P:dc:

Car pour avoir la direftion de cette force , il faut ( les
mémes chofes érant pofées que dans la démonftration du
Lem. précedent) tirer la Diagonale d’'un parallélogram-
me dont les cotés, paralléles 3 K & a @, foient ens
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tr'eux comme 4.+ B.n—+C.p - &e. A A.pu—+
B.y+C. 7w+ &¢c. Mais pour avoir le chemin du centre
de gravité en vertu des Mouvemens A, NV, P, . il
faut ( Lem, 2) tirer la Diagonale d’'un parallélogramme
dont les cotés, paralléles a K & a 0 , foient entr'eux
' A.m4-B.nA-Cpt-&ey A ptB.ry—C.x -t .
A~ B = C = e, A= B~ C — ¢re.
donc les cotés de ces deux parallélogrammes feront pa-
ralléles chacun a fon correfpondant , & feront I'un a l'au-
tre dans le méme rapport. Donc les Diagonales feront
paralléles. Donc &c. Ce 0. F. D.

comme

COROLLAIRE,

62. Si les Corps 4, B, C, cre. avoient les Mouve-
mens — M, — N, — P, ¢&c le chemin du centre de
gravité feroit paralléle a la diretion de la force réfultante,
mais en {ens contraire.

S0 Gt LR

63. Tous les Lemmes démontrés ci-deflus font enco-
re vrais , lorfque les Corps font fuppofés dans des plans
différens. Car 1°. le Lem. 1, eft vrai dans ce cas com-
me dans les autres, 2° La démonftration du Lem. 2.
ne fuppofe pas a la rigueur que les Corps 4, a, «, foient
dans le méme plan; elle fuppofe feulement que les Mou-
vemens A4 C , ac , zx puiffent fe décompofer chacun
en deux autres paralléles & deux lignes donndes. D’on

H iij
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il Senfuit que le Lem. 3. fera vrai, lors méme que leg
Corps font dans des plans différens , au moins dans la fup-
pofition que les Mouvemens imprimés a chaque Corps
puiffent fe décompofer chacun en deux autres paralléles a
deux lignes données de pofition. Or lorfque les Corps
font dans des plans différens, on peut décompofer les
Mouvemens imprimés , chacun en deux autres , dont P'un
{oit paralléle a une ligne donnée de pofition , & le fecond
puifle derechef fe décompofer en deux autres auffi paral-
1éles chacun a deux autres lignes données de pofition.
D’ou il s’enfuit que le Lem. 3. eft vrai dans tous les cas,
& qu’ainfi les Lemmes 4, 5 & 6 qui ne font appuyés
que fur les trois premiers, & qui ne demandent point que
les Corps foient dans un méme plan, font aufli vrais dans
tous les cas.

Au refte , nous avons fuppofé dans les Lemmes préce-
dens, la propofition démontrée par M. Newron, que le
centre de gravité de plufieurs Corps qui fe meuvent uni-
formément & en ligne droite, fans agir les uns furles autres,
fe meut aufli uniformément & en ligne droire. Cependant
il eft facile de voir que par la Méthode de la décompofi-
tion des Mouvemens en d’autres paralléles a des lignes
données , on pourroit aufli démontrer trés-facilement cet«
te propofition , & qu’ainfi notre Méthode a cet avantage,
qu'on peut s’en fervir pour démontrer que le centre de
gravité de plufieurs Corps, fe meut uniformément & en
ligne droite , foit que ces Corps agiffent , foit qu'ils n'a
giffent pas les uns fur les autres, '
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A
TuroreEME L

64. Létat de Mowvement ou de repos du centre de gravité
de plufieurs Corps , ne change point par laction mutuelle de
ces Corps entv’eux , pourvd que le [yftéme foir entierement li-
bre, ceft-a-dire qu'il ne foit affujéri a fe mouvoir autour
dauncun point fixe.

- Car (art. 50 ) les Mouvemens a, &, ¢ ¢&zc. étant compo=
fés des Mouvemensa,«; b, €; c, x ; &c. les Mouvemens
a,b,c,peuvent étre regardés comme compofés des Mou-
vemens @, — a;b,—€;5¢,—x ; dolt il senfuit que le
chemin du centre de gravité quand les Corps font animés
des Mouvemens a, b, c, &c. eft le méme ( Lem. 4) que
fi on les fuppofoit animés d’abord des Mouvemens 2, &,
¢, & enfuite des Mouvemens — a, — €, — x. Or puif-
que par 'hypothefe , il n’y a dans le fyftéme aucun point
fixe , & que le fyftéme demeureroit en repos, fi les Corps
n'avoient regti que les Mouvemens «, €, x; &e. Il s'en-
fuit (Lem. 5.8& Corol. Lem. 6 ) qu'en vertu des Mouvemens
—ay— 6, —x, &% le chemin du centre de gravité eft
zero. Donc le chemin du centre de gravité eft le méme
quand les Corps ont les Mouvemensa, b, ¢, que s'ils fui-
voient les Mouvemens 4, 4, ¢, qu'on leur a imprimés,

REMAROUE

65. 8il y a dans le fyftéme quelque point fixe, alors
les Corps animés des Mouvemens «, €, x , ¢re. peuvent
fe faire équilibre , fans que la force réfultante de ces Mou-
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vemens foit zero: il fuflit que la dite&ion de la force réfuls
tante de ces Mouvemens pafie par le point fixe ; dans ce
cas, le chemin du centre de gravité en vertu des Mouve-
mens —a,—&, —x fera (Cor. Lem. 6 ) paralléleala
dire&ion de cette force & en fens contraire , & par con-
{équent ne fera point = o. Donc alors I'a&tion mutuelle
des Corps changera 'état du centre de gravité,

A
TaeorEME II.

66. Les mémes chofés étant [uppofées que dans le Theor. I,
i la pefanteur ou une force accélérarrice 5 conflante pour chaque
Corps, & diffévente 5 fi Pon veut , pour chacun deux , agir
far ces Corps fuivant des lignes pavalléles , le centre de gravité
ou plutfs le centve de maffe commun décriva la méme Courbe
qi’il auroit déerite, fi.ces Corps euffent éré libves.

Pour le démontrer, ne prenons que deux Corps A,
B, (Fig. 21) & fuppofons que A «, BE, foient les pe-
tites lignes qu’ils parcourroient naturellement en vertu
des vitefles primitivement imprimées Aa, Bb,& de la
force accélératrice fuivant a« , 46, foit C le centre de
maffe des Corps 4 & B, c’eft-a-dire un point dont les
diftances aux points A4 & B foient en raifon inverfe des
mafles 4 & B, (& non pas des poids A4 & B qui peuvent
ici n’étre pas comme les maffes, ) & que les Corps 4 & B,
au lieu de parcourir les lignes A4 «, BE, parcourent les
lignes Aa, Bb;il eft clair (ar7. 64) que le chemin Cx du
centre de gravité au premier inftant, fera le méme que
fi les Corps A & B, euflent décric les lignes A« , BE.

Dans



DE DYNAMIQUE; (1

Dans [Pinftant fuivant , les Corps tendent & décrire
as=Aa & bd = Bb, & le centre C tend a parcourir
la droite x K = Cx, la méme qu'’il efit parcouru,, fi les
Corps euffent continué a fe mouvoir fuivant A, BE;
mais comme, en vertu de la force accélératrice, les Corps
A & B, décriroient les lignes paralléles ef , dg dans ce
dernier cas, & dans lautre cas les lignes ¢¢, &'y qui leur
font égales & patalléles chacune a chacune, il s’enfuit que
le chemin x & du centre de maffe fera le méme, foit que
les Corps décrivent «f, €g , foit quils décrivent les li-
gnes a@ , by, Mais quelque autre ligne que les Corps
A, B parcourent au lieu de ag, by, & caufe de leur ation
mutuelle, le chemin du centre € fera toujours le méme
( Theor, 1). Donc &c. On voit aifément que la démon-
ftration s’étend aux cas ou il y auroit un plus grand nombre
de Corps.
- REMaroUE

67. Cette démonftration n’auroit pas lieu, fi la force
accélératrice n'éroit pas conftante pour chaque Ccu'rps 5
& n'agiffoit pas fuivant des lignes paralléles. Car alors
on ne pourroit pas fuppofer ef égale & paralléle a co; dg
¢gale & paralléle 3 d'y; & par conféquent le chemin x &
du centre ne feroit pas le méme dans les deux cas.

COROLLAIRE.

68. Les deux Theorémes précedens fourniffent des
moyens tres-fimples de trouver le Mouvement des Corps

I
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inflexibles. Nous pourrons en donner quelques ufages
dans la fuite.

TueorEMmE IIL

69. Si tant de Corps qu'on voudra font liés enfemble dune
manicie quelconque , & quw'un ou plufieurs de ces Corps foient
forees de fé monvoir fur un plan ou fur des plans paralléles , 1e
dis que le chemin du centre de gravité parallélement a ces
plans fera uniforme.

[ Ainfi , par exemple , & pour fixer Pimagination , fi an
Coips P, (Fig. 29) forcé de fe monvoir dans la rainure droite
P S dont il ne puiffe fortir , traine apres lui un autre Corps M
par le moyen d'une verge P M, le centre de gravité g de ces
deux Corps decriva une Courbe telle , que les parties de la ligne
KS repondantes aux Ares parcouvus par le centre g en rems
éganx , feront égales. ]

Car en général , {i on réduit en une feule force tous les
Mouvemens perdus par ces Corps a chaque inftant , il eft
clair qu'a caufe de I'équilibre de ces Mouvemens, la di-
rection de la force réfultante fera néceflairement perpen~
diculaire aux plans. Donc le centre de gravité fera con-
tinuellement écarté de la ligne droite par une force dont
la dire&ion fera ( Lem. 6. & art. 65 ) perpendiculaire a
ces plans, & dont par conféquent 'altion fera toujours
paralléle a une ligne donade. Donc &c.

COROLLAIRE,

70, La méme propofition feroit encore vraye, fi les
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Corps éroient animés de forces accélératrices quelcon-
ques , conftantes ou non, mais de direttions perpendicu-
laires a ces plans. D’ou il senfuit, que fi les Corps fe
mouvoient par la feule a&tion de ces forces fans aucune
impulfion primitive, le centre de maffe décriroit une li-
gne droite perpendiculaire a ces plans. Car dans ce der-
nier cas, {i les Corps éroient libres, le centre de gravité
décriroit une droite perpendiculaire a ces plans ; or fon
Mouvement ne fera altéré que par une force dont la direc-
tion fera perpendiculaire a ces plans : donc le centre de
gravité ne fortira jamais de la perpendiculaire. -

[ o G g Gl e

71. Les propofitions qu'on a démontrées art. 64 & 66.
font également vrayes, quand les Corps agiffent les uns
fur les autres par une force d’Attraltion mutuelle. Car les
chemins qu’ils feroient les uns vers les autres en vertu de
cette Attraction , étant réciproques a leurs maffes , la fom-
me des Mouvemens de méme part feroit zero; par con-
féquent le chemin du centre de gravité ne feroit point
changé par I'action réciproque de ces Corps les uns fur les
autres. On peut dailleurs appliquer ici la démonftration
donnée du Theor. 1, en imaginant tous ces Corps joints
Ies uns aux autres par des verges inflexibles. ' Car alors en
nwayant égard qu'a leur Arttration mutuelle,il eft claic
qu'ils refteroient en équilibre. Donc &ec.
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Scerre 1L

72. Il me femble que par les Principes éeablis jufqu’i-
ci, on peut démontrer cette fameufe Loi de Mecanique ;
que dans un {yfiéme de Corps pefans en équilibre , le
centre de gravité eft Ie plus bas qu’il eft poflible. Car fup-
pofons le fyftéme dans un état B infiniment proche de
Pérat d’équilibre ; il eft certain qu’il y aura dans chaque
Corps un petit Mouvement pour fe remettre a I'état d’é-
quilibre , & l'effort de la pefanteur de chaque Corps doit
éwre regardé comme compofé de ce petit Mouvement,
& d’un autre qui eft détruit. Or comme 'étac B eft infini-
ment proche de I'état d’équilibre, les Mouvemens dé-
truits font infiniment peu différens de I'effort total de la
pefanteur, qui eft déuruic dans 1'érac d’équilibre , & par
conféquent les Mouvemens réels de chaque Corps infini-
ment petits par rapport a ceux qu'ils auroient eus , s'ils
avoient pl fe mouvoir librement par leur pefanteur, &
le Mouvement du centre de gravité infiniment moindte 4
que i les Corps fe fuffent muas librement. Cela ne feroit
pas ainfi, {i des deux états infiniment proches que P'on
confidére ici , 'un n'éroit pas Pérat d’équilibre. D’ounr il
s’enfuit , quon peut regarder le centre de gravité comme
n'ayant point changé de place depuis 'état B jufqu’a I'état
d’équilibre ; c’eft-a-dire qu’entre ces deux érats la defcente
du centre de gravité eft = o. Donc dans l'état d’équi-
libre la defcente du centre de gravité eft un Maximum,
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CHAPLIETRE 1L
Problémes ou lon montre Pufage du Principe précedent.
38 4 |
Des Corps qui [é tivent par des fils ou par des verges,
ProsLEmME L

=3, Rovv ER la viteffe dune verge CR fixe en C,

(Fig. 22) & chargée de tant de Corps A,B, R,
qu'on voudra , en fuppofant que ces Corps, fi la verge ne les
en empéchoit , décriviflent dans des tems égaux les lignes
infiniment petites AO, BQ, R'T, perpendiculaires a la
verge.

Toute la difficulté fe réduit A trouver la ligne R S
parcourue par un des Corps R, dans le méme tems qu’il
eut parcouru RT; car alors les vitefles BG , 4 M de tous
fes autres Corps feront connues. Or regardons les vitef-
fes imprimées RT, BQ , 40, comme compofées des
vitefles RS, ST; BG, —GQ ; AM,— MO ; par notre
Principe, le Levier CAR feroit demeuré en repos, fi
les Corps R, B, A n'avoient recu que les Mouvemens
ST, — GO ,— MO. Donc 4. M0 . AC+B.G 0.
BC=R.S8T.CR, c’eft-a-dire qu’en nommant A0, a,
BO,b,RT,¢c,CA,r,CB,t, CR, p, & RS, x,

I ijj
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on aumR.c—x.F=Ar(’E_-c:)+Br(?-—&j;par
P

Aarg—=Bbrp—-Repp

conf¢ = :
quentx Arr==Brr= Rpp

Corotii L

74. Soient F, f, ¢ , les forces motrices des Corps A4,

B, R, & on trouvera pour la force accélératrice du Corps
i b S

? Arr—Brr—+Rpp P

valeurs % X % 5 —E. Donc fi on prend ds pour I'Elément de

en mettant pour @, b, ¢, leurs

U'Arc décrit du rayon CR, & # pour la vitefle du Corps

R ; on aura en général i e o, pds =udu.quel-
Arr—=Brr= Epp

les que foient les forces F, f, ¢. Il eft aifé par ce moyen

de réfoudre le Probléme des centres d’ofcillation dans

une hypothefe quelconque.

Cor ondd

75. Deceque 4.0M.AC+B. 0G.CB=R.
ST.CR, il senfuit que 4. AM — A0.CA + B.
BG—BQ.CB=R.RT — RS.CR,& quiainfi 4.
AM.CA~+ B.BG.CB+R.RS.CR=4.A40.
CA+B.BQ.CB+R.RT.CR, ceft-a-dire que les
puiffances 4. AM, B. BG,R . R S, doivent étre équi-
pollentes aux puiffances 4. 40, B.BQ, R.RT. On
pourroit dong encore ré¢foudre le Probléme précedent, en
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.cherchant la ligne RS telleque R.R S.CR +- B. RS{;EBI

A2 fir égale AR.RT.CR+B.BQ.CB+

c
A.40.,C4.

Le Principe de certe derniére folution revient au mé-
me que celui de M. Bernoulli pour les centres d’ofcil-
lation, qui confifte a fubftituer en un point quelconque

R.CR*
— i
[ 3

P de la verge un Corps, dont la maffe foit

2-CB 4 Z£:C4% & qui foit animé d’une force accéléra-

cr: cr:
trice , en vertu de laquelle le moment de ce poids foit égal
aux momens des poids A4, B, R, animés de leurs pefan-
teurs naturelles 40, BO, RT, & fa vitefle , celle du
point P de la verge. D’ou il s’enfuit, que cette force

cP

RS-CT, & qu'ainfi on aura R S . =

accélératrice fera

(“l:;f“q—ﬂ;f,f‘q-“’;f‘) s CP—uid,. 20.CALE

BO.CB + R.RT.CR. Il eft vifible que le premier
membre de cette égalité, n'eft autre chofe que la fom-
me des momens A. AM.CA-+B.BG.CB+R.RS.
CR.

On voit par-la que fans avoir recours au point P, &
fans faire aucune fubftitution de maffes, on peut par le
Principe fondamental de la folution de M. Bernoulli , ré-
foudre, plus fimplement encore qu'il ne I'a fait, le Pro-
bléme des centres d’ofcillation,
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Ceft de cette derniére maniére que javois imaginé
d’abord de réfoudre ce Probléme, & ceft aufli ce qu'a
fait M. Ewuler dans un Mémoire imprimé depuis peu,
Tv. 7. des Comm. de Peter[b. & ot il fe fert de ce dernier
Principe, que les puiffances R.RS, B.BG , 4. AM
doivent étre équivalentes aux puiffances R . RT,B.B 0,
A.A0. Mais M. Euler n’a point démontré ce Princi-
pe, qui, préfenté de cette maniére, n’eft peut-Etre pas,
en effet, fi facile 2 démontrer. Au refte, Auteur I'a ap-
pliqué dans ce méme Mémoire a la folution de quelques
Problémes touchant les ofcillations des Corps, flexibles
ou inflexibles. Nous aurons occafion dans la fuite de faire
quelques remarques fur un de ces Problémes.

Lesur VI

= 6. Sideux lignes infiniment petites Pp, Mm, (Fig. 23)
font jointes parles lignes PM,pm, & qu’on faffe pr="Pp,
& mu=Mm. Je dis 1°. que I'exces de P M fur wu eft
égal 2 deux fois la différence de PAM a pm, moins le quar-
ré de I'angle fait entre PM & pm , multiplié par PM. -

2°. Que I'angle de 7 u avec pm eft égal & I'angle de
PM avec pm, multiplié par 1 - = ‘:;Pm.

Car ayant mené les lignes Ma, we, ,ufparalléles i
pm,& Mb,yaPd,Crnf,uneg, perpendiculairesa pm, on
aura Mb _L_Jug,Pd._?rC Donc ue ou 7 f = Pa. Donc
les angles a M P, ewp font égaux, dune différence fecon-

de
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de pres. Or PM —pm=PM — Ma +- Ma—Pm=—

Fa:
2PM

~-mb — dp; & on trouvera de méme pm — u7w =

fi
e e S Donc en négligeant les différences

troifidmes,ona PM—np=2.bm—dp=2.PM—pm
.-—:;—:;= 2. PM—pm—angl.a MP' x PM.

2°. L’angle e7u ou l'angle de pm avec mu ="~ =

o

& — Pa T z.bmﬁ——dpx
Pm_tbm_“i’) Mﬂ—*z(&m—-»dpj_m,. Ma
E = en négligeant les différences troifiémes 4 a l'arigle

aMP (12" k), Ce O.F.D.

P M

T T T o

7. Sileslig. PM , pm font égales, alors PM — i ==
— (angl. a MP)'. PM, & langle e = a MP. Ces
deux derniers Theorémes ont été démontrés par M., Clai-
vaut, Mem. Acad. 1736,

, Eoxoi: Il
78. Sileslignes Mm, mu (Fig. 24) font = 0, dlors
Mz —PM = 2p0 == &IanglepM?r--PMp~

zpD PMP
K
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ProsrLeme IIL

79, Suppofins qu'une verge G A fixe en G (Fig. 25)
& firuce fur un plan horizontal , foit chargée de deux Corps
A,D,dont Fun A foit fixement attache @ la verge , Pau-
tre D puifle couler librement le long de la verge par le
moyen dun anneaw ; on demande la witefe de chacun de
ces Corps a chaque inflant , & la Cowrbe décrite par le
Corps D,

Soient 4B, D E les petites lignes décrites par les
Corps A, D, durant un méme inftant; fi P'on fait I'Arc
BC= AB, & la ligne Ei = E D & dans la méme direc-
tion, il eft clair que ces lignes BC, Ei feroient parcou-
rues par les deux Corps dans linftant fuivant, fila verge
ne les en empéchoit, Le Corps A4 qui décrit néceffaire-
ment ’Arc BC, ne décrira donc plus cet Arc dans un
inftant égal au premier: or que la ligne ou Arc B
finiment peu différente de BC, foit celle que le Corps
A auroit parcouru uniformément avec la vitefle quil a
en B, dans Uinftant qu’il parcourt B C par fon Mouvement
contraint , & que Eo foit la ligne que le Corps D eut aufli
décrit uniformément dans le méme tems, & au lieu de
laquelle il décrive la I]gne Ep a caufe de la réﬁﬂanca.
de la verge; il eft clair qu'en regardant les Mouvemet(s
B O & E o0, comme compof¢s des Mouvemens BC, CU,
& Ep, E!, le Levier G B ciit été en ¢€quilibre , fi les
Corps A, D, n’avoient eu que les Mouvemens C 9 , E/.
Or comme ( #yp.) le Corps E peut gliffer le long de
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la verge , il eft néceffaire pour Péquilibre, que E/ foit
perpendiculaire au Levier G A ; & de plus, il faut que
A.CQ.CA=D.El.GE. Cela pofé,

FE = dy,CQ = «, on aura (2 caufe que les lignes
BO,AB ; Eo, DE font entr’elles comme les tems
employés a les parcoutir) BC . CQ :: DE.io. Donc

04 DE;dcpluszfa QQ,,CA:D.E!.G'E donng

P

El ou po = %f-. Ot Pangle iGE (art.78)=EGDx

iyt ’:SFDE =EGD " "fo ; & fia I'angle i G E on ajofite

I._:F_c{;z_.nr C8 DF =5y .
DE - Gi.BG- GD AR . G4 PR

¥ LI o O -l:_ﬂ
langle iGo=_;x

& Pangle 0Gp ou L= —ﬂ-}, on aura l'angle pGE = EGD

td_;-'tfx ,,{u# & {
= comme cet angle oal
—1- oL gle pGE eftéga
% 13 : rdydx Aaa
3 langle EGD (confir.) ona — 7 +T+D;;=Qf
2Dydydzx
Donc a = e

Préfentement, la différence de Gifur GD eft (arr. 7 8)
2dy 1'ix , & ””' eft égale A la différence de Gp ou
- Gofur G/, Donc Gp—(?!:::dy WL .;-.:,?. Done

#:I
K. ij
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d
ddy ="2% “jf , ou mettant pour « fa valeur déja trous

R_l

vée,ddy ="22 4 2P Fayation de la Courbe

at Aaa==Dyy
D Ep, #,
Pour en {éparer les indéterminées , foit d x = F—:" »on

quraddy =— 12, & —

a .eip rydy.a*D e
p7 pr.(4as—Dyy) =y

ys s =0 - :
dpntl1ntégraleeﬁlpluw_{_Dﬂ)x—c 2 D (Aaa—-Dyy)?

G exprimant une conftante telle, que £ devienne 3 l'os

rigine de la Courbe le rapport donné de dx a dy.

d adyv'D
Onadoncdxou’ — 5

i3

V(H-ﬁ—i-D:;r}[lﬁﬂ(ﬂm-i-ﬂﬂ}i—-li
pour 'Equation de la Courbe D Ep.

A D'égard des vitefles de chaque Corps, on trouve
quen nommant # la vitefle du Corps 4, on a ---‘%" — g.—i-z,'

pm{'quc eﬂ le rapport du fecond inftant au premier.

Do _:Ee.=- 2Dydy imﬁdd—l—nﬁﬁ
ne — = rrrp & E o prenant
g pour la viteffe initiale du Corps A4 , & fuppofant y = &

a l'origine de la Courbe D E. De méme i on nomme

e . dﬁ_EP—"“Eﬂ_—Pﬂ,FB_
vla vitefle du Corps D, ona = = —— ="—-—=

Axa.ydx
Dyy.a(dyt=t-y*dx*)
#'.'.

; mais on peut avoir v plus ¢élégamment
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par le Principe de la confervation des forces vives que
nous démontrerons ci-apres , & qui donne Dvv - Aui =
a une conftante. D’ou il s’enfuit, que fi on appelle 4 la vi-

Dhb—=Adgg— Auu

tefle initiale du Corps D, onaura v v — = i

ReEmargue I,

80. Jai évité de faire dans lafolution de ce Probléme
les dr ou Elémens du tems conftans , afin de pouvoir
parvenir a 'Equation de la Courbe, fans avoir Pexpref-
fion de la vitefle , ce qui feroit néceflaire fi on faifoit les
dr conftans, parce que d# étant ‘%1 on ne peut chaffer
dt que quand on connoit la valeur de #. Cleft ainfi que
j'en uferai toujours dans la fuite. Ce n’eft pas qu'on ne
puiffe avoir # par différens moyens. Mais yai cru quil
étoit a propos de faire voir de quelle maniére on peut
s’en paffer dans la folution de ces fortes de Problémes,

Remargue Il

81. Le Probléme précédent ne feroit pas beaucoup
plus difhcile, files Corps A4, D, éroient animés par des
forces accélératrices p, f, de directions & de valeurs quel-
canques. Pour donner un effai du calcul qu’il faudroit
faire en cette occafion, je fuppoferai chaque force accé-
1ératrice conftante , & dirigée parallélement & la verti-
cale AV, en imaginant le fyftéme tranfporté fur un plan
vertical. La conftruttion demeurant la méme que dans

K iij
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larr. 79 5 foit de plus O NV Pefpace que le Corps A auroit
parcouru par fa pefanteur p, dans l'inftant qu’il parcourt
BC parfon mouvement contraint ; comme cet inftant dif=

{ ® L] - ) GI" dr; .

f¢re infinim. peu du premier, on aura ,QN— —3
dxt A.CN.GA_ zdx?

demémeoz =54 2 = "’

T D.DG ( Al
en nommant G/, z. On aura enfuite, comme dans fﬂﬂ'c
rydxdy pzdx® Aa o fdx? 2
N ——1 | 7 —_— — L5 TER —
R (‘*“Mz)“p_,-;“"a“'““-";&

d d dx* vV [at —
ddy = —"x+°‘—" (XN e f‘]:enadﬂplus
dx ant
adz d P .
dx = & — ZZ = ~. Si on met la valeur
V(22 —zz] it dx

de a tirée de cette derniére Equation, dans la premiére,
on aura en intégrant, la valeur de # en y & en z avec
leurs différences ; & mettant enfuite cette valeur de #
dans la feconde Equation, on aura 'Equation cherchée

de la Courbe D Ep.

Reatanguve IIL

82. Si une puiffance appliquée au Corps A I'oblige
de {e meuvoir fur la Courbe A B, avec une vitefle dont
la Loi a chaque point foit dnnnée & qu'on demande
la Courbe du Corps D & fa vitefle ; ce Probléme fe ré-
duit au précedent, en cherchant de quelle force accé-
Iératrice ¢ le Corps A devroit étre animé , pour qu'érant
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m{ conjointement avec le Corps D, il eut & chaque point
B la vitefle donnée.

Dans la premiére des quatre Equations de l'article

Pr &) . S
précedent , on mettra ¢ pour =, & a caufe que # eft don

: o " Ve dX B
née en x, on fuppofera # = X, & — &' = — ‘= = —.
dXdx £ I 1
Donc & = — ———:cefte valeur de « érant comparée a

celle qu'on tirera de la premiére Equation, on aura la
valeur de ¢ & I'Equation de la Courbe D Ep. Soit par
ex. f==0, # — a une conftante ¢, on aura @ = 0,&

it L L IS S R ) A &ddy =22
T e TR =

oy B Doy As*dx :
d 2 Dyt
d ——] gt —_— £ & ¥
886 d Viz(Ga gyl 0= 4a V{2(Ga'+yy)]
¥V 22V
. 6 L
SiG=o0.onay=c¢ * &o=122Y2" 4
A ad

La Courbe décrite par le Corps D eft en ce cas une
Jpirale logarithmigue.

S’il n’y avoit pas de Corps au point A4, mais qu'en
vertu dune puiflance quelconque appliquée a la verge,
la vitefle du point 4 fuivant A B fut donnée , on pourroit
réfoudre le Probléme de la méme maniére , en imagi-
nant qu'il y eut au point 4 un Corps de maile quelcon-
que, & en cherchant de quelle force accélératrice ce
Corps devroit étre animé, pour qu'étant mi conjointe-
ment avec le Corps D, il cur a chaque point B la virefle
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dont la Loi eft donnée ; & en général, on peut toujours
employer cette Méthode , lorfque des Corps fe tiennent
par des fils ou par des verges d’une maniére quelcon-
que, & qu’un ou plufieurs points des fils ou des verges
font fuppofés fe mouvoir avec une viteffe & une direc-
tion données. J’avoue quon peut réfoudre ees Problé-
mes d’'une maniére plus fimple, fans chercher quelle doit
&tre la force accélératrice du Corps dont la vitefle eft
donnée, pour quil fe meuve avee cette vitefle en vertu
de l'a&ion des autres Corps ; mais la folution que nous
propofons ici, quoique plus longue, n’en eft pas moins
tirée des vrais Pnnmpes de la chofe, puifqu’il eft certain
que la puiffance qui meut le Corps avec une vitefle don-
née, eft différente de ce qu’elle feroit, fi tous les autres
Corps ¢toient andantis , attendu qu’une partie de cette
puiffance eft employée 4 vaincre I'altion de ces mémes
Corps. Notre folution dérermine la différence de ces
deux puiffances, & c’eft en quoi confifte , ce me femble,
la yraye Métaphyfique du Probléme dont il sagit,

Remarguere IV,

83, On voit aifément qu’au lieu de deux Corps A4 ; D
on peut en fuppofer tel nombre quon voudra , dont
les uns foient fixement attachés a la verge , les autres
puiffent couler librement le long de la verge ; les cal-
culs feront feulement un peu plus longs, mais le Problé-
me fe réfoudra toujours par les mémes Méthodes. |

~ PROBLEME
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Prosreme IIL

84. Un Corps P defeendant le long dune Courbe CB,
(Fig. 26) & tirant apres lui un aurre Corps ¥ par le moyen
dun fil P CF qui paffe fur ane Poulic C , trouver la viteffe dz
chacun de ces Corps.

Soit Pp PElément parcouru dans un inftant par le
Corps P, & Ff = p/ I’Elément parcouru par l'autrs
Corps durant le méme inftant. Dans l'inftant fuivant,
ces Corps, fi rien ne les en empéchoit, parcourroient
p7r = Pp & fo — Ff. Mais 4 caufe de la réfiftance du
fil & de fon inextenfibilité, la ligne p# fera parcourue
par le Corps P dans un inftant différent du premier, &
dans ce méme inftant le Corps F arrivera au point =,
tel que »C + Cr = fC + Cp.

Suppofons préfentement , que durant le tems que le
Corps P parcourt p7, il eut parcouru naturellement pi,
& que le Corps F eut décrit naturellement fo; que de
plus, la pefanteur du Corps F lui eiir fait parcourir pen-
dant ce méme inftant la verticale wv , & que la partie
de la pefanteur du Cotps P, qui agit fuivant pi7, lui efic
fait parcourir la ligne i/, Si on prend po = =/, il faur
par notre Principe, que le Corps F animé de la feule
force accélératrice repréfentée par wv fafle équilibre au

-Corps P animé de la force po, & de la partie de fa pe-
fanteur & de fa force centrifuge qui eft perpendiculaire a
la Courbe Cp fuivant pZ. Or en menant du point 0 la
ligne o« qui rencontre Cp prolongée en «, & tirant e
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il eft clair que le refte de la force fuivant p Z étant andanti
par la réfiftance de la furface Courbe, il y aura équili-
bre,fi F.wy = P.pa.

Soit donc # la vitefle du Corps P, p fa pefanteur abs
folue, g celle du Corps Fy CP =x, NP =y, Pp=ds,

w£=a;nn3ura££_ﬂf = & qw.Ff::im.Pp, Ceft-

. i ds? ! =
a-dire ¢ :-:ff;mv :'5_: : foit wy = n , on trouve
e

dx g
e@ ou — ddx = %T o %L—n de plus a caufe de
b __p po-ds__pds pdy.dst
F.wy==P.pe,onaF.n=P, =7 (= — &l
: ngﬂ Faax | Puds Ppdstdy
Done Fdd x ==  —— = — = o = PAE
ds dsnd
"’”""“‘"Fif e
conféquent & = _ —lxdidx,
Fdx® == Pds*
aa du Puldeddr —Fgdsidx 4= ?}:s’sid'y=
mais - = —, donc — EreSEr A
(Fdx*-Pds) 2Fundxdds oo
u#dy ou 2udu. = s = 2pdy

2% Jdont I'intégrale complette (en fuppofant # = o

. fP'lf.ﬁ —I—Fa’x‘)

lorfque y 8c x =2 eft = 2py —= ngx

3

ds . (Py—m)
& faifant s = 2pk, on trouve k = Fds - Fd
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EdRrRor L
ds*  (Py F;c_:l
Pds* 4 Fdzz: ?
ce qui s’accorde avec la formule donnée fans démonftra-
tion par M. Bernoulli ; To. 2. des Mém. de Peter[b. & peut

fe tirer aifément du Priucipe de la confervation des forces
vives.

8¢. S1 on fait g = p, on trouve k =

Cérorn "I,

86. Si p & g = o.C%eft-2-dire; fi les deux Corps
we . (Pdst = Fdx?)

h'ont point de pefanteur, on a 77

N
= 4 unc

Shibang, Corot:. IIL

87. Le Probléme précedent fe réfoudtoit avec l4 mé-
me facilité fi les deux Corps ¢toient pefans ; & qu'ils fuf-
fent mas dans un milieu réfiftant commie une fonction de

1a vitefle. Car alors il ne faudroit que mettre E;g—_gaz: *au
liewde p; & dans ’Equation du Probléme, g+ ¢ (’%f}

au lieu de g, on auroit une Equation dont les indétermi-
nées pourroient méme étre {éparés dans quelques cas,

comme quand ¢# = a4 4 buu,a & b érant des conf-
tantes quelconques.

C6rRoL; IV.
88, Si chacun des deux Corps éroit mii fur une Cout-
# Cette quantisé @» exprime en général une fon&tion de u.

L i
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be, alors nommant Ff, dt; Fu, dx; FN,dz;(Fig. 27)

et gdz  ds

on trouveroit oo _—;—- ; wy="——.— ; au lieu de Fn
I "'I

Fr.rr:l'f n"x

il faudra mettre , & au lien de — ddx = 222

‘ d 2 -
ffi__n,on écrrra_*ddr_-fi{f-l—g—:'.ff;—n.la Pro-

bléme fera réfolu moyennant ces legers changemens , &

wi,(Pds? 4= Fdit?)
Pdst

ngz

l'on trouvera d[ J=12pdy — . Equa-~

tion quon pourroit trouver aufli en fe fervant du Prin-
cipe de la confervation des forces vives. Donc fi la va-
leur primitive de # eft zero, & qualors y foit = 4, &

s s, (Pds* L Fde*) 1 Fez ,
Corotr. V,

89. Si dans larticle précedent on fait #u=2pk &
[P(y—Ad)-+Fz]ds
Pdss— Fdr
veut, faire 4 = o, en fuppofant que le Corps P parte

> (Py —Fz)ds* :

de C, & l'on aura k = Pi*-—l—rdr‘ :
M. Herman , To. 2. des Mem. de Peter[b. a donné une
folution du Probléme que nous avons réfolu arr. 88. Sa

[P_y _an'x of?.‘.] 45"

formule revient 4 celle-ci k = i s

p=g,onaura k=

. On peut, fil'on
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(en faifant dr’ =dx* 4-dgq") [Phy—Fz+fH::?t] ds*

Pds*—=Fdx*
Or la valeur de % que nous avons trouvée fe peut changer
BivSeelle s o) il = Bl AT 7]
2p(Pds* 4—F dx?)
fauroit revenir au méme que celle de M. Herman , puif-
que la quantité négative — Fu* dg* ne fauroit étre égale

» expreflion qui ne

a la pofitive (f Ll o) 2 pds*. 1l ya donc lieu de croire

qu'il s’eft glifié quelquﬂ inadvertance dans la folution de
M. Herman , parce que le réfultat de notte folution s’ac-
corde avec celui qu'on trouveroit par le Principe de la
confervation des forces vives, & que dailleurs elle neft
appuyée que {ur des Principes fort clairs.

e 1 g 0 S 49

90. Lafolution du Probléme III. poutra paroitre un peu
longue : mais jai cru qu'il étoit & propos de faire voir
comment mon Principe s’y applique. Car {i on vouloit
téfoudre autrement ce Probléme , on pourroit s’y prendre
ainfi. Soit T'la tenfion du fil , qui agit également fuivant

CP,& CF, on aura Pf”“' ‘f ——= pour la force qui ac-

célére le Corps P fuivant Pp, & ==% T'i"’ Fg“r"" pour cel-

le qui accélére le Corps F fuwant Ff; on aura donc

P d Tdx i Td Fgdz) ¥

( ‘;f—-— = )ds._Eudu&_gT:_ 31_“ )y di =
L ij
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F auﬂ wdi' ) dotl'on tire en ajoiitant ces deux Equations

: ﬂmFﬂ'I‘_ :.ng.
& mtéglant 0 e s APy —~

L

Cette derniére folution peut fervir a trouver le défaut
de celle de M. Herman ; mais c’eft une difcuflion dans
laquelle il feroit trop long d'entrer. Au refte, cette fo-
lution eft, a la verité, plus imple que celle de farr. 88 ;
mais je crois que d’un autre coté elle n’eft pas tout-a-fait
fi lumineufe ni fi direCte. Car,a parler exaltement, le
fil n’agit point fur les Corps , il n'a qu'une force de réfif-
tance , & nullement d’impulfion.

ProBrEmME IV.

9 1. Un Corps P érant m# dans une vainure Courbe APpu 4
(Fig. 28) oa il ¢ff animé d'une force accélévarrice quelcon~
que @ 4 & trainant apres lui deux autres Corps My, M , par le
moyen dune verge inflexible MP M , on demande la viteffe
du Corps P & les Courbes décrites par les deux Corps M, M.

Soient Pp, MR , MR les lignes décrites par les
Corps P, M, M durant un:inftant quelconque ; je fais
pn=Pp=pw, & je fuppofe que dans linftant que le
Corps P parcourt p 7 par fon Mouvement contraint, il eut
parcouru naturellement & uniformément p f, & de plus
fq en verru de la force ¢;je fais de plus Ri = MR;
Ri=MR : & je fuppofe que dans le méme tems que le
Corps P pareourt pr, le Corps A1 eut parcouru R K 4
& le Curps M, R K. Il faut par notre Principe décom-
pofer la force fuwant RK en deux autres RZ , Re, &
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1a force fuivant R K en deux autres RZ , R e, qui foient
telles , que files Corps P, M, M, n’éroient animés que
des feules forces wg, RZ, RZ, ils fe fiffent équilibre
& que le fyftéme demeurat en repos, & que s’ils navoient
que les Mouvemens p#, Re, Re, ils puflent conferver
ces Mouvemens fans fe nuire réciproquement , c’eft-a-
dire que Ponelit me =P M, 7re =PM, & ee = MM,

Je décompofe d’'abord la force fuivant R £ en deux
autres, dont 'une R/ foit dans le prolongement de p R,
& de méme la force fuivant RZ en deux , dont ['une
RV foitr dans le prolongement de pR , & je fuppofe
RV & RV telles, que les Corps P, M, M animés des
feules forces wq, R7, RV fe faffent équilibre, ce qui
arrivera, {i en imaginant ces forces réunies en p, la force
unique qui en réfultera eft perpendiculaire a la rainure,
M.RV.GP _ M.RV.gP
T T T A PM—E_ “(A).

Il ne reftera plus aux Corps M, M que les forces R X,
R X qui doivent encore fe détruire mutuellement , ce
qui ne peut arriver que quand ces lignes R X, R X font
dans la méme droite RR,8& quona M.RX = M.,
RX.(B).

Soitapréfent PM=a;GM=y,gM=y,PM =/,
la perpendiculaire conftante PQ =c, la ligne MM ou
RR, e, u la vitefle en P fuivant Pp; Pp =dx,nf=«,
dds

ut ©

ceft-a-dire i P x v g =

RX:z,Rx:z,onaurafq:%f, K7g=a-

Si du centre p on décrit 'Arc 7@ , & qu'on tire les
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lignes 7i, 7K ; Ro parall¢le A FK ;oe feta égale &

# d %

paralléle 3 RX , & l'on aura 1° @i — pR = Pt il
#1—!.’1

=x. MG ydx*
MP ra

rayon de la développée de la Courbe A Ppen P. 2°. Si
on décrit du centre L les Arcs M NV, PT, & du centre

(art.78);7éi — @i = , en nommant r le

7 'Arc ¥ iY,onaura YK ouwni — 7K =

(a caufeque i K. MR :: 7= f. Pp)YK:“f;J;w:‘ﬁ—-—:E:c

wfj{fl;t?:df[n:—-y"v} . 3% 7K — 7m0 = Ko =RV &

oe. MG 2V [at — %]
O — Tl = e = ~ . Donc we — pR ou

V. [ 4t e o e L
e s PM s BEC e e e s W Taice s S

F a
z -} - ' &
Aol f‘f"ﬁ. mais la ligne = e doit étre = PAZ Done
ar AT —
lt,f" i W, V"' ¢ IR T [ '.ﬂ' 2 '
(C)z [a c]-l-Ry-—l-# [a -}r]_!_.j_.f_...{_. ady L
a8 & ar g

2V [ by ==t

o
. & 5

On aura de méme pour I'autre Corps M,

aV [b* — y2] ydx? bdy?
RV""" b e by +bg,___}:' (‘D)

* L’angle = i K ne différe qwinfiniment peu de 'angle aign P M R, quoique
cela ne paroifle gucre dans la figure , ol on a été obligé pour ¢viter la con-
fufion , de faire affez grandes les lignes MR, R¢ qu'on fuppofe infiniment
petites, D’otl 'on voit que PArc ¢ T doit tomber 2u-dela de i K par rapport
a =, & qu'on awra un triangle i TK femblable a MR N,

Je
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MN = PT s
MBS BT off dgal § Tahs

Je remarque enfuite , que
gle de pR avec P M, & que cet angle lui-méme =

TpR —GPM4-TpP=—2 % Donc MN=

=
dx ___;-d::: ady adzx
PT"'I"PMK(I_T[_:_,j_" ‘;_"J-—"‘;‘ ‘Ir"[a‘—r_;f*]+ =%

or l'angle de =i avec pR eft égal (arr. 73) a l’ann*l-::

2 Ian-

de pR avec PM;angle de @i avec #i =

PM‘ :

- iY IK.MN =f. MN |
i K=—= = ; Pangl
gle de #iavecn ST TR 5 v angle
P ze ; .
de #K ou #0 avec e = f;T:’l_. — . Donc l'an-

gle de we avec pR, ceft-a-dire la différence feconde
de I'angle de pR & P M, fera égal a la fornme de tous
ces angles pris avec les Signes convenables , c’eft-a-dire

_) dxt, 'I-"'['.ni-—-'jﬂ]

aura (E) 4 g T

qu'on aura (E) (w[.; e .

o ydx ady adz £l

adx (‘}.‘ V [4* — 5] ) — = : on aura de
dx d,_-n,,f[t,:_},:]

méme (F) d (V[iu-h-:,:] =) = - o

. :.r.r!'.r Eld_l'r E;d'x 2

bdx ( b +f[bi_}:J ¥ ) Tl

Si on met enfuite dans les Equations A & B ci-deflus,
a la place des lignes qui y entrent, leurs valeurs analyti-
ques , on aura

M
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P (o ¥y MBI y] M RV, Y]

)

(G); & = Z (H);&enfin =="*(L).

On remarquera de plus, qu'a caufe de F'inflexibilité
dela verge , angle MP M eft conftant, deforte que &
eft toujours donné en = Emplnyant donc les fept der-

niéres Equations a chafTer a,u,RF, RY ;2 &'z, on
arrivera 2 une Equation finale qui ne contiendra plus qué
dx avec y, dy, ddy, & quifera I'Equation d'une des
Courbes. Apres quoi il fera aif¢ de trouver l'autre.

RemarpuEie L

92. Si MP, PM ¢éroient des fils , alors les forces
fuivant R X & R X feroient nulles, & on auroit 2 =0
& z = 0. Mais comme y ne feroit plus donné en y, on
auroit {ix Equations , & cinq inconnues z,y, R/, RV
& # a faire difparoitre.

G R o T R |8

93. Suppofons pour fimplifier les chofes que r== e ,
b=o0.p=0.ceft-a-dire que le Corps P foit dans une
rainure droite & tire apres lui un feul Corps: M, par le
moyen d'une verge ou d’un fil, ce qui dans le cas pré-
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fent revient au méme ; on aura RV = . _2** —
MV [a3 — 3]

eV [a*—y?] Rdyr Yo T . Mady* -
— ' —— (8] on tire ¢ —m ——mm———
e _.I_..ﬂ.t ._._..-'.?l- 2 - ¥ [ﬂi ﬁ—}:}x
a d P d= ady
- el ) - -
Paa==M(a*—3%) (Vlm"---}‘) ndx}c( a +'|:‘[.al_-}=]}
Maady* ¥ d_:d'
-— ' e e ]
V [a* —yr](Paa—=M [a* —»*]) (mi+ dxv [a? —-_j"j}
& d? 3 & -
Soit dx = P—ﬂ- , & l'en trouvera apres les fubftitutions

—py [a* —3i] A May
7 a3 z T i x 3
V [Paa—t M (s> —y*) ] V [Pas—-M(a*—y*)] (M~-1)
A marquant une conftante prife avec cette condition,

que le rapport de dx a dy exprimé par % foit = au

rapport donné de ces différentielles, lorfque les Corps
commencent a {e mouvoir.

L. G.R G 1. . 11

94. Soit dans le Corollaire précedent, la conftante

A =0, o0n tm“"'eP-*“"“'MiP*f[,fi,:J&d"=

o Mydy
(M—A4-P)[Vat—y]"
Cette derniére Equation fait voit que dans ce cas,

la Courbe cherchée eft Geomérrique. Pour la conftrui-

re , on {uppofera que CP (Fig. 29) foit la pofition du
fil au premier inflant , & ayant décrit du centre P 'Arc
M i

-1
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C MK , & abaiflé d'un point quelconque M la perpendi-

culaire MG , on prendra NS=G P, puis PO = =32/
_ M—P

& ayant tiré OT dgale & paralléle a P M, le point T

fera un des points de la Courbe. Pour en trouver IE-

quation par rapport aux coordonnées N 0, OT, on re-

marquera que 9T = MG = y, & appellant NP, f’;
, . g las IR U
NQ, t;on verra que N0 _..BT:GS.__M_FP“_

NG |
M-—I:: = [V (48 —yy) — f1. o=+ On a donc

r=[lf{¢:a—-y_y)__f].Fi—P,&r+M{iP=MiP>;

V [aa—yy], ce qui eft 'Equation d’une Ellipfe dont

. . NP.P
le centre D fe trouvera en faifant VD = ) & dont
4. P

les deux Axes font DE = a,& DX = Cg = i

Donc lorfque Pimpulfion primitive des Corps P & M
fera telle, que le premier dx foit au premier dy comme

(i 1’;_:;:* s eft 3 1, le Corps M décrira une Ellip-

fe, telle qu'on vient de la déterminer.
Ceror [ILL

95. Silon fait P=m. M,la valeur générale de dx
el Ay Lo ddy v (tefem) st as gt
(1=f=m) .V [ —y?] V [a®—y7]
qui fait voir'que fi A4 n’eft pas = 0, la Courbe a la verité

5 CE
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n'eft pas Geométrique , mais peut fe confiruire par la

" L] 3 - ﬂ' 'r"f | — .3
reftification de UEllipfe. Car A0 B el 1 (B
V [a? _h_'_..?.i-J

b

dyV[(14=m) . qa* —q3°],

T et :or la formule générale de I'E-

dyv[a 4+ (L—1).y]

Iément de Ellipfe érant _ , fi on
V[t ey

fait(l+m),g=l,&-—g=£—-r, on trou-

Vel g = r gl s R S o el il S énlal que

1= m 24 = 1~m

dyV [S E“ ) "‘]‘"_ 71 eft PElément d’un Arc d’Ellipfe, dont
ar — yt

I'abfciffe eft y , le grand Axe — 24, & le rapport du

m
R

ou multiplié par v/[ 1 4+~ m];0u, ce qui revient a la méme
chofe, ceft PElément d’'un Arc d’Ellipfe dont le grand
Axe=2av [1+m],labfcifle =yv [14m], &le rap-

paramétre a cet Axe, , cet Arc érant divifé par Vg -

b ] o ¥ i
port du paramétre a PAxe = =

REmMmarouve IL

96. Ce que nous venons de dire dans les deux Co-
rollaires précedens , & qui a été déduit du Probléme
général , peut fe déduire d'une maniére plus fimple de
deux Theorémes que nous avons donnés au commen-

cement de cette feconde Partie, fcavoir que le centre
M iij
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de gravité g des Corps P, M, (Fig. 30) defcend dans

unc ligne droite perpendiculaire a la rainure P 0, ou au
moins que fon Mouvement parallélement a PO eft uni-
forme. Car quand le centre g defcendra dans une ligne
droite Sg#, il eft clair par les Se&ions comiques, que
le point M décrira une Ellipfe ; & dans les autres cas , il
n'y a qua imaginer que le point g defcende dans une
droite perpendiculaire a Ia rainure , tandis que le point
P avance vers O, & que le point A{ décrit une Ellipfe,
& faire mouvoir enfuite tour le fyftéme parallélement &
P 0, avec la vitefle uniforme que doit avoir le centre de
gravité parallélement a PQ. 1l eft 2 remarquer que tout
ceci a lieu , méme lorfque les Corps P, M, font pefans,
pourvit que la rainure P © foir alors horizontale.,

Soient P 0 , M N les vitefles primitivement imprimées
aux Corps P, M, on décompofera la vitefle MV en
deux autres , dont I'une AR foit perpendiculaire , &
Pautre M S paralléle a la rainure, on prendra fur RV
la partic RT telle,que M. RT=P.PQO;TN fera la
viteffe du centre de gravité parallélement 3 PO, & le
Probléme fera entié¢rement réfolu, (i, abftraltion faite de
la viteflfe commune TNV, on trouve la vitefle du point
M dans fon Ellipfe & celle du point P. Cleft ce qu'on
trouvera facilement par le Principe de la confervation des
forces vives, que nous démontrerons ci-apres. Voila,
comme l'on voit, une Méthode bien {imple pour réfoudre
ces Problémes,
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Remaroue Il

©7. Siau lieu de fuppofer le Corps Panimé d’'une force
accélératrice ¢ , on fuppofoit qu'il fut contraint de fe
mouvoir dans la rainure Courbe A4 Pp avec une vitefie
dont la Loi fut donnée , le Probléme pourroit toujours fe
réfoudre de la méme fagon. Il ne feroit queftion que de
dérerminer la force ¢. Foyez Larticle 82. ci-deffiss.,

A
ProeLEME- V.

98. Un il CmM fixe en C, (Fig. 31) & chargé de
deux poids m, M, etant infiniment peu éloigné de la ver-
ticale C O, trouver la durée des of¢illations de ce fil.

Soit mu I’Arc parcouru pendant le premicr inftant par
le Corps m, & MV PArc décrit dans le méme tems
par le Corps M. On peut regarder Ie Corps A4 comme
ayant a la fois deux Mouvemens, dont l'un 47/ eft égal
& paralléle au Mouvement mu du Corps m , & l'autre
Vv eft un Mouvement circulaire autour du centre m ou
#. Nous décompoferons d'abord I'effort abfolu de la pe-
fanteur du Corps m fuivant m 0 , en deux autres, dont
T'un foit capable de faire parcourir au Corps m la ligne
mu dans le premier inftant, & lautre foit dirigé fuivant
la ligne mR dont la polition eft inconnue. Ce dernier
effort doit €tre déeruit, puifque (Ahyp.) le Corps m ne
peut fe mouvoir que fuivant ma. Nous décompoferons
de méme l'effort abfolu de la pefanteur du Corps A1 ful-
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vant ML, en deux autres, dont 'un faffe parcourir au
Corps M la ligne MV, & lautre MN puiffe fe dé-
compofer de nouveau en deux autres , dont I'un faffe
parcourir au Corps M la ligne »v, l'autre foit entiére-
ment détruit , ou ce qui revient au méme , fafle équi-
libre avec Peffort fuivant mR qui doit s’anéantir auffi.
Or il eft néceflaire pour cela 1°. que I'effort du Corps
M qui doit étre dérruit, foit dirigé fuivant M P dans la
dire&tion de m M prolongée , 2°. que cet effort foir &
effort fuivant m R , comme P'angle infiniment petit Sm R
(fait par mR & Cm prolongée), eft a I'angle Mm S, par-
ce quil faut pour Péquilibre que la force réfultante du
concours de ces deux efforts foit dirigée fuivant m S. Cela
pofé.

Soit Cm = 1, p la pefanteur du Corps m, P celle
duCorps My Mm=L,mK=x,MQ =y, ¢laforce
accélératrice fuivant mu ; on aura 1°. la force ¢ a la pe-
fanteur p, comme l'angle Rm Q eft au Sinus de I'angle
droit Rmu. Donc nommant le Sinus total 1, on aura

I'angle Rm 0 = -j:i 2°. on trouvera de méme l'angle
NML=% .donclangle PMN=Z — £, &]laforce

. . f o ®
accélératrice fuivant #v =P (£ — ). mais Ueffort du

Corps M fuivant MP, qui ne différe qu'infiniment peu
de fon effort fuivant A/L, & qui peut par conféquent
s’exprimer par M x P, doit étre a Ueffort du Corps m

fuivant
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fuivant m R (mxp) :: l'angle Rm S ou 5 — % eft &

Pangle MmS ou £ — Z .donc m.p= 22— M.Px

¥ L t px ; ¥ x
(£ — )y & par conféquent ¢ —""'T_""_‘(E_“ )
& Peffort fuivant Pv, fera®2 22 222 __2y;

L ! i b i {

Si on nomme préfentement ¢ le tems écoulé depuis
le commencement du Mouvement , on aura ces deuy

Equations (M) — ddx = [Lx —%f L —=)lde.

& —ddy =[S 2 (p 2T 1de (N

1
Ce font ces deux Equations qui ferviront & déterminer
le Mouvement de chaque Corps.

Coroi L

99. Si on fuppofe que les forces initiales fuivarit m o &
¥ v foient entr’elles , comme mK a MO ; c'eft-a-dire, (1

MPx MPy yP M-tm M. T
{0)%-—]— - s i )—-;i(j?—l—-—— HEL

Im Lm L m

Je dis que les Corps M, m, arriveront dans le méme

tems a la verticale CO. Car il faut, pour cela, que les

Arcs MO, mK foient parcourus dans le méme tems:

or {i I'analogie précedente a lieu, les petites parties dont

les Arcs mK, M O diminucront au premier inflant &
N
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dans les fuivans, feront entr'elles comme ces Arcs, &
les forces accélératrices feront toujours entr’elies com-
me les Arcs qui refteront a parcourir jufqu’au point de re-
pos. Donc &ec.

L’analogie O étant réduite en Equation donne

pxy . MPxy MPyy yxFP (M+m e
l lm Lm T L & i ! i P

M-t-m pLm L__ pLm M —d=m pLm T A\a
= TR :.MPI—LJF [MI’.E+ +l: 2 _1MP3—:‘£} ]
__=mm==M pLm pLm —+m pLm L
: M +LPMJ :.i— [MP e +( T T T

CoRar.. 1L,

)1

100. Si P=p,c.2.d. fi les Corps M & m font de méme

O F 1 .jl d I—ME—E-ML—i—mL ._‘_'
gravité fpécifique , on aura xi iy e
VigMmLI MMLI Ml [ — ML —=m1 -

L4 MmLi-t-4 "'*;Ew o e mL)’ ]:la quanti-

té qui eft fous le Signe radical, fe peut changer en
vigMmLL 4 (ml4 ML Ml—mlL)], &alors le
rapport de y —+x a x, fera précifément le méme qui a
été donné pour ce cas feulement , par M. Dan. Bern.
Mém. de Peter[b. to, 6. p. 111. dont cet Auteur a donné
enfuite la démonfiration dans le To. 7. des mémes Mé-
moires. M. Euler a donné aufli dans le To. 8. une fo=
lution de ce méme Probléme. Comme il eft curieux, &
quil peut fervir a en réfoudre pluficurs autres fembla~
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bles, j’ai cru devoir montrer comment mon Principe s’y
applique. :
Coror IIL

101. Silafituation du il C Mm r’eft pas celle que ce
fil doit avoir, pour que les Corps m , M arrivent en méme
tems a la verticale ; en ce cas, il faut recourir a I'intégra-
tion des Equations &V & M de Part. ¢8. pour trouver le
Mouvement des Corps M & m. Je fuppoferai dabord,
pour rendre les calculs les plus fimples qu'il fera pof-
{ible , nonfeulement P = p , mais encore M=m &
! =L ; de plus, pour rendre les Equations A & NV homo-
genes , je fuppoferai que T fpit le tems pendant lequel
fa force accélératrice p feroit parcourir au Corps m ou
M un efpace = /; de cetre maniére les Equations A4
& NV feront changées en celle-ci :

(P) —ddx=(206—y) .22, &(Q) — ddy=(2y — 2) "

Tz

pour intégrer ces Equations , je multiplie la premiere par
e, & lafeconde pary (« & v étant deux nombres indéer-
minds ) & enfuite je les ajotite enfemble, ce qui donne
2ds?
7=
Je fais enforte, que (2@ — 2v) . & (—a-2v). y foitun

(R) — addx —yddy =[ (22 — 2v). ¢ (—a-+24).y ].

L =]y L §

multiple de — ax — vy, ce qui donne

& & = =+ yw2. Donc o

p--ddxv’z--ddy[(2#2-—2).x+(=n—-v’z).y].%_.
N i

= ¥

3
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foit xV'24-y = u, & l'on aura-—-dd:-s_#wz.l_:_‘.,
- r 40 i d et
dont I’ Ll 214’2.”1,—: donc
—Tdu
df == TSR je mets — Tdu , parce que #

érant =a xv' 2 -+y, & x, y, diminuant lorfque 7 croit,
il eft néceflaire que # diminue aufli, lorfque # croit), De
plus , la nature du Probléme & [l'infpection des Equa-
vons P & Q , font voir que lorfque t =0, ona dx =0,

dy=0,& par conféquent du =,

que devient #, quand ¢ = 0;foit x = X, 5{ y=1Y au
commencement du Mouvement, c’eft-a-dire quand # =0

& l'on aura ;;; = (Xv2 + Y)'. Préfentement, fi on

met pour y fa valeur # — xv/2 dans I’Equaﬂan P, on

aura —ddx=[(24V.2).

tion , on obfervera que la quanute #, eﬂ: déja conftrui-

Tdu

te en r patr 'Equation dt = — S e fais

X = zf:s z & s étant deux variables indéterminées, & jai

v zdds—1dsdz —sddz zs 2dtz 2udi® |
: =(2+V2). Tt s o

Or a caufe des deux indéterminées » & s, dont 'une peut
ctre tout ce qu'on voudra , on peut fuppofer que les deux

termes — zdds & (2 4 V'2).zs.=- foient égaux,
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2t 252 d

ce qui donne — —ds’ = (2+Vv2).——. Donc

dt — Gl ;il ne nous refte plus que
VBt —(2eV2).25]
y . 2dsdy — sddz audiet IR
PEquation — : = — ——, dont l'intégrale
s*dz rusdi’
et —= — [ ——.
On remarquera enfin, que puifque r =orend X=wx,
zd d
& dx ou ——'T—:i;—z = 0, on peut fuppofer ds =0, &

:Ii&

. B*
dz =0,quand t =0 ; ce qui donne e

z Ix
TI ou w = X, Donc =z = —, quand ¢ = o. De tou-

tes ces Equations, on tire la conftrution fuivante.

Du centre C(Fig. 32) & d'unrayon CA=(Xv 2 -+Y).
on décrira un Cercle 4 F. Enfuite ayant pris une ligne
T
v [a¥z2] 2
& on décrira le Cercle BE du Centre C. Si on prend
BE a CK comme une partie de tems quelconque r écoulée
dr::pui?lc commencement du Mouvement, eft au tems
donné T, & qu'on tire EFC, & FG perpendiculaire a
C A ; je dis que CG fera la valeur de # qui répondra a BE

Tdu
V[ A==V 28]

quelconque CK pour exprimer T, on fera CB=

(#). Celaeft clair par 'Equation d¢ = —

A 2
dans laquelle, comme ona vu, —=(Xv2+Y).

N ijj
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¥ . — Tds
ruire I’ 1 = -
Pour conftruire ’Equation d¢ I G

dans laquelle la conftante B’ peut étre prife pour ce qu'on
voudra, ¢tant feulement égale a 25 (2 + v2) lorfque
T

t=—o0,o0n praf:m‘il::a.Jt’L"J:M[L“_i_w,:‘-JI
B‘l

a 1-{1.-|-n)':'"c‘4 . & décrivant du rayon C'D le Cer-

cle DLO, fur lequel on prendra '’Arc D L=BE, on
aura la correfpondante CZ = s. Enfin on décrira une

7 & on fuppofe-

¢

Courbe , dont les abfciffes étant #, les ordonnées foient %

& une autre Courbe dont les ordonnées foient égales aux
: #sdt . i [

aires /— de la premiére , mulripliées par —; , enfin une

troifiéme Courbe, dont les ordonnées foient égales aux ai-
res correfpondantes des parties de la précedente , divifées

par T, & on aura z = g - aux ordonnées correfpondan-

tes de cette derniére Courbe.
De cette mani€re, on aura pour un tems ¢ quelconque
les valeurs de #, 2, s. Donc aura celles de x & de y.

Ce Q. E. Trouver.
Remargue I

102. Sil'on cherche dans le cas que nous venons d’é-
xaminer au Corol. précedent, c’eft-a-dire lorfque P =p,
M=m& L=1, quel doit étre le rapporr deslignes X, Y,
pour que les Corps m , M arrivent dans le méme tems
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a la verticale , on trouvera (art. 99) 2 X — Y : 2¥Y —2 X ::
X:Ydonc YY =2XX & -i— =-+Vv2z2,laméme va-
leur qu'on a trouvée pour =. En effer, pour peu quon
fafle d’attention a la narure du Probléme, on verra que

quand il y a deux Corps m, M, les deux valeurs de =

¥

doivent étre les mémes, que celles que doit avoir é— ’

pour que les points m, M, arrivent tous deux en méme
tems a la verricale. Car lorfque les deux Corps arrivent
en méme tems a la verticale, le rapport de x a y, de
dx a dy,& de ddx a ddy eft toujours conftant & égal

% . r
au rapport de Xa'Y. Or fuppofons, dans ce cas, les indé-

. i 3 . .
terminées « , vtelles , que = = — < ;il eft clair que dans

UEquation —addx —yddy = ([ 22— 2+]. ¥ [— 2+ 2v].y)
2dis*
T
fecond devra I'étre aufli , ce qui arrivera , {i 'on a

le premier membre fera zero; & par conféquent le

—=-—< =— _ ==, ou bien fi on a a la fois

2y — & x X

2a—2p=0 & 2y—a=0. Or ce dernier cas renfer-
mant contradittion , il s’enfuit que I’Equation entre « & v

r 2 e — 1 ¥ &
lorfque = = — =, eft =—— = = la méme précifement
2y — ¥

qu'on a trouvée ci-deflus en général, lorfque le rapport
de Y a X eft quelconque. Donc dans cette detniére Equa-
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tion, la valeur négative de = doit étre = 2 la pofitive

de 'Equation qui donne le rapport de ¥ 3 X, & Ia po-
fitive 4 la négative.

REmaroue IL

103. Il eft évident que le raifonnement de Particle
précedent peut sappliquer aux cas ot I'on nani P =p,
ni M=m, ni L=1/;& en effet, {i Pon veut prendre
la peine de faire le calcul, on verra que ’Equation étant

4 g W * ey
ordonnée par rapport a —, elle ne différera que par le

figne du fecond terme de I'Equation ordonnée par rap-
porta -}TT

Car en général les Equations M, NV de larticle 98,
peuvent Etre repréfentées par ddx = (ax -+ by).dr

& ddy = (¢x+ey).dt’. Or pour que les Corps arri-
vent en méme tems a la verticale, il faut que ax 44y :

cx == ey a:y, & pour avoir la valeur de =, il faut

PP S b B .
c = """, Les deux Equations ordonnées ,

que

¥ X J‘ - _ b e . {‘.

I'une par rapport a L, lautre par rapport a =, ne diffé

rent que par le figne du fecond terme.
Resmsnove I1L

104. Au refte, je n’ai confideré dans la folution du
Probléme
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Probléme précedent , le Mouvement du poids M, com-
me compofé de deux Mouvemens , dont 'un AL/ lui
eft commun avec le poids m, I'autre Z“v eft un Mouve-
ment de rotation autour de m comme centre , que pour
préparer le Lefteur a la folution de quelques Problé-
mes qui fuivront, & que cette confidération rend beau-
coup plus aifés & réfoudre. Car on auroit pii décompo-
fer d’abord I'altion de la pefanteur M fuivant M L, en
deux autres , dont P'une produisit le Mouvement M v
du Corps M, T'autre fuivant M P, fut détruite. De cette
maniére on auroit eu la force accélératrice fuivant Mv =

apxSin, LMP = % ; langle SmR = Smﬁ;_:':'M

i x P.M, ’ e
= (= +) % S donc l'angle Rm O auroit €ié

P. M

p.m

X
= —[(£— 7)x

accélératrice fuivant m# égale au produit de p par cette
derniére quantité, Ainfi comme «, eft ’efpace que cet-
te derniére force accélératrice tend a faire parcourir au
Corps m , & x 4~ y celui que la force accélératrice totale
du Corps M, tend a lui faire décrire , on auroit eu

—ddx = [ —2(L—2)]de' & — ddx — ddy

1, & par conféquent la force

r 1 2 "
= [ -Z]4d:". deux Equations, dont la premiére eft la mé-
L

me que 'Equation M de Zart. 98, & dont 'autre n’eft
autre chofe que les Equations M & &V de ce méme article
O
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ajoitées enfemble. Cetre folution , par conféquent , re-
vient au méme que celle que nous avons donnée arz. 98.

C ol oL > IV,

105. En général , iun fil C Mmyu (Fig. 33 ) eft chargé
de tant de poids Ad,m,p &c. qu'on voudra, infiniment
peu éloignés de la verticale , on peut toujours déterminer
la force accélérarrice de'chacun de ces Corps, par I'une
des deux folutions données arr. 98 & 104. pour le cas
de deux Corps.

Suppofons, par exemple, quil y ait trois Corps M,
m , u, dont les pefanteurs P, p, o fuivant M A ,ma,pna,
fe décompofent chacune en deux autres, dont les unes
foient les forces accélératrices des Corps M, m , p fuivant
MV, muy pu;les autres , dirigées fuivant M B,mb, pe
faffent équilibre , & que les fils CM, Mm , mu, foient
prolongés fuivant MR, mr,uZ;il eft clair que les puif-
fances fuivant xZ, mb, qui doivent €tre cenfées égales
aux poids des Corps u, m, doivent fe réduire a une puif-
fance fuivant mr, qui peut ére regardée comme égale
a leur fomme ; que de méme la puiffance fuivant mr ou
Mm , & la puiffance fuivant MB qui doir étre cenfée
égale au poids du Corps M, doivent fe réduire a une puif-
fance fuivant M R. On aura donc la force accélératrice
du Corps ¢ = w.angl. Zua ; celle du Corps m = p

[angl. ¥rma — angl. 22:7-27; celle du Corps u =P

p.m

RMmx(p.m-d—w.p)
[angl. RM A — angl. ﬁ.m i
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En général il eft vifible, que fi pour fimplifier le calcul,
on fuppofe toutes les pefanteurs égales a une méme quan-
tiré ¢ quon prendra pour Punité, & qu'on appelle p, g,
r,s &c. les angles MCO,m MR ,umr, &c. & B, C,
D, E &c. les maffes & commencer de haut en bas, les
forces accélératrices feront par ordre a commencer du
Corps le plus bas:

pHqgrts
s E

ptgr—73

pq—r.[E7]

) e B €
Vreg L]

Ce qui s'accorde avec ce qu’a trouvé M. Daniel Bernoulli,
to. 7. des Mém. de Peterfb. p. 170.

fiap ot V.

106. Suppofons que le fil ne foit chargé que de trois
Corps égaux entr’eux, dont x,y, & z, foient les diftan~
ces a la verticale & commencer par le plus haut ; & que
les portions du fil interceptées entre ces Corps, foient
égales : fi on veut que ces Corps arrivent en méme tems
a la verticale, il faut faire x:y :: p— 29:p g —71;
&z:y::p~4+qg4r:p-+4 g —r.ou(mettant pour
Psq,7,leurs proportionnelles x, y —2x,z — 2y~ x)

X1y it X = 29 13) 22X —2Z;
Kz:yiiz2—y:3)—2x%x~—2;
O j
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donc (3y — 2% — z). 2= (2 = ).y,
& (3y — 2% — 2).& = (3X¥x — 2y ~+ 2%).¥.

z
donc z:—;y+¥+3y—2xmiﬂ—zy#2x,

- -

&y (Z—3y—2x)=(—L+5y) (2 —2y—2x);

do lon tire 22 — 3y — 2x4 = — ‘”’ __[_4_”__!_4.‘},

s % — 10y — 1o :divifant le tout par x, & ordon-

2 : JF N bR
nant I'Equation par rapport a <, on aura £ L

x3

—+ 8 =0, ce qui eft cunﬁ:}rme a ce qu’a trouvé M. Ber-
noulli , Mém. de Peterfb. to. 6. p. 112. on il nomme 1

ce que nousavons appellé xici, & x, cequi eftici %
ReEmargue IIL

107. En général, quel que foit le nombre des Corps
& la diftance des uns aux autres, {i on veut qu'ils at-
rivent tous en méme tems a la verticale , les diftan-
ces du troifiéme & du quatriéme &c. 4 la verticale , fe

trouveront toujours par des Equations lineaires en Z.
De plus Equation ordonnée par rapport a - fera d’'un
x

degré égal a I'expofant du nombre des Corps, & aura
toutes fes racines réelles. Car il eft vifible que §il y a
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trois Corps par exemple, & qu'on fuppofe celui qui eft
le plus haut placé a une tres-petite diftance de la ver-
ticale , on pourra toujours trouver trois fituations pour
chacun des deux autres Corps, pour qu’ils arrivent a la
verticale tous deux en méme tems que le premier ; fa-
voir, en les mettant , ou tous deux du méme c6té de la
verticale que le premier, ce qui fait un cas; ou 'un du
méme coté, & l'autre du coté oppofé, ce qui fait deux
cas. En genéral la fituation du premier Corps étant
donnée , le fecond Corps & les autres ont toujours au-

. : 3 .
tant de firuations poflibles, qu’il y a de Corps ; donc =
a toujours autant de valeurs réelles quil y a de Corps;
& ainfi 'Equation ordonnée par rapport & = aura tou-
a

jours toutes fes racines réelles. Donc la diftance infini-
ment petite du Corps fupéricur a la verticale, étant don-
nee , chacun des autres Corps pourra avoir autant de fitua-
tions différentes qu’il y a de Corps en tout.

Corol. VI

108, Les mémes chofes étant fuppofées que dans le
Corol. 5. fi on veut avoir le Mouvement de chaque Corps
en particulier, fans s'embarraffer qu’ils arrivent tous en
méme tems a la verticale, on fera les trois Equations

—ddx=(5x—2Y). Ler = (5)
O ij
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—ddy=(3y—2x—z).2(T)

& —ddz=(z—y). “‘"’[V)

Pour intégrer ces Equations , je mulnphe la premiére par
e, la feconde par v, la troifiéme par 1, & je les ajoii-
te enfemble : jaurai — addx — vddy — pddz

1 di?
=[(sa—2v).x(—2a+3v—p).y(—r-u). z]
jﬂﬂliﬂ S —— 2y =-—t-ns+3v—,u.__._lu—*—r
2 ] B s g
ce qui donne
i — a8 == Jav — sy —- :‘.:Hm E':__ PRI
ot &
&({ga—2av). (-—--—zv——za}—(?ﬂ_gu-—zm).m,

1 5 3 L] L - Eﬂ!g
d'oniI'on tire 'Equation = % — 22 g =0,
3 y v ¥

Ayant trouvé la valeur de = en réfolvant cette derniére

Equation , on arrivera en faifant ax 4 yy + p2 = u#a

. G m— 0 d =
une Equation de cette forme — ddu — ﬂ,z X

ui peut s'intégrer aifément, & d’olr I’ - tirera au moins
qui peut s'intégrer aif :
par une conflruétion la valeur de # en «, que yappelle-

raif. Onaura enfvite —ddx=(gx — 2y) . ““ 2220

e bt ax—pry 24d:*
&—ddy=(3y—2x— o (Z].
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On multiplier& la premiére de ces Equations par I'in-
déterminée 7, la feconde par lindéterminée p, & on
les ajottera enfemble , pour avoir — #ddx — pddy

2 A2

=[f5"?f--2P+E)-Wf.—2?’+3F+E:}‘}'_%F]' =3

on fuppofera s 7 — 2p +"i‘f:-;;r= — 2??4-3;1-—1—-;: i

afin de pouvoir en faifant — = x — py = k réduire ’Equa-
tion a cette forme — ddk = akdt 4 604+’ , que nous
avons appris a Intégrer ci-deflus.

On pourroit encore fe fervir d’une autre Méthode , en
op¢rant fur les trois Equations X, Y,Z, comme on a
operé fur les Equations S, T, V: on réduiroit ainfi les
trois Equations X, Y, Z, 4 trois Equations de la mé-
me forme que I’Equation X.

Au refte , les Méthodes que nous propofons ici non-
feulement font générales pour conftruire ces fortes d’E-
quations , mais peuvent encore avoir plufieurs autres ufa-
ges dont ce neft pas ici le lieu de parler.

T = B ol O 0

109. Il n’y auroit qu'une feule chofe qui piit faire de la
difficulté¢ dans la conftru&tion des Equations différen-
tielles dont il s°agir ; ce feroit, §'il arrivoit que les Equa-

tions ordonnées par rapport a =, % euflent toutes leurs

¥

racines imaginaires. Mais fans nous arréter a chercher
ici ce qu’il faudroit faire alors pour rendre la conftruc-
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tion pofllible, nous nous contenterons de démontrer que
ces Equations ont toujours dans le cas dont il s’agit ici
au moins une de leurs racines réelle , ce quon peut prou-
ver en cette forte.

Soient x, y, s, #, &c. les diftances refpectives de
chaque Corps a la verticale paffant par le point fixe. Les
Equations pour trouver le Mouvement de ces Corps ,
peuvent &tre en général repréfentées par

ddx = [ax =+ by].dr.

ddy = [cy =+ ex 4 fs].d¢
dds = [hs + ly + gu]l.dt
ddu

|

[m#u 4 ns].dr.

&c. &ec.

Multipliant la premiére de ces Equations par «, la
feconde par v, la troifiéme par , la quatriéme par A, &c.
& les ajourant enfemble, puis faifant enforte que le fecond
membre foit un multiple de ex —4 ry 4+ ps 4+ A # &ec.
on aura
uﬂ+n: abd=cy—t=lp :fv+kp+ﬂlmg;n+ m.ﬁ.:&c-

o . e A

En général, fi le nombre des Corps eft = #, on au-
ra » —1 de ces fortes d’Equations ; on tirera des n — 2

premiéres les valeurs de u, A, &c. en —; toutes ces va-
¥

leurs feront toujours données par des Equations lineai~
res : & fubftituant ces valeurs dans la » — 2° Equation,
on
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on formera une Equation du degté »n, ordonnée par rap-
port 2 —; d’ou il s’enfuir, que fi = a une valeur réelle dans

cette. Equation , toutes les autres quantités u, 2, &c. au-
ront aufli chacune une valeur réelle.
Or 1°. {i le nombre des Corps » eft impair , 'Equa-

tion ordonnée par rapport 4 = fera d’'un degré impair,
& aura au moins une racine réelle , & par conféquent
=y 13 Aferont aufli des quantités réelles.

2°. Sile nombre des Corps # eft pair, il faut prouver
que les valeurs de u, A, &c. tirées des » — 2 premiéres
Equations, étant fubftituées dansla » — 1°, on aura une

Equation en = dont au moins une des racines fera réelle.
¥

:Dr imagi'nc}ns que les diftances x, y, 5, #, &c. des Corps
a la verticale , que nous avons fuppofées quelconques,
foient telles , que ces Corps arrivent en méme tems a
la verticale ; il eft certain en premier lieu (arr. 107.) que

Z., 5, u, &c. feront des quantités réelles. En reftant dans
la méme fuppofition , fubftituons dans la quantité
@ X = vy 4 pus - Au &c. les valeurs de u, A &c. en =,

& imaginons qu’apres cette fubftitution on fafle la quan-
tité ax <+ vy —+ pus =+ Au &c. = o, on aura une Equa-

tion dans laquelle il n’y aura que — d’inconnue ; & qui
. ¥
P
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érant réfolue, donnera pour £ une valeur telle, que 2%

5
vy 5~ An &c. = 0. Or cette Equation fera tou-
jours du degré n — 1, & par conféquent ici d'un degré
impair ; donc elle aura dans le cas préfent au moins une
racine réelle, & par conféquent il y a toujours, quand »

eft un nombre pair, une valeur réelle de = propre a ren-

dre la quantité ax 4~ vy =~ u5s <+ Az &c. = o, lorlque
%y ¥y 5, u, &c. font les diftances ou les Corps doivent
étre de la verticale pour y arriver tous en méme tems.

Je vais prouver maintenant , que toutes les racines de
PEquation @ & = 1y ~= us -~ A# &c. = o.ordonnde

par rapport a =, & parmi lefquelles il y en a, comme

nous venons de voir,au moins une réelle, font aufli racines
de PEquation générale du degré » ordonnée par rapport

a = ; d’ou il s’enfuivia que cette derniére Equation aura

au moins une racine réelle, ce que nous nous fommes
propofés de prouver.

Quelles que foient les valeursde x, y, 5, #, &c. {oit que
les Corps artivent en méme tems a la verticale, ou non,
on a toujours 'Equation addx 4 vddy - ndds + Addu &c.

& - ¥ ¥ ﬂ-b .Iru ¥ k’
o ol S e o sl e R
:M.

£ ¥

= {
AR o Be Y det

\ &d ——ey E1+z5+3_u__mfr+;:#+ﬂ1
ou (a caufe que — =

y #

—
—_

b
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puifque les valeurs de x, A &c. en = font fuppofées

données par ces Equations) addx -+ vddy <+ &ec.
=[&:T_M'{“x o1y 4 us) —i—-w.ﬂnjdr’.
Mais i on fuppofe les diftances x,y,s5,#,telles, que
les Corps arrivent tous en méme tems a la verticale ;
& de plus, que ax ~+ vy 4 s + Au = 0, on auna
addx + vddy + &c. = 0, c’eft-2-dire que le pre-
mier membre de I'égalité précedente fera = o, & par
conféquent , que le fecond doit Pétre auffi. Or (a caufe
de ax =+ vy - 5 4 As = o) ce fecond membre eft

— g e— 7 A
(e,

(i3

Al — Py A

@ (

e TH e MA) U

-3

Donc =22 """ 4 gu - mA = 0, donc toute valeur

&

de = propre a rendre & X —-yy —+ ps -+ Au &c.= 0. ren-

. pm——ad=——Ey = a2 -
dra auffi la quantit¢ =" 4 28T P2 ) Mais cette

o

derniére quantité, fi on y fubflitue pour x, A &ec. leurs
valeurs en « & v, deviendra 'Equation générale du de-
gré n ordonnée par rapport a =, Donc I'Equation «x

¥

=1y = u5 =+ A &c. = 0 a toutes fes racines communes
avec I'Equation générale du degré n ordonnée par rapport
a = ; ce qui refloit @ démontrer,

¥

P ij
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On démontrera par une Méthode femblable, que I'E-
quation générale ordonnée par rapport a f- aura au moins
une racine réelle. Car en faifant zx 4y + pus &c. =0
comme dans larr. 108. on obfervera que 8 =0, a caufe
de ax 4-vy 4 ps &c. = o (hyp.), & la démonftration
fera , moyennant cette remarque , précifément de la mé-
me nature que la précedente.

o oL Y11

110. Soit une Courbe chargée de poids infiniment
petits & égaux, placés a des diftances infiniment petites
les uns des autres, & tous infiniment peu éloignés de
la verticale ; foient x les abfciffes, y les ordonnées infi-
niment petites de cette Courbe, s les Arcs qui différent
infiniment peu des x correfpondantes ; enfin / la longueur
du fil , il fuit de Tarr. 105. que la force accélératrice
de chaque petit poids, eft comme la fomme des Sinus
des angles de contingence depuis le fommet , moins
Pangle de contingence multiplié par le rapport des poids
inférieurs a ce poids; donc cette force eft pour chaque

. pdd | ). dd : :
point [ ﬂ_,f s dﬂ ? , ce que M. Daniel Bernoulli o

donné dans le tom. 7. des Mem. de Peterfb. pag. 170.
M. Daniel Bernoulli a tiré dela I'Equation que devroit
avoir la Courbe, pour que toutes fes parties arrivaflent en:
méme tems a la verticale. Foy. ibid. p. 171.
Si la Courbe n’a pas cette Equation , alors elle change-
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ra ¢’ Equation d’un inftant a lautre, & la valeur généra-
le d'une ordonnée y, ne pourra étre exprimée que par
une fonétion de I’Arc s ou de l'abfciffe x correfpondan-
te , & du tems ¢ écoulé depuis le commencement du
Mouvement; cette fon&ion, lorfque # = o deviendra la
valeur de y en s donnée par I'Equation de la premiére
Courbe. Soit donc en général y =*¢(r.5),dy = pdt
—+ gds,ddy la différence de dy, en regardant s comme
conftante , ddy fa difiérence en prenant ¢ conftante, ona
: dr .
=5
on obfervera que dp doit étre prife en ne faifant varier
que t, & dq en ne faifant varier que s. Soit dp = adt
+vds,dg=bdt 4~mds;a caufe que pdt — gds eft

ddy:[g-%—-(f—-x).%j.dr‘ ﬂugf;:g—{f—s)

M 7 W ¥ 11' .I'iI
une différentielle complette, il faut que F =

AT dz,C'ﬂﬂH

([=—1x) A g

a-dire & = v. De plus, 'Equation :“t o (rRE

| P
donne 2 = g — (! — 5).m, donc mds = 1_—2%" .

s

ajoutant de part & d'autre 6d+ ou vdt, on aura
qds — ads

mids 4 bdt ou dg = —+ vdt. Donc

—s

dg.(l—s)—qgds=vdt.(l—5) —ads, &q.(l—5)
= [vdt.(/ —s5)— ads. Cette Equarion doir avoir licu,
en.cas que toutes les Courbes variables dont il s’agit, puif-
fent étre renfermées dans ’Equation générale y = ¢ (z.5).

* Cette quantite @ (¢.s) exprime en géncral une fonétion de ¢ & de s,

P iij
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Lemme VIIL
111. Soit un Corps CR M (Fig. 34 ) de figure quel-

conque , dont le centre de gravite foit G ; que toutes les par-
ties V de ce Coips foient animés par des forces VM dont
les divections foient perpendiculaives & la ligne V C , menée
des points N d un point fixe C pris a volonté dans le Corps ,
&r que ces forces foient entr’elles comme les diftances V C;
je dis gue la divection de la force réfultante , fera une ligne
KL perpendiculaire a la droite C G menée par G , & par le
point donné C.

Car décompofant chaque force M en deux; l'une
fuivant 7V paralléle a CF/, Pautre fuivant 7P, per-
pendiculaire a CF; il eft aifé de voir que les forces fui-
vant /7/V feront comme les diftances CQ de ces forces
a la ligne CG, qu’ainfi les fommes de ces forces feront
égales a la fomme des produits de chaque particule par
fa diftance a la ligne CG. Mais comme CG pafle par
le centre de gravité G, cette fomme eft = o.donc la
force réfultante des forces fuivant 2V eft = 0. donc la
diretion & la valeur de la force que nous cherchons,
fera la méme que celle qui réfulte des feules forces fui-
vant /7P perpendiculaires a CG. Donc la direiion de
cette force ne peut manquer d’étre une ligne O K L per-
pendiculaire a CG.

A I'égard de la valeur de la force fuivant O L, elle
cft ¢gale a la fomme des forces fuivant &P multiplides
par les petites malfes correfpondantes /7, & comme les
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forces 7P font ent’elles comme 20 , & que (/7. VO
eft égal 2 CG multiplié par la mafle M SC, par la proprié-
té¢ du centre de gravité;il senfuit, que {i on appelle o
la force accélératice du point G, la force fuivant O L
fera=09. MSC.

sk e

La diftance de laligne O L 4 C = (V. o. :-r

¢.MSC

__ P, ¥c
CG.MS5C

COROLLAIRE.

112. On voit par-la que la pofition de la ligne OK L
eft toujours ddnnée, quelle que foir ¢.

ProsreME VL

113. Un Corps CRV (Fig. 35 ) de figure quelconque ,
dont G eft le centre de gravité , érant [ufpendn & un il AC, &
les lignes AC , CG erant infiniment peu écariées de la ver-
ticale , trouver la vitefle des points C & G pour un trems
donneé t.

Les parties du Corps CR/ ont chacune un Mouve-
ment €gal & paralléle a celui du point G, & elles tour-
nent en méme tems autour de ce point C'avec des vitefles
qui font entr'elles comme les diftances a ce point. Soit
p la pefanteur abfolue d’une particule quelconque 7 fui-
vant la verticale 27 0 , & foit cet effort-décompofé pour
chaque particule en deux autres , dont P'un foivant 7
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foit égal & paralléle 4 la force accélératrice du point C
fuivant CP, & lautre foit dirigé fuivant #'n. Cet effort
V'n dont on ne connoit point encore la diretion, fera
¢gal & de méme direCtion pour toutes les particules :
c’eft pourquoi on peut regarder tous les efforts /'n com-
me réunis au centre G, & agiffant fuivant G V paralléle
a Pn. Il faur, de plus, décompofer cet effort #’n pour
chaque particule en deux aurres, dont I'un foit 'effort né-
ceflaire pour faire tourner la particule /” autour de C,
& Tautre foit détruir. J’appelle ce dernier effort s, &
puifque tous les efforts s doivent étre déeruits, il faut que
la force qui en réfulte, foit dans la direétion de AC.
On a d¢ja trouvé que GV paralléle a' Z7» , & dont
la pofition eft inconnue, eft la direftion de la force ré-
fultante des forces #/n; on trouvera (art. 112.) la pofi-
tion de la ligne K L, direftion de la force réfultante des
efforts des particules #7 pour tourner autour de C, quoi-
qu'on ne connoifle pas encore la valeur de cette force.
1.2 direction de la force réfultante des efforts fuivant G V
& K L, doit néceflairement paffer par le point de con-
cours L des lignes G L & K L , & de plus elle doit étre
dans A4 C prolongée. Donc le point L eft dans 4 C pro-
longée : donc la ligne GV doit paffer par le point ol
fe rencontrent les lignes K L donnée de pofition , & AC
prolongée ; & CL fera la direction de la force réfultante
des forces s
Soit 7 la force de C fuivant CP, laquelle eft com-
mune a toutes les particules, ¢ celle de G pour tourner
autour
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autour de C, on menera G i paralléle 2 CP, & GAM a
AP, & on nommera AC,I/,CG,a,GK, b,mla
maffe du Corps, CP, x, l'angle fait par CG & par la

verticale, 5; : GK & G L pourront étre cenfées égales,

& l'on aura l'angle G L MmGC;;{CG= (L —3F). 75

& langle LGM = 5 — (£ — ) 7 ; mais la force

W:P.LGMEP[%—-—-—(%-—;)‘E‘j}&iﬂfﬂrﬂﬂ fui-
vant K L (.m) doit étre a la force fuivant GL (p.m)::

Pangle GL M au Sinus total. Donco=p (£ —3) 75
on a donc — ddx = [x — (_:,, x) 7] l_f::
£ da‘y_(+—-—) %"“-,Equamns qui s’intégreront

par une Méthode pareille 2 celle dont on s’eft déja fervi
pour des cas femblables , dans les arz. 101. & 108,

COROLLAIRE.
114. Sion veut que les points C, G arrivent en méme

tems i laverticale,onferax:y:: 7 — 4 4+ 3 1 + — 7

b b bi?
o i s T b Vgl
donc ; = : e o
x 1 I—b l—1b XLy
s hatlanmnd
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Si / eft fort grande par rapport & a & 4 b, on a x =2

it
& x = — y. La premiére de ces Equations, donne
> = _i ; ¢’eft-a-dire que fi le fil eft fort long, les lignes
CG & A C doivent étre a trés-peu pres dans la méme droi-
te, pour que les points C, G, arrivent en méme tems 2
la verticale. Lafeconde donne les angles des lignes CG ,
AC avec la verticale , & du méme c6té, en raifon inverfe
de A4 C 4 CG ; ceft-a-dire , que pour que les points C,G,
arrivent en méme tems a la verticale, il faut par la pre-
miére Equation, que CG & AC foient dans la méme
ligne droite , & par lafeconde , que le centre G foit fitué
au premier inftant dans la verticale 4C, ou au moins
fort proche de cette verticale.

g . T1
Des Corps qui vacillent fur des plans,
ProsreEME VIIL

115. Soit une figure quelcongue CK O (Fig. 36) telle-
ment fituce fur an plan horizontal M CS , gue la direction
G ¥ de fon centre de gravité G ne paffe pas par [on point tou-
chant C , on demande ce qui arvivera a cette figure.

Cette figure ne peut avoir que deux Mouvemens ; 'un
de rortation autour du point touchant C qui change & cha-
que inftant ; lautre , qui fera le méme dans toutes les par-
ties de la figure , pour gliffer le long du plan vers M ou
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vers 8 :1l faut donc dérerminer d’abord , {i ce dernier
Mouvement fe fait vers M ou vers §'; en fecond lieu, la
valeur de la force qui le produit, & que jappelle 7 ; en
troifiéme lieu, la force du centre G pour tourner autour
de C, & que je nomme ¢ ; enfin, {i cette derniére force
fait tourner G a droite ou a gauche.

Quelles que foient les forces ¢, il eft certain qu'on
peut trouver la dire@ion Z NO de la force qui en ré-
fulte , & que cetre ligne NV O fera perpendiculaire a CG
prolongée. De plus, la force réfultante des efforts abfolus
de chaque particule en vertu de fa pefanteur, fera diri-
gée fuivant NG F, & fera = p . m en appellant m la
mafle du Corps, & p la gravité abfolue. De méme la ligne
K G R paralléle a M S, fera la dire&tion de la force ré-
fultante de toutes les forces 7, & cette force fera = .m.
Or par notre Principe, il faut que la force fuivant N F
puiffe fe décompofer en trois , dont la premiére foit la
force réfultante du concours d’a&tion des forces ¢, la fe-
conde la force réfultante des forces 7 , & la troiliéme
s’ancantiffe. Certte troifiéme ne peut s’anéantir, que fa
direttion ne foit la ligne C D perpendiculaire au plan en C.
Dela il eft aifé de voir par la feule infpeétion de la figure,
1%, que NO & non pas VZ fera la direction de la force
réfultante des forces ¢ , & quainfi la figure tournera de
gauche a droite. 2°. Que la force fuivant NG fera com-
pofée de la force fuivant NO , & d’une force dont la
direction VL paflera par NV & par l'interfeCtion L des
lignes CD , K R. 3°. Que la figure gliffera de G vers K,

Q i)
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non de G vers R. 4°. La force fuivant NV étant don=
née, & les lignes VL, VO données de pofition, la force
fuivant VO fera donnée, & par conféquent ¢. De méme
la force fuivant NV L fera donnée , & comme fon rapport

b

avec la force #.m . eft celuide L O a OC, laforce »
fera donnée aulli. Donc le Probléme eft réfolu.

- A e B

116. Aurefte, il eft clair par lart. 70. que le centre
de gravité G defcendra toujours dans une droite vertica-
le : or dela il eft trés-aifé fans calcul , de trouver le Mou-
vement de la figure. Car par un point quelconque E, foit
tirée la Tangente E B fur laquelle on abaiffera la per-
pendiculaire G B: lorfque G fera a une diftance du plan,
égale 2 GB, le point E de la figure touchera le plan.

Quand le point C (Fig. 37) n’eft pas un point tou-
chant , par exemple, fi la figure donnée eft un triangle
dont C foit un des angles, alors le centre étant en 27, le
point C fera au point E, tel que /' E=GC.

S, 0 L 1.E 13,

117. Le Savant M. Euler dans le To. 7. des Mém.
de Peter[bourg , s’eft propofé de réfoudre ce Probléme,
pour le cas feulement , o les vacillations du Corps fur le
plan doivent étre infiniment petites ; fa Méthode confifte
a faire enforte que les momens des forces des particules
pour tourner autour de C, (Fig. 36) foient égaux aux
momens de leur gravité abfolue par rapport au point C
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confideré comme fixe , ce qui revient au méme , que
de décompofer la force fuivant VF en deux , dont I'une
foit la force fuivant VO réfultante des forces ¢ pour tour-
ner autour de C, & lautre paffe par les points NV & C,
& foit anéantie.

Or la force fuivant NC ne peut étre anéantie , que
quand NC eft perpendiculaire 8 MCS, a moins qu'on
ne fuppofe le plan raboteux , & d’'une afperité affez gran-
de , pour détruire l'effet de la force VC parallélement
au plan. Ainfi pour que la folution de M. Ewler ait licu ,
il fautr fuppofer que le plan neft pas parfaitement uni.
C’eft aufli probablement ce que P’Auteur veut dire, par
ces paroles: * In hoc moru vero notandum eft planum fuper
quo fit , aliquantulum afperum effe ponendum o ne curve de
loco fuo inter vacillandum dimoveri queant , quod evenirer ,
[i planum maxime forer politum. Apparemment que ces pa-
roles, ne de loco fuo dimoveri queant , fignifient : De peur que
les Courbes , outre leur Mouvement autour du point touchant ,
w ayent auffi un Mouvement pour gliffer parallelement an plan,
Mais je ne fai ce qui a empéché que M. Euler n'elir
égard a ce dernier Mouvement dans fa folution.

G 0 L. I E 1LIL

118. Si la circonférence de la figure & la furface du
plan fur lequel elle gliffe ne font pas parfaitement unies,
voici comment on trouvera pour lors les forces p &.7r;
on regardera le point C (Fig. 38) comme une petite

; Q 1y

* Pag. 108,
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¢minence de maffe donnée , & on fuppofera que I'on
connoifle de quelle force accélératrice g ce petit Cor-
pufcule devroit étre animé fuivant C'§ ou C M, pour que
fi cette force ¢roit tant foit peu augmentée, il fut capa-
ble de furmonter la réfiftance provenante des inégalités
du plan. On décompofera d’abord la force abfolue fui-
vant VG en deux, dont 'une foit la force cherchée fui-
vant VO, & Pautre agiffe fuivant la ligne inconnue V L.
Cette derniére force doit étre décompofée en deux, dont
I'une fuivant LK = = .m, & l'autre fuivant L C regar-
dée comme pouflant le point C fuivant €T, donne a ce
point C un effort fuivant € § = a Peffort connu g.

Soient les données GP, a, GN,b,G0,¢c,CR e,
RG, f, & l'indéterminée G L=y, on aura la puiffance
fuivant VL 2 la puiffance fuivant NG (p x m) :: le Sinus

de 'angle GVO on g—; au Sinus de Pangle ZNL, ou
LZ » OGP a OL a.(¢c
ST ¢ mais Tl F}.LE?::(;P?555==-—iiizj,&l

NL = v[bb 4+ yy]. Donc la force fuivant VL =

p.-m.NL.OG
GN.OL

vant VL, multiplide par le rapport du Sinus de I'angle

NLG ou E au Sinus de l'angl. RLC ou g; enfin,

:1a force fuivant L C eft égale a la force fui-

la force fuivant C'§ eft égale a la force fuivant L C, multi-

ER. GO Dup_m-grij}}:z

& I-R 3 - i
lide par =—, d’ot1 on tire "’
P P e OL.CR
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pour la valeur de cette force fuivant CS': foit » la maffe
e (y—f)
e.(e—y)
d’olr 'on tirera la valeur de y , & par conféquent les
valeurs abfolues des forces fuivant NL, LK & NO,
qui font celles que 'on cherche,

Mais il y a ici une chofe importante a obferver, c’eft
que la force du point C fuivant C§, doit étre dans la
méme direCtion que celle fuivant laquelle les parties du
Corps CR § gliffent parallélement au plan , d’oli I'on voit
que le point L ne peur étre qulentre R & A, A érant le
point d'interfeétion des droites NC, RG , & l'expreflion

de la petite éminence C, il faut que p. m. =g.u

de la force fuivant CM, fera paurlorsp":’_*gf;ﬁ' =0,

d’olt Pon tirera la valeur de y. Si cette valeur eft plus
grande que R A4, la figure ne peut faire autre chofe que
tourncr autour du point C', qui dans chaque inftant va-
riera , & pourra étre regardé comme fixe pendant un
inftant. Si on veut que la force néceflaire pour faire mou-
voir le point € malgré la réfiftance du plan, ne foit pas
donnée , mais feulement fon rapport a la preflion de ce
point fur le plan, on prendra R L a R C dans le rapport de
la force du frottement a la force de la preflion; & on
aura par la le point L qui doit toujours étre placé entre
R & A ; finon la figure n’aura aucun Mouvement parallé-
lement au plan.
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119. Dansle cas ot le plan MCS (Fig. 38) eft par-
faitement uni, nous avons fait voir que le centre G def-
cendoit dans une ligne droite verticale. Pour favoir la
vitefle avec laquelle il defcend, il n’y a qu’a chercher
la force qui le pouffe a chaque inftant fuivant G F. Si on
nomme GF, x, & ¢ la force accélératrice du point G
pour tourner autour de C,m la maffe du Corps, on aura
1°, la force fuivant NO =¢.m (art. 111.);de plus, GF
étant donnée , on doit par la nature de la Courbe connoi-
tre GC, que jappelle X, & G P que yappelle z. La
force fuivant VR fera a la force fuivant N O :: le Si-
nus de 'angle PN G au Sinus de l'angle GV R. Donc

. .G P AN .
la force fuivant VR = © = x —, & la force fui-

vant RL = la force fuivant &V R multipliée par :—E —

@'ﬁfp — ‘:’—Z’E_{f—f Donc la force du point G fuivant
G L, eft a ]a force pour tourner autour de C:: GF: GC,
& fa force fuivant G F a la force ¢ :: CF: CG. Donc

$ .CF
Ia force fuivant GF = ¢ca

: mais la force fuivant NG

(p.m) doit étre a celle fuivant NO (¢.m)::le Sinus
de R Nk au Sinus de RNG, ceft-a-dire: Rk a CF;

; donc la force fuivant GF = 2:€F g
Rk.CQG

comme CF, CG, R k font données en «, il eft clair
qu'on

doncop =2 ;F
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qu'on aura la force initiale fuivant G F exprimée en x.

On peut employer une Méthode analogue pour trouver
la viteffe dans les inftans fuivans : mais le plus court eft de
fe fervir du principe de la confervation des forces vives.
Soit # la vitefle du centre G (Fig. 3 9) lotfqu’il a parcoura
verticalement un efpace G/ = t,/ la vitefle avec la-
quelle les particules qui font a une diftance donnée & du
centre G, tournent aurour de ce méme centre, p la pe-
fanteur , M la maffe , 4 la fomme des produits des particu-
PVa .
Mbr 7
mais ¢ eft donnée en x, & # en # & x. Donc &c.

SemonL 1B NG

120. Lorfque la figure fe meut fur un plan qui n’eft pas
uni, & que le frottement eft fuppofé proportionnel a une
partie donnée de la force comprimante, les lignes CR &
CL (Fig. 38 ) ont entr’elles un rapport conftant, par con-
féquent le centre G fe meut fur la Courbe quil décrit,
comme s'il éroit mf par une force dont la direction fit rou-
jours avec le plan M § un angle conftant.

§. 111,

Des Corps qui agiffent les uns fur les auntres par des fils ,
le long defquels ils pewvent couler librement.

ProeLEME VIIL
121. Un fil ANPM (Fig. 40) de longuenr donnée ,

érant arrére fixement en A far un plan hovizontal , & charge

R

les par leurs diftances 2 G, on aura 2p¢ = uu -
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de deux poids NL, P, dont Lun M foir attaché fixement an
fil, & Laurre P, puiffe couler le long du fil par le moyen
dun anneau, on demande le Mouvement de chacun de ces
deux Corps , en fuppofant qw'ils ayent regu Fun & Pautre
une impulfion quelconque.

Soient Pp, Mm, les deux lignes parcourues par les
Corps P, M, dans un inftanr. Ayant décrit d’un rayon ar-
bitraire conftant A N, PArc Nn, & fait an = n NV, la
queftion fe réduit a trouver la grandeur & la pofition du
coté p# qui fuit immédiatement Pp , & la pofition 2T
de l'autre partie du fil. Je fuppofe que dans linftant que
Ic Corps P parcourt p#, il eut parcouru uniformément
dans la dire&ion de Pp la ligne pp =p# 4+ #p =Pp
+7p, & que de méme le Corps M eut parcouru uni-
formément mo = mpu 4 po = Mm -4~ no. Par notre
Principe , il faut décompofer les Mouvemens pp, mo
chacun en deux autres px,p/ , & mL,mT,tels, que
par les Mouvemens p#”, mT, les Corps p, m, ne fe
nuifent point 'un a l'autre, c’eft-a-dire qu'on ait A2 4~

= Ap—+ pm, & que par les Mouvemens px, mL,
les Corps fe faffent équilibre. D’ou il s’enfuit 1°. que m L
doit étre dans le prolongement de pm ; 2°. que le Corps p
pouvant couler (Ayp.) le long du fil , il ne fauroit y avoir
d’équilibre , 2 moins que fa direétion px ne divife en
deux également I'angle Apm. 3°, Enfin, que la force
fuivant m L doit &tre a la force fuivant p x, comme le
Sinus de la moitié de l'angle Apm eft au Sinus de cet
angle entier.
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Les lignes Ap, pm, px crant donades de poficion,
on voit aflez , que {i on connoifloit la grandeur des lignes
px, 7p, le Probléme feroit réfolu, & qu’il n’y auroit
plus que le calcul a faire : or 1°. les lignes px , 7 p doivent
étre telles que les angles V. A4p & p A P foient égaux,
2°, les lignes px & wp érant données, les lignes 47
& VT font données de grandeur & de pofition, & la fom-
me de ces lignes doit étre conftante. On aura donc deux
conditions , d’ot I'on tirera deux Equations qui ferviront
a trouver px & pw. En voici Panalyfe.

Soit AN=1.Nn=dx, AP=y, PO =dy,leSi-
nus de la moitié de l'angle APM, z, enfin ¢ la lon-
gueur du fil.

1°, La différence dﬂ Pangle PAp (dx) -+ celle de

Pangle APM (-

avec pm : donc cet angle de PM avec pm = dx

2dz

Vit—zz]

) eft égale a l'angle de P M

[1«-—-11]

29, PD 8{ = ,c’eﬁ-‘a-dire les Sinus des angles p PD,
& PPD fant données par le Sinus 2 & par celui de
Iangle ApP ; je les exprime donc ainfi * ¢ (z,—if}‘")

Pg ydx jd.r
Alz,.—=),ouelz -

* Les quantités ¢, A, mifes au-devant d’une autre quantité quelconque
Marqueront toujours dans la fuite une fonéiion de cetra quantité,

Ry
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ydx - .
Donc PD:P{:'{F(Z’V[df—I—fix*]) & PD =
I_f X
PP.a(z’V[a’f—}—-j‘dx*]]'
32, PM — pm = dy &cmB—-PDzdy__;

(dase— el

V[i1—zz] 2
4°. Si on fait px = €, #p ==, on aura (arr.78.)
y R rdydx il adx 3
Pangle w A p = dx — smAp ey
Yot 2dydx adx
P/iV ou x/.fp_}.Dnnc . TR ST
edy

5°.ﬁwmy+zdy+ydx*;ﬁp=A?r-l—v,wj Syt

AV =Ap — EvV[1—=22]. Donc AV =y + 2dy

ady
V [dy* =y dx* |

+ydx —+ — 6y [1—zz]: donc en fup-

ady
i __I_}.: dxil

pofant dx conftant, on a ddy = ydx* = Vid

6°, Préfentement,on a po=2o.— PM-- TU =

(art. 76.) 2dy

V[; “]J (e—y)smo=mp

— o/ (on fuppofe que !/ eft un Arc décrit du centre =
& du rayon wu, & que MB eft perpendiculaire a pB)

e.mB

=7 Y — ,EP—WG—FH“—*,EV—GP—hg}/EI—-EK],
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Or 4 caufe de Iéquilibre , on a mx o T: 22 :: 1:

i S P.G g
VII——2z27;donc oT = e donc VT

= oV — i .donc T =c¢ — y — 2dy

s MV [1—2zz]

e, mB . pD
e (da' id 1»*"[1—2:.1) (5 _'-}' Pp e Pp

el VL 22 ] = Fe . Cette valeur de 2T

MV [1—zz]

ajoltée a la valeur de 47 trouvée ci-deflus ». 5. doit
€rre = ¢ . dela on tirera une Equation, qui, avec I'Equa-
tion A fervira a chaffer « & €.

7°. L’angle AV p = ApP — dx —ppF’, & l'angle
p VT ou p!f’a =ppo + pp¥ + po#. Or langle

an_ éclangieppﬂ_pwa-—wap_pwn
«.FPD s 22
e ; langle paro pAp == pmo = pwp

woe, ME ¢«.MB : &

[PD-]-(::-—_}').(dx+‘ﬁ§m)];l’anglcpw#eﬁégal

a I'angle Ppm, plus I'angle de 7u avec pm , & ce dernier
1dz

it g T
Vit—2zz] g Ii"-"“j'},
donc AV p 4= p¥T = ApP 4~ Ppm — dx — pp¥

: : 2 dz 2dy @
ol Lo F[I—zz]).(1+ F—JJ+I’P-~*-—J’X

R iij

angle (arr. 76.) eft = {dx <+
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.PD

[ PD 4 (¢ —y). (dx +—""— V[I_q )] —_ PP =

+ppV+ ,malsﬁpP—[—Ppm_APM+*F~[-IfHJ
1z 7 sdz 1dy

donc ‘“r[“r_::_,“ }—-(dﬂn‘-—i—m) (,__j, J’P)

-+ ——. Cette Equation combinée avec ’Equation B

ey
fervira a trouver les Equations des deux Courbes , 2 & 6
¢tant connus par le #. 6.

REmargue 1

122. Si l'on attache un fil #BC (Fig. 41) fixement
en 4 & en C, & qu'un Corps B, pefant ou non, puifle
couler librement le long dutil ABC,il eft évident que
ce Corps B décrira Ellipfe M BN, dont A & € font
les foyers. Mais je dis, de plus, quil la décrira de la
méme maniére que s'il n’¢roit pas attaché au fil , & quiil
defcendit librement dans la cavité de cette Ellipfe. Car
lors qu'il fe meut librement dans PEllipfe , la direction du
Mouvement qu’il perd a chaque inftant , eft une perpendi-
culaire a IEllipfe au point oit eft le Corps. Mais lorf-
qu'il fe meut le long du fil #BC, la direétion du Mouve-
ment qu'il perd a chaque inftant, eft la ligne B F qui divife
en deux également l'angle 4#BC, & cette ligne BF eft

comme on fait par les Setions coniques , perpendiculai-
re a PEllipfe M BV en B. Donc &ec.
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REmMmaroue IL

123. Siun il AMBNC fixe en A & en C(Fig. 42)
paffe a travers un Corps K RBG L qui puiffe couler libre-
ment dans ce fil , & que toutes les parties de ce Corps
K RBGL foient animées de vitefles telles, qu’il foit en
€quilibre, je dis que la force réfultante doit avoir pour di-
rection la ligne G R qui coupe en deux également Pangle
AGC, fait par les lignes 4 K , CL prolongées. Autre-
ment le Corps RK G, glifferoit ou vers A4 ou vers C, &
par conféquent il n'y auroit point ¢quilibre, ce qui eft
contre la {uppolfition,

Drapres cette remarque , il eft aifé dg trouver la
Courbe que décrivent les points K, L, & la vitefle de
chacun de ces points , lorfque le Corps a recu une impul-
fion quelconque. Car il y a pour chaque inftant quatre
inconnues a trouver , favoir les direftions des points K
& L, & leurs viteffes. Or il faut que ces directions &
ces vitefles foient telles, que 4K ~+ CL faffe une quan-
tit¢ conftante , aufli-bien que la diftance K L : de plus,
les forces perdues doivent étre tellement dirigées pour
chacun des points du Corps K R L, que la rélultante ait
pour direétion G R ; cette demniére condition produit deux
Equations. Car regardant la force perdue par chaque par-
ticule, comme compofée de deux autres; I'une parallé-
le, lautre perpendiculaire 8 GR, il faut que la fomme
de ces derniéres foit zero, & que la dire&ion de la force
réfultante des autres foit G R ; on aura donc en tout quatre
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Equations & quatte inconnues, & le Probléme fera ré-
folu. Je n’en donne point le calcul , parce qu'on imagine
bien qu'il eft trop long & trés-compliqué , & qu'il fuffic ici
d’en préfenter Iefprit.

SCOLIE GENERAL.

124. Je ne finirai point cette matiére , fans faire ici
une obfervation affez importante fur la folution des Pro-
blémes , dans lefquels on fuppofe que les Corps fe tien-
nent par des fils. Comme les fils font fuppofés inextenfi-
bies , les Corps ne peuvent jamais fe trouver a une diftan-
ce I'un de l'autre, plus grande que la longueur qui les f¢-
pare ; mais rien n'empéche qu’ils ne puiffent fe trouver
a une diftance plus petite que cette méme longueur. Ainfi,
deux Corps érant, par exemple , attachés aux deux extré-
mités d'un fil, i on leur donnoit des Mouvemens tels,
quils puffent fuivre ces Mouvemens fans que le fil s’al-
longeat , il eft évident qu’ils fuivroient ces Mouvemens
précifément de la méme maniére , que s’ils éroient libres ,
& qu’il n’y auroit alors aucun Probléme a réfoudre. Aufli
ne pourroit-on pas appliquer a ces fortes de cas le Princi-
pe général donr nous nous fommes fervis jufquici: car i
on vouloit faire ufage de ce Principe , on trouveroit que
les Mouvemens par lefquels les Corps devroient fe faire
équilibre, au lieu de tendre a allonger le fil, tendroient
au contraire 3 en rapprocher les extrémités; & qu’ainfi,
puifque le fil ne fait aucune réfiftance a ce dernier effort,
ces Mouvemens ne pourroient étre détruits.

En



DE DYNAMIOUE. 137

En général, quand les Corps fe tiennent par des fils,
le moyen de s‘affurer fi les fils doivent refter toujours ten-
dus, c’eft de voir fi en les fuppofant tels , les forces qui
doivent faire équilibre , ont des diretions qui tendent a
allonger le fil. Si cela eft, on aura eu raifon de fuppo-
fer que les fils ne fe plioient point ; finon les Corps fe-
ront mis précifément comme §’ils éroient libres , & qu'ils
ne fuflent pas joints enfemble. On n’a pas befoin de pren-
dre toutes ces précautions, quand les Corps fe tiennent
par des verges inflexibles auxquelles ils font fixement arta-
chés. Car leur diftance eft toujours néceflairement égale
a la longueur de la verge qui les fépare, & ne peut étre
ni plus grande ni plus petite. Aufli la remarque que nous
venons de faire fur le cas ou les Corps fe tiennent par
des fils feroit inutile , fi au lieu d’étre joints par des
fils , ils Iéroient par des verges inflexibles unies enfem-
ble par des charniéres. Il y a, au refte , une analogie
parfaite entre ce detnier cas & celui des fils. Car, quand
les Mouvemens imprimés a des Corps unis par des fils
{ont tels, que les fils par leur inextenfibilité puiffent les
altérer , il arrive précifément a ces Mouvemens le mé-
me changement, que fi les fils éroient des verges infle-
xibles jointes enfemble par des charniéres.
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4 Y.
Des Corps qui [¢ pouffent ou qui f¢ choquent,

ProsLexne. IX.

125. Un Corps dont la maffe eff m, & la viteffe u fé
mounvant [ur une méme ligne avee un autre Corps dont la
mafle et M & la vitefJe U , trouver la wviteffe de ces Corps
apres le choc.

Soit v la viteffe da premier Corps apres le choc, ¥
celle du fecond:on fera (art. 23) s =v 42 — v &
U=V 4 U — V. 1l faut par notre Principe, que = v
&quem(uw—v)4 M(U—=7v) =0, Doncv ou¥
i mm Shae

M—t=-m -
COROLLAIRE,

126. Siun Corps M de maffe quelconque animé d'une
vitefle donnée U eft choqué par un Corps m infiniment
petit , dont la vitefle foit #, il recevra par ce choc une
quantité de Mouvement ==a m (# —U), & fi  eft infi-
niment plus grande que U, la quantit¢é de Mouvement
quil recevra fera égale a3 mu, ceft-d-dire a la quantité
de Mouvement du Corps choquant. On voit par-la, que
quand le Mouvement d’'un Corps eft accéléré ou retardé
par une puiflance impulfive , dont il recoit , pour 7° ii
dire, a chaque inftant des coups réitérés ; la quantité de
Mouvement que le Corps perd ou gagne a chaque inf-
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tant, ne doit érre regardée comme proportionnelle 2 la
puiffance impulfive , qu’en regardant certe puiffance com-
me une mafle infiniment petite , animée d’une vitefle in-
finie par rapport a la viteffe du Corps pouflé. En ce cas,
Peffet de cette puiffance eft toujours le méme , {oit que le
Corps fe meuve ou qu'il foit en repos.

RemAaroUvE

127. Cleft ici le lieu de prouver C€ que nous avons
avancé plus haut, (arr. 19.) que le Principe des forces
accélératrices proportionnelles a 'Elément de la vitefle,
ne doit point éwre employé pour déterminer les Mou-
vemens qui réfultent de I'impulfion. En effet, fuppofons,
par exemple , quun Corps vienne en choquer un autre en
repos, la quantité de Mouvement gagnée par le choqué,

mu M
M = i

fera . 11 faudroit donc que la caufe produdlrice de

WAL L] M -
ce Mouvement fiit proportionnelle a ; ’:ﬂ. Mais 1°,

comment peut-on prouver que la caufe motrice du Corps
bl
M =
fon&ion quelconque des grandeurs M, m , #? Ne feroit-il
pas méme affez naturel de penfer que m# pourroit étre
rgardé comme proportionnelle a la caufe motrice, ce
qui ne manqueroit pas d’induire en erreur , puifque la
quantité de Mouvement du Corps M n’eft point com-
S i)

M eft proportionnelle

, plurét qu'a une autre
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me mu, toutes chofes d’ailleurs égales. 2°. Quand on

Mma
M—A=-m?

fauroit que la caufe motrice eft proportionnelle a

on ne pourroit en conclure rien autre chofe, finon que
la quantité de Mouvement du Corps M regardée com-

Mme

: ; ; :
me fon effet, feroit proportionnelle a e fans favoir

fi clle feroit précifément cette quantité méme. Il faut
donc néceflairement employer d’autres Principes, pour
déterminer la quantité abfolue de Mouvement du Corps

14
choque, Lok M M E IX

128. Soit fur un plan QR un Corps AK QR (Fig. 43)
de figure quelconque , qui puiffe gliffer librement fur ce plan
de Q vers R, ou de R wers Q, & foit un Corps quelconque
M, placé fur KQ en tel endroit qwon voudra ; fuppofins
que le Corps AK QR air fuivant RQ une vitefJe quelcon-
que y & que le Corps M ait une wviteffe & une direclion telle
gu'il faffe equilibre au Corps AK QR :Je dis que cela
ne peut arriver 1°. que MO perpendiculaire & K 0 ne
foic la diretion du Corps M. 2°. Que la force du Corps
M fuivant MO, & la force du Corps 4K O R fuivant
R O, ne fe réduifent a une feule force dont la diretion
foit perpendiculaire au plan O R,

COROLLAIRE,

129. Donc la force du Corps M doit étre a celle
du Corps /K OR, comme GL eft a LS.
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B O T E

130. La dig&ion de la force réfultante de celles des
deux Corps, doic étre nonfeulement perpendiculaire au
plan, mais paffer par la bafe @ R. Do I'on voit que
fi on mene par le centre de gravité de la figure 4K O R
une droite waralléle 2 O R, cette droite doir couper la
lign VIO en un point, d’'oit Pon puiffe mener une per-
pend: culaire qui tombe fur O R.

A
PROBLEME X,

131. Suppofant le Corps M animé dune force accéléra-
trice qrelconque perpendiculaire @ la bafe QR , & le vefle
comme aans le Lemme précedent , on demande le Mouvement
du Corps M & de la figure.

Soient A B, BE (Fig. 44 ) deux cotés confécutifs de
la figure, tels que #B = B/, & fuppofons que tandis
que le Corps M parcourt 4B, la figure ait parcouru
A a; enforte que les cotés A B, BE foient parvenus dans
la fituation ¢B, BD :foit ae = Aa, Bb= 4B, &
enfin la ligne b &', celle que le Corps M parcourroit en
vertu de fa force accélératrice : les lignes 2« , B feroient
celles que les deux Corps parcourroient dans linftant
fuivant, fans lear aCtion mutuelle. Au lieu de ces lignes ils
p- courront , l'un, la ligne Aa, lautre, la ligne Bz,
terminée par le coté bz paralléle a Bd ; & il faut par
notre Principe , que la mafle du Corps M animée de la

S iij
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vitefle d'z faffe équilibre a la maffe m de la figure, ani-
mée de la vitefle az. D’on il Senfuir, qu, £z doit érre
perpendiculaire a bz, & quem.aa: M, 24 :: ib:2d.
donc m. a8 = M .ib. mais ib = k2 — by —az
& aa=d(«a).donc {i on nomme Aa,du ,BK, dy,
onawramddu=—=Mddy — Mddu,ouddu .( M~ m)
= Maddy. Equation générale & fort fimple pour trouver
le Mouvement des deux Corps, quelle que foit la force
accélérarrice qui agiffe fur le Corps M, pourvii que ~erte
force foit toujours perpendiculaire a O R.

S cwotTE LK

132. Les Conftantes qu'il faut ajoditer dans intégra-
tion de 'Equation Mddy = (M~m).dds aépendent
du premier dy & du premier d# , qu’il eft tovjours fa-
cile de trouver. Par exemple, fi la direftion du Mou-
vement du Corps AM en A4 (Fig. 45) eft fuivant la
Tangente de la Courbe 4B en A ; il faudra tirer la

PN M

Tangente AP, & prendre A0 = —

our avoir
—+-m P

le point O ol la figure fe trouvera , lorfque le Corps M

fera en V.
Si le Corps M agit par fa feule force accélératrice

fans aucune impulfion primitive , il faudra tirer 40 per-

pendiculaire 3 BD, & prendre 40 = 1‘;;%_;-;1_

Au refte, il eft clair par lart. 70. que dans ce der.
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nier cas, le centre de gravité commun des deux Corps
defcend dans une ligne droite verticale.

S a L 1r Il

133. On pourroit donner plulicurs autres folutions de
ce Probléme, qui toutes fe terminent a donner 'Equa-
tion Mddy = (M —~4m).ddu: yai préferé la folution
qu'on vient de voir a toutes les autres, parce qu'elle eft
extrémement f{imple.

Tous les Problémes analogues a celui-ci qu'on pourra
propofer , fe réfoudront roujours par I'application de no-
tre Principe , & il n’y aura de difliculté que dans le
calcul. ‘

Eoewom! B X o

13 4. Soient deux Spheres G, C, mues fuivant GB, CD,
(Fig. 46 ) avec des wvire[Jes qui [oient repréfentées par les li-
gnes infiniment petites GB, CD ; il eft clair que i DB=CG,
c'efl-a-dire i DE =BY , les Mouvemens de ces deux Sphe-
res ne, fé nuiront point Fun a Fautre ; d’ou il s’enfuit qu'en
général , pour que ces Spheres ne fe nuifent point, il
faut dans chacune que la viteffe du point touchant A fui-
vant la perpendiculaire CA4G aux deux Corps , foit la
réime de part & dautre.,

COROLLAIRE

135. Sideux Corps de figure quelconque fe touchent,
alors en regardant comme une petite furface Spherique
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leur point d’attouchement commun, on verra que poutf
que ces deux Corps ne fe nuifent point, la vitefle du point
d’attouchement eftimée fuivant une perpendiculaire aux
deux furfaces en ce point , doit étre Ia méme pour chacun

d’eux.
L Brar. ok eodh,

136. Si tant de Corps qu on voudra viennent fe choquer
de maniére , qu'en les fuppofant parfaitement durs & fans
veffort , ils demeurent tous en rvepos apres le choc ; je dis que
Sils font a reffort parfait,ils rvetourneront en arriéve chacun
avee la viteffe qu'il avoit avant le choe. Car I'effer du reffort
eft de reftituer en fens contraire a chaque Corps le Mou-
vement qu'il a perdu par P'attion des autres.

CoRsont,

137. Donc, fi tant de Corps durs qu’on voudra fe cho-
quent A la fois, & que a, b &ec. foient leurs vitefles avant
le choc, qui foient changées apres le choc en a, b &ec.
alors regardant les vitefles 2, & &c. comme compofées
des vitefles a, 23 b, €; les vitefles de ces mémes Corps
apres le choc, feront compofées des viteffes a, — a;
b,—¢; &c.

Nous ne parlerons donc dans les Problémes fu. .
que du choc des Corps durs , puifqu’on en déduic w.-
fément les loix du Mouvement des Corps Elaftiques.

Je n’examine pointicis’il y a des Corps parfaitement

durs,
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durs, c’eft une queftion qui appartient plutt 4 la Phyfique
qua la Mécanique , & je ne fuppofe ici des Corps parfai-
tement durs , que comme on fuppofe d’ordinaire dans la
Mccanique des Leviers inflexibles, des Machines fans
frottement &c. Je fuppofe auflli comme une verité d’Ex-
perience , que le refforr rend a chaque Corps en fens
contraire ce quil a perdu de Mouvement par le choc,
fans examiner de quelle maniére fe fait cette reftitution.

Comme il eft affez bien prouvé que les Corps i reffort
s'applatiffent & fe compriment par le choc, pour fe ré-
tablir enfuite dans leur premiére figure , on pourroit croire
que ce neft pas le véritable moyen de trouver les loix
du Mouvement de ces Corps, que de les fuppofer in-
compreflibles , comme nous faifons ici ; & il eft vrai
que cette circonftance de plus ou de moins doit apporter a
ces loix beaucoup de changement, comme nous le fe-
rons voir plus bas. Quoi qu’il en foit , nous pouvons fup-
pofer Zu moins, que les Corps changent tres-peu de figu-
re, & que la compreflion aufli-bien que la reftitution fe
fait dans un tems trés-petit; en ce cas, le Mouvement apres
le choc fera fenfiblement le méme , que f{i on confidé-
roit les Corps comme incompreffibles. On réfoudroit
ces Problémes exa&tement , {i on favoit fuivant quelle
loi Iz figure du Corps change par la compreflion ; mais
on n¢ peut faire fur cela que des hypothefes.

PrRoeLEME XL

138, Suppofons qwun Corps A ( Fig. 47 ) en vienne
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choguer un autre BOQ enrepos , fuivant une divection A C
qui ne paffe pas par le centre de gravite M du Corps cho-
qué 5 on demande le Monvement de ces deux Corps apres
le choc.

Quelque Mouvement que prenne le Corps BOQ , il eft
certain (art. 64) que fon centre M ira toujours en ligne
droite apres le choc, tandis que toutes fes parties tour-
neront autour de ce méme centre. Il faut, de plus, pax
notre Principe , que {i on imprimoit a ce Corps un Mou-
vement contraire a celui quiil a recu par le choc, il fit
équilibre avec le Corps A animé du Mouvement quil a
perdu par le choc.

C’eft une propofition aifée a démontrer , que file cen-
tre de gravité M d’'un Corps fe meut fuivant une direc-
tion quelconque , & que ce Corps tourne en méme tems
autour de fon centre,la dire&ion de la force réfultante
fera paralléle a la dire&tion du centre de grayité, Or la
dire&tion de cette force ne peut ici étre autre que la li-
gne C A perpendiculaire 3 I'endroit du contaét: donc le
Mouvement du centre M doit étre paralléle & CA. De
plus, la viteffe de rotation doit étre telle , qu’étant com-
binée avec le Mouvement du centre M, les Corps ne fe
nuifent point, ceft-a-dire qu'ils ayent dans le méme fens
une vitefle égale. Or abaiffant la perpendiculaire M NV
fur CA, il eft aifé de voir que le Mouvement du point
touchant A fuivant ANV , eft égal au Mouvement uu
point V. La difficulté fe réduit donc a trouver la viteffe du
point M, & la viteffe de rotation du point 2V,
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- Soit # layitefle du Corps A avant le choc, u fa viteffe
apres le choc, « la vitefle de M, v la viteffe de rotation
du point V, on aura 1°. 2 4~ v==u. De plus, la force ré-
fultante des Mouvemens des parties du Corps M en fens
contraire , doit étre égale a A . (# —u); or cette force
doit étre = a M . « , & avoir pour direttion la ligne CA4;
onadonc2°. M.a=A.(#~u): 3° {i on nomme p

la fomme des produits des parties du Corps A par le

quarré de leurs diftances a M, on aura :TL= M.a. MN.

ces trois Equations ferviront a trouver les inconnues « ,

v, u; Ce 0. F. Trouver.
ProsreEmEe XIL

139. Deux Corps [pheriques A , a , (Fig. 48 ) attaches
aux verges CA , Ca, fixes en C & en c, fe¢ choquant avec
des wvitelfes données o trowver leurs viteffes apres le choc 5 on
fuppofé qid avant le choc ils vont tous deux dun méme core.

Soient # , v, les vitefles des centres A4, 4, avant le
choc, u, v, les vitefles de ces mémes centres apres le
choc. Par notre Principe, il faut que ces vitefles u, v
foient telles , que les deux Corps ne fe nuifent point, & que
{i leurs centres avoient les vitefles # — u, v — v, les deux
Corps fe fiffent équilibre , c’eft-a-dire que les points A4, 4,

_€rapt animés des vitefles # —u, v — v, il faut que la
«xorce du Corps 4 regardée comme réunie en A , & agif-
fant fuivant A4 4, foit égale a la force du Corps a regardée
comme rcunie en a , & agiffant fuivant a 4.
T i
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Si on mene les perpendiculaires CG , cg 2 Aa, la

L J i - C G w
premiére de ces deux conditions donne uﬂﬁ — :‘g .De
£

plus, fi on nomme F la fomme des produits des parti-
cules du Corps A par le quarré de leurs diftances a C,
& f la quantité analogue a celle-1a pour le Corps 4, la
F.(u—1u) fo(v—v)
HEe e

c.ca ac.cg

feconde condition donnera =0.

de ces deux Equations , on tirera la valeur de u & celle
de v.
Cororn 'L

140. Siles Corps font Elaftiques , leurs viteffes aprés
le choc feront (art. 137.) u -i-u--n&v-l- v—u.la

fomme des forces vives apres le choc, fera — (2u—u#)"

f Fuua f -I-f -
+a.-:=( L few ) .,“;:'-]q.wc’ AC‘(u )+.u‘
(vv — vwv). Mais fi on multiplie le premier de ces deux

. cAd CG £a .':g
derniers termes pat = M=ty Iautre par —x =, ce

qui ne change point leur valeur, on verra qu’?s. caufe
deu.CG: v,:g’ & de F.{ﬁ—u)+f. (v—v) L 1 fE: q£

cAd ca AC.CG &c.cg
truifent mutuellement. Donc la fomme des forces vives.:
F
apres le choc =—=2 fw

T e
forces vives avant & apres le choc, eft la méme.
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141. Si les lignes CA, ca font paralléles dans I'inf-
fant du choc, il faudra faire CG=CA;cpg=ca, & le
refte comme ci-deffus. Ce dernier cas a été réfolu par M.
Jean Bernoulli le fils, dans le Tom. 7. des Mémoires de
Peter(bourg , en fuppofant les Corps Elaftiques. Nos deux
folutions font fort différentes , quant 3 la Méthode &
quant au réfultat, Car dans le Mémoire de M. Bernoulli,
les viteffes apres le choc font exprimées par des quan~
tités radicales ; ici on peut saffurer aifément qu’il n’y aura
point de radicaux : les quantités F, £, les feules qui puf-
fent faire entrer des radicaux dans 'expreffion des vitel-
fes , n'en contiennent point , puifqu'en nommant 4,¢€
les rayons des Spheres 4, a, CN,a,cn,, on trouve

F—(aa~+23b+ 2 b0). A8 f=(a’ 206+ L €6) . a.

Mais outre que la folution de M. Bernonlli n’eft pas
dire&e , étant appuyée fur le Principe de la conferva-
tion des forces vives , cette {olution eft fondée encore
fur un autre Principe que je ne crois pas vrai. Ce Principe
conlfifte a regarder le Corps A4 mu par la verge infléxible
C A , comme fi toutes fes parties fe mouvoient d'un Mou-
vement égal a celui du centre 4, & qu’en méme tems
1= Corps A tournat fur fon centre avec un Mouvement
angulaire égal & celui de la verge. En conféquence la
force du Corps A eft la méme felon lui, que s'il n’étoit

point attaché a la verge, & que toutes fes parties euf-
| T iij
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fent une viteffe égale a celle de fon centre , fans aucune
rotation ; ce qui me paroit contraire aux loix de la Mé-
canique. M. Bernoulli fe contente de faire voir arr. XV.
de fon Mémoire, que dans 'un & lautre cas la quantité
de Mouvement eft la méme , foit que le Corps tourne au-
tour de C, ou que toutes {es parties fe meuvent avec une
vitefle égale a celle du centre A4, ce qu'on ne peut lui
contefter. Mais dans une Sphere qui tourne autour d’un
point fixe, la quantité¢ de Mouvement & la force ne font
pas la méme chofe: il faut avoir égard de plus au bras
de Levier par lequel chaque particule agit ; c’eft la fom-
me des produits de chaque Elément par fa viteffe & par
fa diftance au point fixe , qui fait la force , & non pas feu-
lement la fomme des produits de chaque Elément par

fa vitefle. -
ProesreEenre XIIL

142. Deux Corps A, B, (Fig. 49) atvachés aux fils
CA, GB fixesen C & en G, venant a fé choguer , trouver
leurs Monvemens apres le choc.

Soit # la vitefle du point A avant le choc pour tour-
ner autour de C, laquelle vitefle et commune a toutes
les parties du Corps A4 , foit outre cela v la viteff= du
centre de gravité du Corps 4 avant le choc, pour tour-
ner autour du point par o le Corps eft fufpendu. Soient
de méme U & /7 les vitefles qui dans le Corps B avant
le choc font analogues & # & v : qu'enfin ces vitefles
apres le choc foient changées en u & v, U & V, qui
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doivent étre telles, que les Corps A4, B aillent de com-
pagnie fans fe nuire l'inftant d’aprés le choc, & que s'ils
n'avoient que les vitefles # —u, v —v; U—U, 7 —V;
ils fe fiffent équilibre.

- Toutes les parties du Corps A4 (Fig. o) étant conli-
dérées comme animées de la vitefle # — u, on peut ré-
duire tous leurs Mouvemens a une feule force, dont la
diretion OK paffera par le centre de gravité du Corps
A , & fera perpendiculaire a CA4 prolongée vers L.
De plus le centre de gravité du Corps A4 érant animé
de la vitefle v — v pour tourner autour de .4, on trou-
vera (art. 112.) fans connoitre la valeur de v -~ v, la
direction VO de la force réfultante. La force fuivant O P
que je fuppofe réfulter des forces fuivant 0K, VO, doit
s anéantir : elle doit donc étre telle, qu'on puiffe la dc-
compofer en deux autres, I'une fuivant PL dans la di-
rection de C.A, lautre fuivant Pa perpendiculaire en a
a l'endroit <u conta& des deux Corps. Or comme la
pofition des points P, O, eft donnée, par les lignes a P,
CA, NO, KO, toutes données de pofition ; il s’enfuit
que la dire&tion O P de la force réfultante des forces fui-
vant 0 K & NO eft aufli donnée , & qu’ainfi le rapport
de ces forces fuivant OK & NO eft donné. Mais en
nommant » la maffe du Corps A4, onala force {uivant
NK=m.(u—nu), & celle fuivant NO=m.(v—v).
Donc le rapport de # —u a v — v eft donné: on trou-
vera par un raifonnement femblable, que le rapport de

U—Ual —V eft donné pour P'autre Corps. On pourra



152 T RAyIeT E

donc des quatre inconnues u, v, U & V en chaffer deux.
On a, de plus, deux autres conditions a remplir, favoir
que la force fuivant Pa foit égale a celle qui agit pour
'autre Corps en fens contraire , & que, de plus, ces deux
Corps aillent de compagnie linftant d’aprés le choc,
c’eft-a-dire que la vitefle du point touchant 4 fuivant Pa,
foit la méme pour Pun & pour Pautre : ces deux condi-
tions donneront deux autres Equations qui ferviront a trou-
ver les deux inconnues reftantes , & ces Equations ne paf-
feront jamais le premier degré.

D’un Corps qui en choque plufieurs autres a la fois,
ProsremEe XIV.
143. Suppofons gu’un Corps [pherique A , (Fig. s1) mit

[faivant une ligne donnce A Q avec une wvitefle donnée , ren-
contre d la fois les deux Corps en repos B, C, on demande
les divections & les vite[Jes de ces trois Corps apres le choc.
Soit AN = # la vitefle du Corps A avant le choc,
AR, fa diretion cherchée apres le choc, & AU =
fa vitefle aufli apres le choc; BZ, CX des vitefles que
recoivent les Corps B, C, (on fuppofe que toutes ces
lignes AN, AV ,BZ, CX qui repréfentent des vitefles,
font infiniment petites. )
~ Laviteffe BZ du Corps B, & la vitefle 47 du Cory:
A, doivent €tre telles, (art. 134.) que Z = AB. De
méme la vitefle CX du Corps C, & la vitefle 47 du
Corps A doivent étre telles, que X= AC. De plus,
{i
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fi dans l'inftant du choc, on fuppofe le Corps 4 animé
des Mouvemens A7, ¥ N,ou AV, Ap; & les Corps
B, C,animés des Mouvemens égaux & contraires B.7,
Bz; CX,Cx; il faur par notre Principe, que les Corps
A, B, C,animés des Mouvemens Ap,Bz,Cx, fe fal
fent équilibre.

Soient les données 4 Q =a, 0S=T, OF=T,
& les inconnues QR =t, AV = v;on aura (en me-

mant RO perpendiculaire 3 45 & Ro 4 AT) ==

AKX
A (T—=1).4 e L (T2).a !
VIa*=T:].v [ateg=r3]? AR~ V' [a* ~=T2].V [a* 4 2]

de plus, 2 caufe de ¥ Z = A B, on aura BZ = AV .40

AR

Vst 41T2] (T—1).T
V [a® 4=12] V[ ==T2] .V [a% ==:2]
vera par un raifonnement femblable
i Via®*=}-T2] (T4=¢).T !
CX_v(P’[a*—!—-:*j vgs*+T*].f[a=+rth'
Mais {i on mene du point /” la perpendiculaire 7P fut

AN, on aura, i caufe de I'équilibre , 4. PN—=B. 2242

= U ( ). On trou-

. g CX. A9 _Ek.BZ.3S C.CX : 8T

smettant dans ces Equations au lieu des lignes qui y en-
trent, leurs valeurs analyriques, on parviendra a détermi-
ner # & t; & on verra, {i 'on veut en faire le calcul , qu’il
n’y a jamais que des Equations lineaires a réfoudre.

v
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ReEmarouEe L

144. Je ne m'¢tends pas davantage fur la folution de
ce Probléme , & je ne cherche pas méme a la fimplifier,
parce que 'on en trouve une trés-belle folution dans le
nouvel Cuvrage de M. Mac-Laurin. On peut, au refte ,
par notre Principe , trouver les loix du choc quand
une boule en rencontre 1 la fois tant qu'on voudra ; pro-
bléme qui a été réfolu par M. Jean Bernoulli , mais par
le Principe de la confervation des forces vives , & feule-
ment pour le cas ou les boules choquées font égales &
difpofées femblablement de part & d’autre de la direc-
tion de la boule choquante. M. Bowguer a aufli réfolu
ce Probléme pour ce dernier cas feulement ( Journ. des
Sav. Avr. 1728) mais fans y employer le Principe de
la confervation des forces vives. M. Bernoulli dans fa pié-
ce fur le Mouvement , a tiré de la folution qu’il a donnée
un grand nombre de tres-belles conféquences fur le Mou-
vement des Corps dans les Fluides. 11 y a entr’autres plu-
fieurs Theorémes qu’il n'a pas démontrés , & qui pourront
trouver leur place dans un Traité fur les Fluides , que
jefpere donner apres celui-ci.

Remaroue IL
145. Au refte , quand on fait attention a la Nature

du Probléme général des Corps qui fe choquent plufieurs
a la fois, avec des vitefles & des dire&tions données, on
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peut rencontrer dans le dérail plufieurs difficultds qu'il et
bon PYéclaircir ici, & qui pourront nous donner lieu de
faire fur les loix du choc des Corps , quelques obfervations
nouvelles.

Suppofons , par exemple, qu'une boule A4 (Fig. 52)
mue fuivant A4 L, rencontre a la fois les boules C, D,
E, F femblablement fituées de part & dautre de la li-
gne AL ;que les boules F, E foient en repos, & que
les boules C, D, ayent parallélement a 4 L une viteffe
¢gale a celle du Corps A; il eft évident que le Corps
A n’aura aucune aétion fur les boules C& D, & que tout
fe paffera de la méme maniére, que fi le Corps A4 ne
touchoit que les boules E, F. Mais {i les boules C, D
avoient une vitefle moindre que celle du Corps A fui-
vant A L ; alors le Corps A auroit de l'a&ion fur ces
boules , & il paroit d’abord qu’il doit communiquer du
Mouvement a toutes les quatre,

Cependant voici une difficulté. Suppofons que la vi-
tefle des boules C & D avant le choc, ne foit que de
tres-peu moindre que la vitefle du Corps A : fielle n'eft
que tres-peu augmentée apres le choc, alors, comme
les boules 4, C, D, doivent aller de compagnie, la
vitefle de la boule A ne fera que tres-peu diminuée ; de

us, les boules F, E devant aller aufli de compagnie

.vec la boule A, auront une vitefle qui fera a la vitefl:

du Corps A apres le choc, comme le Cofinus de Pan-

gle B A F au Sinus toral , & qui par conféquent fera com-

me infiniment plus grande que la vitefle perdue par le
V ij
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Corps A. Mais par notre Principe , le Corps A animd
de la viteffe quil a perdue , doit faire équilibre aux C ' Zos
E,F,C, D, animés en fens contraire de ce qu’ils ont
gagné de vitefles ; or la vitefle perdue par le Corps A4
érant (hyp.) trcs-petite , ne fauroit faire équilibre aux vi-
tefles finies des Corps E, F. Donc la vitefie des boules
C, D, ne fauroit étre de trés-peu augmentée. Mais d’un
autre coté fileur vitefle eft augmentée d’vne quantité qui
ne foit pas rrés-petite , alors elles ne pourront aller de com-
pagnie avec le Corps A4, dont la vitefle doit néceffaire-
ment étre diminuée.

~ On rencontre une nouvelle difficulté dans I'applica-
tion du calcul & ce Probléme. Car on trouve tres-aifé-
ment les expreflions des vitefles des cing Corps aprés
le choc, quoique fuivant la remarque que nous venons
de faire, il ne paroiffe pas quil doive étre facile de les
trouver. Cependant le calcul eft fondé expreffément fur
les deux conditions, que les cing Corps aillent de com-
pagnie apres le choc , & quanimés en fens contraire
de ce qu'ils ont perdu ou gagné de vitefle, ils fe faflent
¢quilibre,

Mais fi on examine de quelle maniére le calcul fa-
tisfait a ces conditions, on verra que de la facon dont
il les exprime, elles ne saccordent pas toujours avec
nature du Probléme , & peuvent méme conduire a un:
fauffe folution, fi on ne les applique comme il faut a la
queftion propofée. Pour que les Corps, par exemple, ail-
lent de compagnie apres le choc, il faur que les vireffes
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de ces Corps eftimées fuivant une perpendiculaire & I'en-
droi lu conraét, foient égales entr’elles, condition que
le calcul exprime. Mais il faut, de plus, que ces vitefles
foient dans le méme fens ou dans des fens différens, felon
Pexigence du cas : condition que le calcul n’exprime
point, & ne peut exprimer. De méme, pour quiil y ait
¢quilibre entre les Corps rouchans F, C, D, E & le Corps
A, il ne fufhit pas que la fomme des Mouvemens de
méme part foit = 0, ce qui eft la feule chofe que le calcul
exprime ; il faur encore que les Mouvemens faifans équi-
libre, foient dirigés fuivant AB,FA,CA, DA, EA.
Comme le calcul ne peut exprimer ces conditions,
ce n'eft qu'apres avoir trouvé les valeurs & les direc-
tions des inconnues , qu'on peut voir fi ces conditions
font remplies, Si toutes les conditions ne font pas rem-
plies, comme il arrive dans le cas dont il s'agit ici, c’eft
une marque qu’il y a de certains Corps dans le fyftéme
qui ne fouffrent rien de I'attion des autres, & dont les
Mouvemens ne recoivent aucun changement. Ainfi dans
le cas préfent, quoique les Corps C & D ayent une vitef-
fe moindre que la vitefle du choquant A4 , néanmoins ces
Corps C & D ne recevront aucun changement , & tout
fe paflera de la méme manidre, que fi le Corps A cho-
quoit les deux Corps E, F,feuls. En effet, les Corps C
% 1 ne peuvent diminuer de vitefle par la rencontre du
Corps A :ils ne peavent non plus recevoir de viteffe par
Paétion du Corps A ; car comme on la vu ci-deflus, ces

Corps ne peuvent aller de compagnie avec le Corps 4
V i
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apres le choc. Or il n’y aura point d’action entre les Corps
A,C, D, s'ils ne vont pas de compagnie apres le ~hne
En effet, quand il vy a aftion entre deux Corps, leurs
Mouvemens peuvent toujours fe réduire a des Mouve-
mens dans le méme fens pour chacun , par lefquels ils
ne fe nuifent point, & a des Mouvemens contraires qui
fe déeruifent. Or les Mouvemens contraires ne peuvent
fc détraire , que les Mouvemens dans le méme fens ne
foient égaux. Car fi le premier Corps alloit plus vite que
le fecond, il n’y auroit entre I'un & l'autre aucune ac-
tion mutuelle poffible.

REMAaROU R TIL

146. Il n’en eft pas de méme, lorfque les Corps A4, C,
D, E, F font des Corps a reflort. La vitefle du Corps .4
ne diminue que petit a petit & par des degrés infen(i-
bles , ainfi il ne peut manquer d’agir fur les Corps C, D,
& par conféquent il doit néceflairement altérer leurs
Mouvemens. C'eft pourquoi il faut bien fe garder, pour
trouver dans ce cas-la les viteffes apres le choc, de fe
fervir de la regle que nous avons donnée art. 137.

Cette réflexion m’en a fait faire une autre, c’eft que
pour les loix du choc des Corps a reffort qui fe rencon-
trent plufieurs a la fois , cette méme regle peut étre fou-
vent treés-fautive.

Suppofons , par exemple, les cinq Corps 4, F, £,
C, D, (Fig. 52) a reffort parfair, il fe fait dans l'inf
tant du choc une compreflion dans chacun de ces Corps,
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telle que le Corps choqué recoit a chaque inftant en ar-
riérg > Qwivant chacune des dire&tions FA4,CA, DA, EA
une juantité de Mouvement infiniment petite , égale
celle que les Corps F, C, D, E recoivent en avant :
ces Corps s'applatiffent ain(i de plus en plus , jufqu'a ce
qu’enfin ils puiffent aller de compagnie avec des vitef-
fes , qui foient égales dans le méme fens, pour lors ils
commencent a fe rérablir peu a peu, & perdent ou ga-
gnent de nouveau des quantités de Mouvement égales a
celles qu’ils ont déja perdu ou gagné.

Mais comme nous ignorons entiérement fuivant quelle
loi le reffort produit 'accélération dans les Corps, nous
ne pouvons favoir {i les cing Corps ceflent d’étre com-
primés tous cing au méme inftant ; & (i, par exemple,
les Corps C & D ne commencent pas a fe rérablir, quoi-
que les Corps E , F ne foient pas encore entiérement
comprimés. En ce cas, les cing Corps n’iroient point
de compagnie apres le choc , en fuppofant méme que
le reffort ne les rérablit pas dans leur premier état. Or fi
cela éroit , il ne faudroit plus pour trouver le Mouvement
des cing Corps apres le choc, fe fervir de la Méthode
de Zart. 137, en regardant d’abord les cing Corps com-
me durs ; car cette Méthode fuppofe formellement, que
les cinq Corps (abftradtion faite de leur reflort) aillent
w¢ compagnie apres le choc.

Une raifon qui donne lieu de douter que la compref-
{ion finiffe dans le méme inftant pour tous les cing Corps,
c’eft qu'il y a néceflairement des cas ol cela ne peut at-



160 T Rid Il &

river , comme quand les Corps € & D font fuppofés avoir
une vitefle paralléle a AL, & qui foit de trés-pen
dre que celle du Corps A fuivant A L.

S’il y a des cas ot la compreflion des cing Corps puif-
fe finir en méme tems , on congoit qu’en changeant quel-
ques circonftances , alors la compreflion pourra ne pas
finir dans le méme tems ; par exemple, i la boule A ren-
contre quatre boules C, D, E, F, égales, & en repos, &
que la compreflion dans ce cas-la finiffe au méme inf~
tant pour toutes les boules (e qui ne peut pourtant étre
prouvé) on congoit qu'en augmentant la maffe des deux
boules C & D, il pourra fe faire que ces deux boules
achevent d’étre comprimées avant les deux boules E , F,
ou ne le foient qu'apres. Il eft donc abfolument nécef-
faire de chercher comment il faut s’y prendre dans ce cas,
pour avoir les loix du choc. Ceft ce qu'on va voir dans

Particle fuivant.

Du choc des Corps a reffore qui [é vencontrent plufieurs
a la fois.

147. Je regarde avec plufieurs Auteurs deus Corps
A, B, A reffort qui fe choquent, (Fig. 3. §4) comme
s'ils éroient réduits a leurs centres de gravité A4, B, &
quil y eut un reflort placé entre deux, capable de con-
tration & de dilatation , ce qui repréfente la compreffio.
& reftitution fucceflive des deux Corps. De plus, com-
me la compref(lion fe fait en fort peu de tems, jimagi-
ne que ce reflort ne fe dilate & ne fe contracte pas beau-

coup ,
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coup , mais qu’étant tres-peu contracté il a une tres-grande
forie & jexprime cette force par une fonétion de la quan-
tité dont le reTort eft contracté ou dilaté , c’eft-a-dire que
je fuppofe proportionnelle & cette fonétion la petite quan-
tit€ de Mouvement que 'un des Corps perd, & que l'autre
recoit a chaque inftant: car ces deux quantités de Mouve-
ment font égales (art. 126) parce que le reffort tend a fe
débander également en fens contraire , avec une vitefle
qu’on doit regarder comme infinie par rapport a celle des
deux Corps, fa maffe érant infiniment petite par rapport
a celles de ces mémes Corps.

Cela fuppofé , fi a , & (Fig. s4) font les points oir
font parvenus les Corps 4, B, & qu’on nomme A4a,x, Bb,y,
&t le tems écoulé, onaarta — Addx=¢ (x —y).dt",
& Bddy—=¢(x —y).ds*; dolt lon tire — Addx= Bddy,
& ndr — Adx = Bdy, n érant un nombre conftant,
quon déterminera de la maniére fuivante ; on fuppofera
que a, &, foient les vitefles des Corps 4, B, en 4, B,

d
on aura par conféquent lorfque x , & y =0, = = a

dr
& dy = bdr:donc n= Aa—~+ Bb.
L’Equation intégrée donne nt — Ax =By, & par

conféquent — Addx=¢ {x—“:‘”}a'r‘ ; fi Pon fait

x — =% _ 4, on aura (2 caufe de d¢ conftant)
ABddu 3 ABduddu 1 § o x
=5 =g % At , 8 — =dt'.duou;d ol

X
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5 - s J,El‘fﬂ" Ty : 7 ‘
Von tire Agqdt® — g e dt I“H(pfz’ &
o R duvyB , ;

v 2. (B44)].V [g— dupn]
A

148. Aurefle, {ije donne ici cette folution, ce n'eft
pas qu'elle foit néceflaire pour trouver le Mouvement
des Corps A, B; car dans cette hypothefe il leur arrive
précifément le méme changement, que fila compreflion
& la refticution fe failoient chacune dans un inftant: &
comme c'eft principalement le Mouvement apres le choc
qu'on cherche , que d’ailleurs la loi d’accélération ou
de retardation inftantanée eft inconnue , il eft évident
que la folution précedente ne peut jetter aucune lumiére
fur ce cas particulier ; aufli n’eft-elle ici que comme une
introduction a des cas plus compliqués.

149. Dans la Figure 5. imaginens que les Corps
A, C, D, E, Ffoient des points unis par des reflorts
AC, AD &c. & cherchons fimplement les vitefles des
Corps 4, F,C, parce que les Corps E, D doivent fubir
précifément les m&mes changemens que les Corps F, C';
{fuppofons les Corps arrivés en a4, f, ¢ ; menant les per-
pendiculaires 29, ax, on aura af = ¢f a caufe que les
lignes Aa, Ff font trés - petites , le reflort 4 F n’érant
que tres-peu compreflible , comme nous 'avons fuppofé
plus haur. Si on nomme p le Cofinus de I'angle B A F,
r, celui de B A C; onauraen faifant 44, x, Ff, y,Cec, 2,
—Addx =[2pp(px —y) 4+ 219 (rx —=z)]dr;
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Fddy=¢ (px—y).dr’;Cddz — ¢ (rx —2z)d:s’, 1l
¥ cas o ces Equations peuvent Etre fépardes en gé-
neral, c’eft ccluiotig(px —y)=F(px — y) ;0 (rx —2)
=G (rx —z) (G & F érant des Conftantes) ; en ce cas-
la, on peut trouver les valeurs de x,de y,& dezent
par la Méthode expliqude dans la folution du Probléme ¢
ci-deffus , ol1 nous avons enfeigné la maniére de conf-
truire des Equations femblables. Le reflort ceffera de fe
comprimer entre les Corps A4, F, lorfque pdx fera =dy,
& entre les Corps A4, C, lorfque rd x fera = d=.

150. Lorfque le Corps 4 ne choque que deux Corps
F, E {femblablement fitués de part & d'autre ; ce qui arrive
au Corps F devant également arriver au Corps E , il
n'y a pas plus de difficulté, que fi le Corps A ne cho-
quoit que le feul Corps F, & tout {e paffe a peu pres,
comme {i la compreflion & la reftitution fe faifoient en
un inftant ; c’eft pourquoi les calculs précedens font alors
fort peu néceflaires. Ils peuvent néanmoins fervir a trou-
ver exad&tement la vitefle du Corps 4, & le chemin du
Corps F, qui fe meur, non fuivant la droite Ff, comme
nous I'avons fuppofé¢ , & comme on peut le fuppofer fans
erreur , mais fur une tres-petire Courbe.

Les Equations qu'on trouve d'abord , en fuppofant
que F fe meuve fuivant Ff, & que af = ¢f, font
— Addx =2p¢ (px—y).dr’, & Fddy =¢(px —y)d?’.
d’oti I'on tire comme dans fart. 147. la valeur de x &
de y en r. Mais fi on nomme fo, (Fig. 56)s, on aura
de plus la force fuivant fo == a la force fuivant ae

X ij
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L} i ] " x V‘r rI — 42 ..
multiplide par f—:, c’eft-a-dire par l’:—i ou par =

.

(en appellant F4) a, & l'on prendra au lien de px — y,
(e =91

L F

la quantité plus exalte px — y <+ . x*, parce que

ao— AF (en négligeant les différences troifiémes ) , eft
Ax — Ff + %{. Ainfi on déterminera d’abord les va-

leurs de x & de y en 7z, par le moyen des Equations
—Addx=2p.0(px—y)dr’,& Fddy=¢(px—y)dt;
on remarquera enfuite,, que dans la premiére de ces Equa-
tions, au lieu de 2 p, double du Cofinus de I'angle BAF,
il faut mettre le double du Cofinus de l'angle Ba/,

V[t—p?
qu’on trouvera = p — . vV [1—p*];onmet-

i*
tra enfin pour x, X'+ u, pour y =y 4-4, # & 4 exprimant
des quantités tres-petites , par rapport a x & a y , & 'on au-

ra Fdﬁfy —-- Fddq:* @[:Px .-]-Pu __y '—q_l"'{l ";P:)-x‘}drn;

— Addx — Addu =[2p — 20—,

p(pxpu —y— g+ Ll gy

T xv’[:a—-p*] Xx@(px—=—y)de. Soit en géné-

* Nous fuppofons ici que la force fuivant Ff eft la méme que la force fui-
vant @ o , parce qu'elles ne différent I'une de 'autre que d’une quantité infini-
ment petite du fecond ordre , & que nous n’avons égard ici quaux quantités
infiniment petites du premier ordre , négligées dans le premier calcul,
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1al d (¢2)=daAa (2 exprimant une variable quelcon-
que l'on aura au lieu des deux premiéres Equations,

ST A (pr—y)s

4

Fddq =dv . (pu — q +

— Addu=2pdt’ (ps — q <+ ';—I-—'-_—Pt-}-'-f:)&(px-—‘y}

-

_1xd1’.(I—P=} o (Fx_.y).dlﬂfl I'on tire Fddﬁj T

A

sede® . (1 —

&£

Addn

g

:orcomme x & y {font

P o (px — y)—

déja données en 7 , on aura par lintégration de cette
derniére Equation, la valeur de # en ¢4 & 1, qu'on pourra
exprimer ainfli # = R g + T, R exprimant une Conftante,
& T une fonétion de ¢ ; il faudra donc favoir intégrer
I’Equation

Fddg =[(pR—1) . g+p T2 145" 8 (pr—y)

ouen général ddg= Ngdt*¥ t 4+-dt* T+, N exprimant
une Conftante , & ¥t , I't des fonltions de t. Cette
Equation peut s’intégrer par une Méthode femblable a
celle qui a déja été expliquée dans larr. 101, en prenant
g €gale au produit de deux indérerminées. A I'égard de

IEquation Fdds =YL=l 4r o (px —y), com-

me x & y font données en #, tout le monde voit que
fon intégration eft fort fimple.

X iij
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REMAarRoUE

15 1. Il fuit de ce que nous venons de dire, que quand
le Corps A choque deux Corps a reflort C, D, (Fig. 55)
¢galement fitués de part & d’autre de la direétion 4 B du
Corps chogquant, les viteffes de ces trois Corps apres le
choc, font, {inon exadtement, au moins a peu pres les mé-
mes , que f{i la compreflion & la refticution du reffort fe
faifoit dans un inftant. Il n’en feroit pas de méme, fi les
boules choquées n’étoient pas femblablement fituées de
part & d'autre de la boule choquante.

En effce, fuppolons que la boule dure 4 mue fuivant
A B (Fig. 57) rencontre les boules dures & en repos
C, D, avec une vitefle repréfentée par A« ; fuppofons,
de plus, que cette boule A4 ne change point de direc~
tion apres le choc, & que A 4 foit fa vitefle, on aura
(en faifant les parallélogrammes Ana X, Apai, & me-
nant les lignes ax, ad, perpendiculaires a 4C, A D)
C.dr=dAd.iX ;& D. Add = A np: dons
iXinp::C.Ax:D ., Ad.elt-a-dire que comme na eft
a An, ainfi le Cofinus de I'angle B A C, multiplié par
C, doit étre au produit du Corps D par le Colinus de Pan=
gle B A D. Donc le preduit du Corps C par le Sinus de
I'angle BAC, & par fon Cofinus, doit étre égal au pro-
duit du Corps D par le Sinus de l'angle BA D, & pat
fon Cofinus. |

Si les Corps D & C font égaux, on aura le produit
du Sinus d’'un des angles par fon Cofinus, égal au pro-
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duir du Sinus de Pautre angle par fon Cofinus, ce quine
pev. arriver , a moins que les angles ne foient complé-
ment I'un de 'autre a 9o degrds, & qu’ainfi 'angle D A4 C
ne foir droit. On aura pour lors Ai: Ax:: Ap: Ad.
Dongc, fi on fuppofe la ligne 4 a infiniment petite , on
voit que dans le cas o les trois Corps A4,C, D, font
a reffort, fi 'altion des refforts aC, a D, n'’eft pas com-
me les lignes Ax, Ad, le point A fera écarré de la
ligne droite A4a des le premier inftant, & quiainfi les
loix du choc entre ces trois Corps feront fort différen-
tes de ce qu’elles feroient, fi la compreflion & la refii-
tution fe faifoient en un inftant.

152. Soit en général A B (Fig. ¢8) la direction du
Corps choguant, A4a la Courbe qu’il décrit pendant la
compreflion & la reftitution dureffort, Ai=x, ai =2,
Cc =9,Dd=un, le Cofinus de D AC==y, on aura
Ax —Co=x4r2—y,& Ad— Dd=2 4 rx—u,
& l'on trouvera — Addx = ¢ (x +rz — y).dt*;
— Addz = 9 (2 4 rtx — u)dt 3Cddy =
¢ (¥ 12 — y)dt’y Dddu = ¢(z +rx — u)dr*;
d’ou Pon tire — Addx=Cddy,& at — Ax=1Cy,
& de méme — Addz = Dddu, & €t — Ax2= Dau.
On aura donc (en mettant dans les deux premiéres Equa-
tions, pour y & # leurs valeurs) deux Equations ou il
ne reftera plus que deux inconnues , & qui pourront fe
conftruire par les Méthodes expliquées ci - deflus , fi
p(x4-rz—y)=F.(x+iz—y)&lio(z4+rx—u)
=G, (3-rx—u)
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153. Soient deux Corps A4, a, (Fig. 59) unis par
un reffort 42 i fe choquent fuivant #D ,ud, d¢ ma-
niére que le - centre de gravité C refteroit en repos ,
¢ils pouvoient fe mouvoir fuivant 4D, ad;ces deux
Corps décriront deux Courbes femblables ag , 4G pen-
dant le tems de la compreffion , & la compreflion finira
lorfque Gg fera perpendiculaire a chacune des Courbes ;
enfuite pendant la reftitution du reffort, ils décriront les
Courbes G F, g f femblables aux premieres, d’ot1 Pon voit
que leur Mouvement apres le choc fera le méme, que
{i la compreflion & la reftitution fe faifoit dans un inf~
tant. Cela eft vrai en général , lerfque deux Corps a ref-
fort viennent fe choquer d’une maniére quelconque ; car
il eft aifé¢ de voir que le Mouvement de leur centre de
gravité ne changeant point par leur ation mutuelle, il
n’y a qu'a chercher quels feroient leurs Mouvemens apres
le choc, s’ils venoient fe frapper de maniére que leur
centre de gravité fur en repos , & donner enfuite a tout le
fyftéme le Mouvement du centre de gravité,

Si les deux Corps ¢éroient mous, leurs viteffes aprés
le chog ne feroient pas les mémes que §’ils éroient durs.
Car dans le cas de la dureté des deux Corps, les vitefles
avant le choc feroient aux vitefles aprés le choc, coni-
me Cd a2 Ca, & dans le cas on ils feroient mous , c’eft-
i-dire ot le reffort fe comprimeroit fans fe rétablic, les
mémes vitefles feroient comme Cd a Cg:or Cg £ Ca.
Donc &c.

CHAPITRE
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G A PLHIPRE" IV
Du Principe de la confervation des forces vives.

i54. S I des Corps agiffent les uns fur les autres, foit
en fe tirant par des fils ou des verges infléxi-
bles , foit en fe pouffant , pourvii qu’ils foient a reffort
patfait dans ce dernier cas, la fomme des produits des
malfles par les quarrés des vitefles , fait toujours une guan-
tité conftante ; & fi les Corps font animés par des puif-
fances quelconques, la fomme des produits des mafles
par les quarrés des vitefles a chaque inftant, eft égale
a la fomme des produits des mafles par les quarrés des
viteffes initiales , plus les quarrés des viteflfes que les
Corps auroient acquis, {i, €tant animés par les mémes
puiffances , ils s'étoient mis librement chacun fur la
ligne qu’il a décrit. C’eft dans ces deux Principes que
confifte ce qu'on appelle /a confervation des forces vives.
M. Hughens eft le premier, que je fache , qui ait fait
mention de ces deux Principes, & M. Bernoulli le pre-
mier qui en ait fait voir I'ufage , pour réfoudre €légam-
ment & avec facilité plufieurs Problémes de Dynamique.
Jentreprends de donner dans ce Chapitre , finon un:
démonftration générale pour tous les cas, au moins les
Principes fuffifans pour trouver la démonftration dans
chaque cas particulier.
15 5. Imaginons d’abord deux Corps 4, B, (Fig. 6a)
Y
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d'une {¢rendue infiniment petite, attachés a In verge in-
fléxible 4 B; & fuppofons qu'on imprime a. cec  ps
des dire&tions & des vitefles quelconques , repréfentées
par les lignes infiniment petites 4 K, B D. 1l faut par notre
Principe , faire les parallélogrammes M C, N L , tels
que LC=AB,&BxBM=Ax AN; BC& AL fe-
ront les vitefles & les dire&tions des Corps B & A. Or
BC*=BD*— 2CE x CD—-CD"',& AL'= AK"®
i A PLow K E s KLY, done B . BCPV354 . AT
=A. AK'4+BxBD' 4+ A(2PL.KL—KL*)—B
(2CE.CD 4-CD*) quife réduit 2 4. AK* + B.BD*
- A.KL'—B.CD",acaufeque CE=PL& A.KL
S B €1

OnadoncB.BC' 4~ A. AL'=A. AK* 4+ B.B D"
o, Kl i BaC LY,

COROILEAIRE L

156. Si N.A, BMfont infiniment petites , c’eft-a-dire
{i les vitefles AL, BC, ne différent quinfiniment peu
des vitefles 4K, B D, la confervation des forces vives
aura lieu. Car négligeant dans I'Equation les lignes K L,
CD,onawraB.BC* '+ A. AL =A.AK + B.BD".

Coror 1I.

157. Si N4, BM ne font pas infiniment petites , &
quonfafle CF=CD ; LO= LK, & en fens contraire,
il eft aifé de prouver que BF*=BD* _4CE . CD ,
A0 =AK +4PL XKL, DoncB.BF:~+A,A40°
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=B(B>'—2BM.2CE)4- A(AK*' 4+ 2.AN.aPL)
=a. 8D+ 4. A4AK", pacceque CE=PL & A. AN
=B.BM.

Donc la confervation des forces vives a encore lieu
ici. Mais, i l'on y fait attention, ce cas eft précifément
celui du choc de deux Corps Elattiques ( art. 137.)

De la confervation des forces vives dans les Corps qui [e
tirent par des _ﬁt’.r ou par des verges énﬁf’xiéch

158. Nous avons vu dans larticle précedent, que i
deux Corps font artachés au bout d’une verge infléxible,
& quon leur donne a chacun une viteffe quelconque,
la confervation des forces vives na lieu que quand les
vitefles qu'ils prennent différent infiniment peu des vitef-
fes qu’ils ont recues. Or la vitefle initiale réelle de cha-
cun de ces Corps, peut différer d'une quantité finie de
celle qu'on a imprimé & chacun fuivant une direétion
quelconque. Mais quand ils ont une fois commencé a
{fe mouvoir chacun fur fa Courbe, leur vitefle ne varie
qu'infiniment peu d’un inftant a l'autre. Ainfi dans le cas
de Zart. 155. la fomme des produits de chaque mafle
par le quarré de fa viteffe eft toujours égale, non a la fom-
me des produits de chaque mafle par le quarré de la vitef-
fe imprimée & chacune au premier inftant,, mais par le
quarté de la vitefle iniciale réelle de chacune.

159. Il faut donc préfentement démontrer en général,,

que (i des Corps fe meuvent en fe tirant par des fils ou
Y ij
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par des verges infléxibles , & que la vitefle'ue chrcun
ne varie a chaque inftant qu'infiniment peu, la fo.:.ne
des produits des mafles par les quarrés des viteffes fera
conftante, {i les Corps ne font animés d’aucune puiflance
accélératrice , & que dans ce dernier cas, elle fera égale
a la fomme des effets des forces motrices pour chaque
Corps.

Or, yobferve d’abord, que le fecond de ces deux cas
fuit immédiatement du premier ; c’eft-a-dire que le pre-
mier érant fuppofé vrai, le fecond I'eft aufli néceffaire-
ment. Car fuppofons deux Corps 4,4, (Fig. 61) atta-
chés I'un a lautre par la verge A a, & animés par des
puiffances motrices dirigées fuivant les lignes quelcon-
ques EF, ef, dont la pofition a chaque inftant foit telle
qu'on voudra; que B A4, a4 foient les lignes que ces Corps
ont décrites pendant un méme inftant , & qui peuvent
par conféquent repréfenter leurs viteffes. Si chacun de ces
Corps étoit libre , ils décriroient dans inftant fuivant les
lignes 40, a0, égales & en ligne droite avec 4B, ab;
& fuppofant que A4 D, ad, reprélentaffent I'effet des
puiffances motrices pendant cet inftant , leurs viteffes fe-
roient changées en 4NV, an, & menant les perpendi-
culaires BC, bc fur AC,ac, on auroit AN = AB’
t2.4AD. AC. & an"=ab' 4 2 .ad. ac ; mais com-
me les vitefles 4 B, ab, font les vitefles réelles que les
Corps ont dans le premier inftant, & que les vitefles 4V,
an n'en différent qu'infiniment peu, ces mémes vitefles
AN, an ne différeront quinfiniment peu des viteffes
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dans lefqu. !les elles feront changées par Paction récipro-
qu...es deux Corps. Donc, fi on nomme 7, v, les vitef-
fes AB,ab;U,u, les vitefles des Corps A4, 2 au fecond
inftant, c’eft-a-dire les vitefles qu’ils ont au lieu de A NV,
an,onaua AxUU +asg.0u0 = A. AN+ a. an’
=A(AB*"4+ 24D .CA) + a (ba’+ 2ad.ca)
=AVV+a.vv42A4.4AD.CA+2a.ad.ca.
Donc A(UU—FV)+a(uu —vv)=2A4.AD.CA
~2a.ad.ca,ceft-a-dire 2 AVAdV +2audu=2 4.
AD.CA 4 2a8.a8d.caoun AV V +anu=[24.
AD.CA + [2a.ad.ca. Mais {i les Corps 4,4, fe
mouvoient librement fur les Courbes G A4, g4, il eft clair
que [2.4 . AD.CA feroit V'effer de la force nmrrice
de A depuis G jufquen A4,& de méme f24. ad.
Ueffet de la force motnce de a depuis g jufquien a.
Donc &ec.

Il eft clair que cette démonftration peut s érendre a
tel nombre de Corps qu'on voudra , & que tout ce qu'on
y a fuppofé, c’eft que fi la vitefle ne varie quinfiniment
peu d’un inftant a autre , & que les Corps ne foient point
animés de forces accélératrices , la fomme des produits
des maffes par les quarrés des viteffes fait toujours une
fomme conftante. Ceft donc ce qui nous refte a démon-
trer en général. Pour cela nous avons befoin des Lemmes

{uivans.
EEN e RlIL

160, Soit un parallélogramme quelconque BV bN ;
Y i
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(Fig. 62) je dis, que i par un de fés angles quciconques B,
on tire a volonté la Iag?ze BD de grandear & de p., cion
quelconque 5 & du point D on tive les perpendiculaires Dn,

DK,DG fur Bb,BV, BN prolongées ; on aura Bb.
Bn=BV.BK+BN.BG.

DEMONSTRATION.

Des points IV, #7, b foient menées les perpendiculaires
NE,VF,bH,fur BD prolongée ; on peut regarder les
cotés BV, BN comme repréfentant des puiffances dé-
compofées chacune danslesdeux BF, V' F; & BE, EN,
& de méme la Diagonale B# comme une puiffance dé-
compofée dans les deux B H , 4 H. Donc , puifque la
puiffance Bb équivaut aux deux BN , BV, on aura
BE +~BF=BH : or a caufe des triangles femblables
bHB , BDn,on a Bl x Bs = BD x BH— BEil%
BE+BDxBF=BN.BG+B¥V.BK.Ce 0.F. D.

REMARYQUE

16 1. On voit aifément, que felon la pofition des points
E, F T'un par rapporr a Fautre & par rapport au point H;
il faudra au lieu de la fomme des produits BNV . BG,
& BV .BK prendre leur différence, & la faire égale &
Bé . Bn.

De la confervation des forces vives quand les Corps , regardés
comme des points , f¢ tiennent par des fils.

162, Imaginons que trois Corps A, B, C, (Fig. 63)
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foient attachés ay fil 4B C, & qu’on imprime & ces Corps
les “itefles Aa, B€, Cx, qu'ils foient forcés de changer
par reur a&ion mutuelle dans les vitefles #A, BD, CC,
qui feront telles, que AD=A4B; DC=BC, il faudra
regarder par notre Principe les vitefles 4«, BE, Cx,
comme compofées des vitefles /A, BD, CC; & des
vitefles Aa, Bb, Cc par lefquelles feules les Corps
A, B, C, fe feroient équilibre ; il faur donc prouver que
A. AN +-B.BD'+ C.CC*=A. A2+ B . BE”
4 C.Cx*, Ceft-a-direque 4. Aa. AQ—B.BN.
BG+B.BY.BK—C.Cc.CM=0. Ot CM=BK
& C.Cc = B . BV . a caufe de I'équilibre. De méme
AQ=BG & A.Aa=B.BN. Donc &c.

Si au lieu du Corps 4 on fuppofoit un point fixe
autour duquel les Corps B, C tournaflent , on auroit
A0 =0;BG=0, & la propolition {eroit encore vraye.
Il eft vifible par la nature de la démonftration préceden-
te , qu'elle eft générale pour tel nombre de Corps qu'on
voudra.

Si le point B n’éroit pas fixe en fa place , mais pou-
voit couler librement le long dua fil, alors B4 divi-
feroit Pangle #BC en deux également , & on auroit
A.Aa=B.BN;B.BV=C.Ccy& B.BEN=B.B/.
& enfn A0 — BG = BK — CM, parce que
AD 4+ DC=AB~+BC.donc 4. Aa. AQY —B.
BN.BG4+B.BV.BK—C.Cc.CM=0o.

On voit donc, ce me femble, que la confervation des
forces vives a lieu dans tous les cas poflibles , quand les
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Corps ne font regardés que comme des pmnts & {7 tiens
nent par des fils.
Lexmume  XIIL.

163. Soient trois Corps A , B, C, animés des wviteffes
AQ,BR,Cc,(Fig.64) & en ¢équilibre fur un Levier
de figure quelconque ; & foient AB, BC les diftances de ces
Corps l'un a Pautre. Imaginons le Levier dans une autve fitua~
tion quelconque infiniment proche de celle-la , & que les points
F,G,E, foient alors le lieu des Corps A, B, C, defirte que
FG=AB;GE=BC:je dis gqi’en menant les perpen~
diculaires GK, FX,EZ, m awra B.BR.BK=A.
AQ . A X C e dbd,

DEMONSTRATION,

Tant que le Levier 4 B C n’eft pas droit, cette pro-
pofition peut fe démontrer de la méme maniére, que fi
A BC éroitun fil , parce que chacune des puiffances peut
toujours fe changer en deux autres , dont la direction pafie
par les points ot les deux autres font appliqués, & que
I'on aura ainfi fix puiffances, égales deux a deux & <
re&tement oppofées. Foy. lesart, 160,161, 1620~

Il n’y a que le feul cas ou le Levier Z/BC( Fig. 65 ) eft
droit , dans lequel une pareille décompofition ne fe peut
faire , & pour lequel il eft néceflaire de-trouver une dé-

monftration particuli¢re. Soient donc 4 0 , BR, C¢
perpﬁ:ndiculaires au Levier ABC, on aura B.BR.BO

=C.Cc.CL+A,490.dY.mais les lignes BO, BK,
| CL;
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CL,"Z:AY. AX;ne différent Pune de l'autre que
A" - suantite wnniment petite par rapport a elles. Donc
L.v WBK=C.Cc. CL~4A. 40 .A4X Donc &ec.
Ce 0. E.D.

REMARQ U E

164. Sile Levier 4BC (Fig. 66) ¢toit fixe en quel-
que point , en T par exemple , & qu’on imaginat le Levier
dans une autre fitvation FT G E, la propolition feroit en-
core vraye & fe démontreroit d’'une maniére femblable.

De la confervation des forces vives y quand les Corps [é tien-
nent par des verges inflexibles y & qwon les regarde com-
me des points.

165. Il eft clair que par le Lemme précedent on dé«
montiera la confervation des forces vives , quand les
Corps fe tiennent par des verges infléxibles, & que cha-
cun de ces Corps eft fixe a 1a verge. Si I'un des Corps
comme B pouvoit couler le long de 1a verge, alors la
vitefle BR qu’il perdroit , devroit étre perpendiculaire a
I. verge , & il fe trouveroit dans l'inftant fuivant , non au
point G tel que FG = A B, (Fig. 64 ) mais a un point
g infiniment proche de celui-la. * Or a caufe que les
points B, G font infiniment proches, & que Gg, B.A
doivent €tre cenfCes paralléles , la ligne G g doit étre

* On fuppofe ici que le Levier A4 B C eft une Courbe aufli-bien que FGE,
& que B R eft perpendiculaire 4 cette Cowrbe en B. Il m'a paru inutile de faire
powr cela une nouvelle Figure. 7
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regardée comme perpendiculaire 3 BK , & partant on
peut prendre Bk & B K l'une pour Pautre , parcec - -=
différence eft infiniment petite du fecc.id ordrel L.

confervarion des forces vives a encore lieu dans ce cas,

De la confervation des forces vives , quand les Corps font de
mafles finies , & qu'ils fe tiennent par des fils ou p v des
verges infléxibles.

166. Nous avons dans le Lem. 13. que fitrois Corps
A,B,C, animés de vitefles 4 0, BR, Cc de dire&tions
quelconques , font en équilibre, on aura C. Ce . CZ
+A.AQ0.AX=B.BR.BK. Dou il senfuit, que
fi on prend Br dgale & contraire a BR, (Fig. 64) c’eft-a-
dire , i on cherche la force réfultante des deux puiffances
C.Cc, A .. AQ, on réduira togjours €. Ce . €Z
+A.A4Q .AX i un feul produit B.Br. BK; &
ainfi quel que foit le nombre des Corps attachés a une
verge infléxible, fi on prend le point B par ou paffe la
force réfulrante, & qu’on imagine ce point B parvenu
en G, il fuffira de prendre le produit de BK par la force
réfultante , au lieu de la fomme de tous ces produi ..

- Or, pour que la confervation des forces vives ait licu,
il faut, comme nous 'avons vu, que la fomme de tous
ces produits foit = ¢. Donc il faut, ou que la force réful-
tante foit—=o0, ouque B K foit =0 ; or 1° quand il n’y
a pas de point fixe , la force réfultante eft = 0. 2°. Quand
il y en aun, la vitefle du point B doit étre nulle , ou au
moins fa dire&tion eft néceflairement perpendiculaire &
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Ia dire&ion de la force réfultante. En effet, fi I'obftacle eit
un ¢ 1t Mathematique , comme le point d’appui d'un
Levic:, la direGion de la force réfultante paffe par ce
point d’appui ; & le Mouvement du point B eft un Mou-
vement de rotation autour de ce point , ou le point Bn'eft
autre chofe que le point d’appui méme , dont le Mouve-
ment eft zero. Sil'obftacle eft une furface immobile, le
point B par ou paffe la diretion de la force réfultante
eft néceflairement un point qui touche cette furface , &
dont le Mouvement inflantané eft fuivant la direction de
cette furface méme , tandis que la dire&ion de la force ré-
fultante eft perpendiculaire a cette furface. Donc en géné-
ral BK = o, quand il y a un point fixe. Il eft donc démon-
tré , que quand les Corps fe tiennent par des Leviers in-
fléxibles , fixes ou non fixes, la confervation des forces
vives a lieu.

167. Si les Corps fe tiennent par des fils, alors on
imaginera aux extrémités de chaque portion de fil qui
eft entre deux Corps , deux puiffances égales & oppo-
fées qui tirent dans la direction du fil, & la démonftration
fe irera aifément de ce qui a ée¢ dit ci-deflus (arr. 162)
quand les Corps étoient regardés comme des points.

168. Si le fil paffe a travers un ou plufieurs de ces
Corps , de maniére qu’ils puiffent y couler librement,
alors comme la dire&tion de la force réfultante des Mou-
vemens perdus a chaque inftant pafle (arr. 123.) parle
point de concours G (Fig. 67) des lignes C'S, AR,
& divife cet angle en deux également ; il faudra , au licu

Z i)
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de cette force réfultante ; imag - deux puiffanices éga-
les qui tirent fuivant SG, & RG _.ns la dire&ic des
fils CS, AR ;de plus, fi onfuppofe que &7, R NV igxcut
les chemins des points §, R, & qu'on mene les perpen-
diculaires, #D , NP, on aura,a caufe de AR+ SC
conftante , §D = R P. Moyennant ces deux remarres,
on viendra aifément a bout de démontrer dans tous les
cas, la confervation des forces vives.

De la confervation des forces vives dans le choc

des Corps Elaftiques.

169. Nous pourrions démontrer la confervation des
forces vives dans le choc des Corps Elaftiques , en regar-
dant ces Corps comme durs, & fuppofant que la com-
preflion & la reftitution du reffort fe fic dans un inftant,
nous avons méme déja donné dans Zart. 157. un effai de
démontftration de cette efpece ; mais comme nous avons
obfervé que cette hypothefe ne pourroit fouvent conduire
aux véritables loix du choc des Corps Elaftiques, nous
Pabandonnerons ici , & nous démontrerons la propofition
dont il s’agit , en fuppofant un reffort placé entre les deux
Corps , & qui leur donne en fens contraire des forces
motrices égales.

170. Soient A4, B, (Fig. 68) deux points unis par
un reffort A4 B, lefquels ayant requ des impulfions quel-
conques 4G, BF, décrivent les Coutbes Ama, B Mb
pendant le tems de la compreflion & de la reftitution
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du reffort : foit ¢ la force motrice variable , qui eft égale
a ch gue inftant pour les deux Corps, & qui les pouffe
en 4. contraice dans la direction du reffort Mm , 27 la
vitefle de M , ucelle de m, G la vitefle de B, g celle
de A, Mm,x , MV, dz, on aura BV = BGG
— 2fedz, & Auu = Agg + 2[pdx — 2 [pdz.
Mais lorfque ab = AB, on a 2fpdx = o . donc
Aun+ BV YV =BGG +4 Agg, lotlque la compreflion
eft finie.

Il eft clair que cette démonftration peut s’étendre a
tant de points qu’on voudra, liés enfemble d'une maniére
quelconque. On voit donc que la confervation des forces
vives a lieu pour des points liés par des refforts.

Quand les Corps font finis, il fuffit (arr. 166.) pour
prouver la confervation des forces vives, de prouver que
certe confervation a lieu dans les points par o pafle la
direction de la force réfultante des forces qui fe font équi-
libre ; ces points font dans Pun & dans I'autre Corps le
point par lequel ils fe touchent , & que nous fuppofons
demeurer toujours le point touchant pendant la compref-
fion & la reftitution , que nous regardons ici comme ache-
vées dans un tems tres-court. Cleft par ces points qu'il
faut imaginer que paffe le reffort, qui leur communique
en fens contraire a chaque inftant des forces motrices
¢gales, qui fe diftribuent enfuite dans toute la maffe. Donc
ce cas fe trouve par-la réduit au précedent.

171. Si les Corps A4, B (Fig. 69) fe choquoient pat
le moyen d’'une verge CB A fixe en C, alors les forces

Z iij
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motrices appliquées en A4 & en B ne feroient plus éga-
les , mais elles feroient en raifon inverfe des brase.: A4,
CB, & comme les chemins des points B & A ers ms.
(gaux , font en raifon directe de ces bras de Levier; il
s'enfuit que le produit des forces motrice. par le che-
min des points 7, B feroit égal de part & d'aurre. Ainli
on peut encore ici démontrer la confervation des forces
vives, foit par le Principe de Zart. 157. en fuppofant les
Corps incompreflibles , foit en imaginant un reffort in-
finiment petit placé en 4 & un autre en B. Ce qu’il
eft inutile d’expliquer plus en dérail pour des Leclteurs
intelligens.

Donc la confervation des forces vives aura encore lieu
dans le cas dont il s'agit ici; & il eft clair en combi-
nant les Principes érablis ci-deflus, qu'on pourra toujours
la démontrer dans le choc des Corps Elaftiques.

5D &L Y E G BN ER &L

172. Il réfulte de tout ce que nous avons dit juf-
qua préfent , qu'en général la confervation des forces
vives dépend de ce Principe , que quand des puiffances
fc font équilibre, les vitefles des points on elles font ap-
pliquées, eftimées fuivant la diretion de ces puiffances,
{ont en raifon inverfe de ces mémes puiffances. Ce Prin-
cipe eft reconnu depuis long-tems par les Geométres
pour le Principe fondamental de I'équilibre ; mais per-
fonne , que je fache, n’a encore démontré ce Principe
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en ginéral, ni fait voir que celui de la confervation des
forc . vives en rélulte néceflairement.

=¥ Principe de 1’équilibre dont nous venons de par-
ler, peut toujours fe démontrer facilement ; car, ou [&3
puiffances fonr égales & dire&tement oppofées , ou elles
font appliquées a des bras de Levier différens , ou enfin
la force réfultante de ces puiffances paffe par quelque ob-
ftacle fixe & infurmontable, comme dans le Probl. X.
Tout ce que nous avons dit ci-deffus eft, ce me fem-
ble, fuffifant pour démontrer les deux premiers cas : a
I'égard du dernier cas, il eft vifible , que les puiflances
décompofées dans une dire&ion perpendiculaire a la for-
ce réfulrante feront égales, & que les viteffes dans ce
méme fens feront égales aufli. Or dela il eft aifé de rirer
la démonfiration en la cherchant fur quelque cas, par
exemple , fur celui du Probléme X. ou clle eft aifée a
trouver.

De la confervation des forces vives dans les Fluides.

173. Soit un vafe de figure quelconque & indéfini
POTO (Fig.70) dont la partie 4D CZ terminée par
les paralléles 4 D , CZ , foit remplie de fluide. Soit ima-
giné ce fluide divifé en tranches FK G parallélesa AD;
& que tous les points de chaque tranche foient animés par
une force accélératrice repréfentée par Pordonnée cor-
refpondante k f de la Courbe df4, (les ordonnées ad
repréfentant les forces accélératrices pofitives, c'eft-a-di-
re qui tendent de L vers B, & les ordonnées kf celles
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dont la direftion eft en fere contraire );je dicqusfi le
fluide en cet érat eft en équilibre,l’Aire ou furface ad mobe
fcra zero, c’eft-a-dire la fomme des Aucs pof‘nvem ale
ala fmnme des Aires négatives. .

Car pour Péquilibre, il faut qu'une tranche quelcon-
que FK G foit preflée également de bas en haur, & de
haut en bas: or la preflion de la tranche FKG fulw.rant
L B, eft la méme que fi elle étoit chargée du Cylindre
EHFG, dont le poids, en appellant LK, x, & ¢ la
force accélératrice de chaque tranche, fera FG x fpdx ,
ou FG x (adin—nfk);on prouvera de méme que la
preflion de FG fuivant B A, fera FG (kfm —mog—+gcb)
& comme ces deux preflions doivent étre €gales , on
aura adin — nfk = kfm — mog + gecb, &
adin—nfkm 4+ mog — gcb=o0. Donc &c. Ce 0.
F B

COROLLAIRE

174. Siau lieu de la force accélératrice ¢ on fubftitue
la petite vitefle d# qui lui feroit proportionnelle , le tems
érant conftant, c'eft-a-dire la petite vitefle avec laquelle
chaque tranche, confidérée comme ifolée , defcendroit
dans un inftant, on aura fdudx = o. Donc fi le Fluide
fe meut vers AB, & que du repréfente la viteffe perdue
ou gagnée par chaque tranche, c’eft-a-dire (arr. 50)la
vitefle par laquelle chaque tranche feroit reftée en équi-
libre avec les autres, on aura [dudx = o,

REMARQUE
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..Nous av-ns fait voir ci-deffus en général (art.159)
~onfervation des forces vives quand les Corps font
animés par la pefanteur ou par une force accélératrice
quelconque , dépend de la confervation des forces vives
quand il n’y a point de forces accélératrices. Nous nous
contenterons donc de prouver, que fi un Fluide ADZC,
pouflé & mis d’abord en Mouvement par quelque caufe
(comme par un Pifton) fe meut dans le vafe POT O,
abftraction faite de la pefanteur, la confervation des forces
vives aura lieu.

Pour cela, nous imaginerons le Fluide partagé en tran-
ches égales & infiniment petites , dont la maffe fera ap-
pellée m , & dont Pépaiffeur fera dx & y la largeur; on
aura ainfi m=ydx. Si on appelle # la vitefle de chaque
tranche , & # =+ d« fa viteffe dans l'inftant fuivanc ; il fau-
dra par notre Principe, que les tranches animées des vi-
teffes du fe faffent équilibre , c’eft-a - dire que [dudx
fera = o. ( Cor. préced.) Mais pour démontrer la confer-
vation des forces vives, il faut prouver que fmudu = o:

Grie = T:'" , puifque la vitefle de chaque tranche eft en

raifon 1nverfe de fa largeur; m = ydx . donc fmudu
= [dudx = o. Donc &ec.

AV ERTISSEMENT.

M. Daniel Bernoulli dans fon excellent Ouvrage qui a
Aa
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pout titre : Hydrodynamica &c. a tiré les loix du Mouve~
ment des Fluides dans des vafes, de la confk. vation des
forces vives , mais fans la démontrer. Comme notre’ - in-
cipe général expofé art. so. nous a conduit & en trou-
ver la démonftration, il eft évident que nous aurions ph
déduire immédiatement de ce méme Principe le Mous
vement du Fluide, ce qui auroit encore été plus lvmiz
neux & plus direét. Mais comme notre deffein n’eft poine
de traiter ici des Fluides, nous nous fommes contentés
de faire voir eir deux mots Pufage de notre Principe dans
une matiére qui paroit {i épineufe. Nous nous contente-
rons donc ici de ce leger effai, & nous entrerons la-def-
fus dans un ddtail beaucoup plus grand , lorfque nous
donnerons notre Traité des Fluides , dans lequel nous
déduirons de notre Principe général la folution des Pro-
blémes les plus difficiles qu’on ait ]ufqua préfent pro-
pof€ fur cette matiére, - ®

I



Extrait des Regiftres de I Academie Royale des Sciences, du 22, Tuin 1743

Mlﬁfﬁeurs Je MavereERTUTS & NicoLE, ayant examiné par ordre

» 'Académie, le Traité de Dynamique de M. ’ALEMBERT, & en
ayai it leur rapport , 'Académie a jugé cet Ouvrage digne de l'impreflion,
En (ui de quoi ja1 figné le préfent Certificat. A Paris ce 25. Juin 1743.

DORTOUS DE MAIRAN , Sécretaire perpétuel de I Acadéimnie Royale

des Sciences,

ERiEr s 1. EGE DU ROL

L OU I's par la grace de Dieu, Roi de France & de Navarre : A nos amez & ffaux Con-
[cillers les Gens tenans no: Cours de Parlement , Malires des Requétes ordinaires de
notre Horel, Grand-Conlfeil , Prevor de Paris , Baillifs , Senéchaux, leurs Lieutenans Civils,
& autres nos Jufticiers quil apparriendra , SacuT, Notre Ac ADEMIE ROYALE DES
ScilENcESs, Nous a tcs-humblement fait expofer, que depuis qu'il Nous a plii lui don-
ner, par un Réglement nouveau , de nouvelles marques de notre affedtion , elle s'eft appli-
quée avec plus de foin , 4 cultiver les Sciences , qui font P'objer de fes exercices; enforne

w'ontre les Ouvrages quelle a donnés au Public, elle feroit en érar d'en produire encore

"autres, s'il Nous plaifoit lui accorder de nouvelles Lettres de Privilege , attendu que celles
que Mous lui avons accordées en date du 6. Avril 1693 , n'ayant point ey de rerme limité ,
ont éré déclarées nulles par un Arrér du Confeil d'Erar du 13. Aode 1704, celles de 1713 &
celles de 1716 érant aufls expirées : Et défirant donner i notredite Académic en corps & en
pacticulier , & a chacun de ceux qui la compofent, toutes les facilicés & les moyens qui
peuvent contribuer 4 rendre leurs travaux wriles au Public, Nous avons permis & permet-
tons par ces Prefentes d notredite Académie , de faire vendre ou débiter par rous les licux
dc notre obéiffance , par tel Imprimeur on Libraire qu'elle voudra choilir , toutes les Re-
cherches on Obfervations jowrnalicres y o Relations annuelles de tont ce qui anra été fair dans
les Affemblées de notredite Acadiémie Royale des Sciences ; comme anfli les Ouvrages , Mémoi-
res, oi Traitds de chacun des Pavticuliers qui la compofent , & géncralement tomt ce que ladite
oAcadimic vondra faive pavoitre , apris avoir fait examiner lefiits Ouvrages, & jugé quils
Jent dignes de Pimpreffion ; 8 ce , pendant le temps & efpace de quinze années confecuri-
ves , 4 compter du jour de la date defdites Préfentes. Faifons défenfes 4 routes fortes de per-
fonnes , de %lir:lqur: qualité & condition qu'elles foient , d'en introduire d'impreflion érrangere
davs aucun lisu de notre obéiffance : comme auffi i tous Imprimeurs , Libraires , & aucres ,
d'imprimer , faive imprimer , vendre , faire vendre , débicer , ni contrefaire aucun defdics
Quvrages ci-deflus [péeifiés, en tour, ni en partie , ni d'en faire awcuns extraits , fous quel-
que E'té:ex:e que ce foir, d'augmentation , correftion , changement de rtirce , fenilles mé-
mes {€parées , ou aurrement , fans la permillion exprefle & par écrit de notredite Académie ,
ou de ceux qui auront droit d'elle , & fes ayans caufe , 4 peine de conffcation des Exem-
plaives conerchaits , de dix mille livres d'amende contre chacun des contrevenans, done un
viers 4 Mous, un tiees 4 'Hdcel-Dieu de Paris , & lautee tiers au Dénenciareur , & de tous
dépens , dommages & intérees ;4 la charge que ces Préfentes feront emegiilrées tout au long
fur le Regilire de la Communauté des Imprimeurs & Libraires de Paris , dans trois mois de
la dare d'icelles ; que l'impreffion defdits Ouvrages fera faice dans nowre Royaume , & non
ailleurs ; & que notreditc Académie fe conformera en tour aux Reglemens de la Librawric ,
& notamment 4 celui du 1o Avril 1725 ; & qu'avant que de les expoler en vente , les Ma-
nuferits ou Imprimés qui auront fervi de copic d limpreflion deflits Ouvrages , feroat re-
mis dans le meme éat, ayec les Approbations & les Certificats qui en auront é&té donnés ,
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¢¢ mains de notre trés-cher & féal Chevalier Garde des Sceaus de Franc®y™e Sieur Chai.

velin 5 & qu'il en fera enfuite remis deux Exemplaires de chacun dans notte Bibliotheque pu

lique , un dans celle de notre Chiitcan du Louvre , & un danscg'le de notre trés-cher &

féal Chevalier Garde des Sceaux de France, le Sieur Chauvelin e tout d peine de pullicé

- des Prefentes 3 du contenu defquelles vous mandons & enjoignous dg faire joiiir notredite

wicadémie , ou ceux qui avront droic d'elle & fes ayans caufe , pleinement & pailiblement ,
fans foutfrir qu'il leur foit faic aucun trouble ou empéchement. oulons que la cor’s defdi-
tes Prefentes , qui fera imprimée rour au long , au commencement ou i la fin deits CuW
vrages , foit tenue pour du€ment fignifige , & qu'aux copies collationnées par I'in de rios
ames & féaux Confeillers & Secretaires, foi foit ajoiée comme 4 'Original. Commandons
an premier notre Huiflier ou Sergent , de faire pour Pexécution d'icelles tous Adtes requis &
néccflaires ; fans demander aucre permiffion, & nonobflant Clameur de Haro, Charte Nor=
mande , & Lettres 4 ce concraires : Car tel eft notre plaifir. Dowwe’ 4 Fonraincbleau le dou-
ziéme jour du mois de Novembre , I'an de grace mil fept cent crence-quatre 5 & de notre
Regne le vingtiéme. Parle Rei en fon Conlfeil,
SAINSON.

Regiftré fur le Regifire PILI. de la Chambre Royale ¢ Syndicale des Libraives & Imprimenrs
de Paris , No. 591, Fol. 775, conformément aw Reglement de 1723, quei fait défenfe , are. 17,
a4 tontes perfommes de quelque qualsté qielles foient o antres qhe les Libraives @ Imprimenrs ,
de vendre , debiter ¢ faire afficher awcuns Livres | powr les vendre en lenr nom o foit .;m‘jk i'en
difent les Antenrs , out antrement , ¢ d la charge de fournir les Exemplaires preferits par Uudre.
CHIIL. dw mime Réglement, A Parisle 15, Novembre 1734.

G. MarTIN , Syndic,

FAUTES A-CORRIGER.

Pﬂge 13, ligne 4, CE, lifez Ce.

Page 21, lig. 12, les tems, /if. les quarrés des tems.
Page 46, lig. 2, qui ait, /if0 qui aye.

Page 60 , lig. 14, Coroll. lif. Lemme.

Page 82, lig. derniére, F—i’:f, lf. F—?.

Page 106, lig. 14, pa, lifi uZ.

Page 119, lig. 18, G, lif. C.

Page 138, lig.11, U— v, liff U =/V.

Pﬂg. 164, fig. g,ﬁx“Ff-{-:Ti’[Uc‘}f:p__Ff* ::
m
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DE L'IMPRIMERIE DE JEAN-BAPTISTE COIGNARD,
IMPRIMEUR DU Ro1,
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