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MEMOIRE

5UR

LA RESOLUTION GENERALE

DE3

EQUATIONS D UN DEGRE QUELCONQUE:

PAR M. AUG. CAUCHY,

MEMBRE DE L INSTITUT DE FRANCE.

{ Présenté en partie & D'Académic dans les séances des 22 mai et 20 mai 1337.)

Dans deux lettres écrites de Goritz, en janvier 1837, a MM. Libri et
Coriolis, et qui ont été imprimées en partie dans les Comptes rendus des
séances de I'Académie, du 13 février et du 5 mars de cette année, j'ai
donné I'énoncé de plusieurs théorémes d’analyse, qui conduisent a des mé-
thodes nouvelles trés propres a faciliter la résolution générale des équations
de tous les degrés. Ces théorémes ont excité I'attention de plusieurs géome-
tres distingués, qui m'ont pressé vivement d’en publier les démonstra-
tions. Je satisfais aujourd’hui 4 leurs désirs par ce petit mémoire, qui n’est
qu'un extrait d’'un plus grand travail.

5 Ier'

1** Théoreme. t désignant une variable réelle ou imaginaire, une
fonction réelle ou imaginaire de ¢, représentée par x, sera développable en
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ¢,
tant que le module de ¢ conservera une valeur inférieure 4 celle pour la-
quelle la fonction & cesse d’étre finie et continue.

Démonstration, On peut voir une démonstration de ce théoréme dans
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(2)
Iextrait lithographié du mémoire présenté i I'Académie de Turin, le 11 oc-

tobre 1831 (1™ partie, § 2, pages 6 et 7). Seulement les lettres ¢ et x
se trouvent remplacées dans le mémoire dont il s’agit par les lettres

x et y (*).

(*) Voici cette démonstration :
Soit x=1{{t) une fonction de la variable ¢, et + une valeur imaginaire de cette variable

dont le module soit T, en sorte que l'on ait
= TEPF:.
Supposons que la fonction f() et ses dérivées successives {'(z), [“(r)... 1),

soient finies et continues , quel que soit p, pour une certaine valeur de T, et une
valeur plus petite. En intégrant les deux membres de I'équation identique.....

lmﬂ = i) 1° par rapport & T, & partir de T==0; 2° par rapport 4 p,

Ty—: dp

entre les limites p=—m, p=n=; les résultats de ces deux intégrations seront
égaux, & cause de la continuité de la fonction entre ces limites , et 'on aura

f " f(mdp = 2 [(o),

fr f(ir) dp = o;

si ayant égard a P'équation dr = rdp )/ —1, et aux équations connues

f’ gﬂrﬁ:dp_—_fre—ﬂrﬂ:rdpzo, fﬂ dp=2x,

L}
on applique V'intégration par parties a l'intégrale f_r -? dp, on en conclura

fﬂ F{r}d}"—'nf *ﬂt} ~ n. lfn—-»:]f {H'(:E Pt “__“___f RO

puis si f(o) = o,

A==l
—_— T e 5

done
fﬁ Ble] g Bel
el VR

" z -
Si dans P'équation f_‘ f(z)dp = o, on remplace {(r) par le produit q-._.('_}_—l_“]

t étant différent de » et le module de ¢ inférienr 4 T, on aura

mak @) =f.. %d;;:f(:}f; (: +;'_+:,—',)dp=-“' fo,

— T -




(3)
Corollaire. Supposons que x soit une fonction implicite de ¢, déter—
minée par la résolution d'une certaine équation

(r) F(x) = o,

. dans laquelle ¢ entre comme paramétre. Si la fonction x reste finie pour

5 '.I-'r T
ft:j = éf-—-: T—fidp

-est la somme de la progression géométrique 1,

et par suite

Le rapparr. et etc. , ¢ui est

toujours cunve:genle tant que le module de ¢ reste inférienr an module T de = ;
donc f(1) sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis—
sances ascendantes de ¢, si le module de la variable réelle ou imaginaire f, conserve
une valeur inférieure 3 celle pour laquelle la fonction f(1) cesse d’étre [n:ue et con-
tinue. Ce qu'il fallait démontrer.

Ajoutons encore ici ces deux remarques importantes : 1° le terme général du déve-
loppement obtenu pour f (1), sera

1 " [l
‘:; L= fl:‘l‘:l d!.i' = —1—?._ fin} {U} -

done lorsque la fonction f (f) sera développable en série convergente , on aura

) =1(0) + 1’ (0) + —'(e) +etc.,

conformément au théoréme de Maclaurin ou de Stirling.
2°. On a généralement

=1 "

=144+ s+

Tt T =Yr —_Ij;'

on aura par conséquent

&

=i e 1 - " . .
3.-.[n-—:]n J(a}+;;f___.r—————=,,_‘(r_” f(r)dp ;

donc le reste de la série de Maclaurin, prolongée jusqu’au mi=< terme , sera

f(0)=1(o) + ';f’cu} :

i " -
2w e PiGr—g | VP
or, si I'on nomme 6 le module de ¢ et A f(s), la limite du module de f(7), cest-a-dire

la plus grande valeur que ce module puisse acquérir quand on y fait varier I'angle p

sans changer le module T, le module de la fonction ,:_L f() sera tou-

e =)

Tas
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des valeurs finies de ¢, eile ne cessera généralement d’étre continue qu'en
devenant multiple. Cela posé, soient

(2) x, x4 Ax,

deux racines de I'équation (1) : on aura

,Eﬂ-

jours inférieur i T (T —7%)

Af(r), donc l'miégmle —- f f(r)dp, ou

_"L__
T T—6)

le reste de la série, sera toujours inférieur a la guantité

Alfr), quiil

sera facile d'évaluer dans chaque cas particulier.
On serait arrivé au méme résultat, en observant que le module du terme général

de la série i f _: :; f(r) dp sera toujours inférieur a (-BT) A f(7), c'est-a-dire au terme

général de la progression géométrique qui a pour somme TL Af() er dont le reste
ﬂra

T (T—n

En appliquant ces principes aux fonctions cost, sint, e, et*, cos (1—£), qui ne

cessent jamais d’étre finies et continues, on en conclura qu'elles seront toujours dé-

veloppables en séries convergentes ordonnées suh'anl les puissances ascendantes de ¢.

e il
Au contraire les fonctions (1 443, 7777 7 T Vl qm, lorsqu’on attribue & ¢

f(7) surpassera par conséquent le reste de la série de Maclaurin.

une valeur imaginaire de la forme Ter¥' = cessent d’étre fonctions continues de ¢ au
moment ot le module T devient égal & 1, seront certainement développables en séries
convergentes ordonnées suivant les puissauces ascendantes de la variable ¢ si la valeur

réelle ou imaginaire de ¢ offre un module inférieur i I'unité. Enfin comme les fonctions
p - gl : : :

= OIS Edewummnt discontinues pour une valeur nulle de ¢, par conséquent
[ &
lorsque le module de ¢ est le plus petit possible , elles ne seront jamais développables
en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de .

Si I'on considére en particulier, et comme application de la méthode, les fone-
tions e, (1 -4 /™%, on trouvera pour limites supérieures aux modules du terme géne-
ral de la série qui représente le développement de ces fonctions et des restes qui les
complétent :

. » n ey
pour la prewmiére (%6) ey (H)

(n + a)a+e i n (n4-a)*+=
n"a’ ' n{t —8) —al n"a

pour la seconde

Ces résultats sont une premiére application du caleul que M. Cauchy a appelé caleul
des limites.
(Note extraite du Mémoire lithographic, du 11 octobre 1834.)
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F(z) =0, F(x)+ Alx)= o,
et par suite

@) F(x 4 ﬁﬂ — F(x) o

Or, si, pour une certaine valeur réelle ou imaginaire de ¢, les raci-
nes x, x == Ax se confondent, en faisant converger ¢ vers cette valeur,
pour laquelle I'équation (1) acquerra une racine double ou multiple, on
verra I'équation (3) se transformer en cette autre

(4) F'(x) = o.

Ainsi, lorsque le parametre ¢ obtient une valeur pour laquelle I'équa-
tion (1) acquiert une racine double ou multiple, cette racine est commune
a I'équation ’1) et a sa dérivée. Cela posé, si 'on nomme valeurs princi-
pales du parametre ¢ celles qui donnent des racines communes i I'équa-
tion (1) et & sa dérivée, on déduira immédiatement des remarques précé-
dentes, jointes au théoréme 1, la proposition que nous allons énoncer.

» 2° Théoréeme. Toute racine d’une équation est généralement dévelop-
pable suivant les puissances ascendantes d'un parametre renfermé dans
I'équation dont il s'agit, tant que le module de ce paramelre reste inféricur
aux modules de toutes ses valeurs principales.

Corollaire. Soient
“5 g:, ?, RN

plusieurs racines réelles ou imaginaires de I'équation (r). Pour de tres pe-
tites valeurs du module d'un parameétre ¢ compris dans cette équation,
chacune des racines «, €, %, . ... sera généralement développable suivant
les puissances ascendantes de ¢, et 'on pourra en dire autant de la somme
de ces racines et de la somme de leurs puissances entiéres d'un degré quel-
conque. Si le module de £ venant i croitre, deux ou plusieurs racines, par
exemple, « et €, ou «, € et 7y, etc.,... deviennent égales entre elles,
pour une certaine valeur du module dont il s’agit; 4 partir de cet instant,
les racines ¢, 6 ou @, €, 9,. ... cesseront d'étre fonctions continues de ¢,
et séparément développables suivant les puissances ascendantes de z. Mais
la somme de ces racines, ou la somme de leurs puissances semblables ne
cessera pas d’étre fonction continue du parametre ¢, et développable sui-
vant les puissances ascendantes de ce parametre; et il en sera ainsi jus-
qu'au moment ou l'accroissement progressif du module de ¢ rendra 'une
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des racines que renferme le groupe (, €) ou (&, €, ¥)s+ .« équivalente a
une ou plusieurs autres racines non comprises dans ce méme groupe.
Alors ces derniéres, et celles qui pouvaient déja s’étre groupées avec elles,
formeront avec les premiéres un nouveau groupe composé d'un plus grand
nombre de racines, dont la somme sera encore développable, ainsi que la
somme de leurs puissances semblables, en séries ordonnées suivant les
puissances ascendantes de z Dailleurs, lorsqu'on connait la somme de
plusieurs racines &, €, %,. .. del'équation (1), et la somme de leurs puis-
sances semblables d'un degré représenté par un nombre entier quelcon-
que, on peut aisément développer suivant les puissances descendantes de x,
le logarithme du produit

(=(=5)(=2)

par conséquent, ce produit lui-méme, et former une nouvelle équation
dont &, &, %,. .. soient les seules racines. Il importe d'observer a ce sujet
que, pour obtenir tous les termes du produit en question, il suffit de
prolonger le développement de ce produit, et, par conséquent, le dévelop-

pement de son logarithme jusqu’au terme dans lequel I'exposant dala_ est

égal au nombre des racines &, €, ¥+« . Cela posé, les principes que nous
venons d'établir condunisent immédiatement au théoréme suivant.

3¢ Théoréme. Soit ¢ un parameétre renfermé dans le premier membre
de I'équation (1). Tant que le module de ce parameétre restera inférieur
aux modules de toutes ses valeurs principales, les racines distinctes de I'é-
quation (1) seront séparément développables en séries convergentes or-
données suivant les puissances ascendantes de ¢. Supposons d'ailleurs que,
le module de ¢ venant & croitre, on distribue en divers groupes les racines
de I'équation (1), de telle sorte que, daus l'origine, le nombre des groupes
soit égal au nombre des racines distinctes, et gque plus tard deux groupes
se réunissent en un seul au moment ou deux racines qui appartiennent
respectivement & ces deux groupes deviennent égales entre elles pour un
module donné de ¢ correspondant 4 une certaine valeur principale de ce
parameétre. Le nombre des groupes de racines se trouvera complétement
déterminé pour chaque valeur particuliére attribuée au module de ¢, etl'é-
quation (1) pourra étre décomposée en plusieurs autres dont chacune four-
nisse séparement les diverses racines comprises dans un seul groupe.

Corollaire 1**. Dans les démonstrations des théoremes 2 et 3, nous
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avons implicitement supposé que les racines, et les sommes de diverses ra-
cines de 'équation (1), ne cessaient d'étre fonctions continues de ¢ qu'an
moment ou deux ou plusieurs de ces racines devenaient égales entre elles,
C'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque I'équation (1) est de la forme

(5) 1 (z) 4 t= (x) = o,

@ (x) et II(x) désignant deux fonctions entieres de a, et le degré de
la fonction I (x) étant supérieur a celui de la fonction @ (x). Si le degré
de IT(x) devenait inférieur a celui de @ (), une ou plusieurs racines de
I'équation (5) deviendraient infinies, par conséquent discontinues pour
t=o0; et, si I'équation (1) n'était pas de la forme (5), ou si elle de-
venait transcendante, on concoit que des valeurs particuliéres de ¢
pourraient encore rendre une racine infinie ou discontinue , sans donner
des racines communes i I'équation (5) et 4 sa dérivée. Il sera générale-
ment facile de voir quelles sont les restrictions ou modifications qui doi-
vent étre apportées aux théoremes 2 et 3 dans des cas semblables. Ainsi,
par exemple, dans le cas ot la fonction I (x) que renferme 'équation (5),
offrira un degré inférieur a celui de @ (x), on pourra encore développer
les racines qui deviendront infinies pour ¢=o, en séries ordonnées
suivant les puissances ascendantes de #; seulement, les premiers termes
de ces séries renfermeront des puissances négatives de ¢, comme on peut
s'en assurer en développant suivant les puissances ascendantes entiéres
ou fractionnaires du paramétre ¢, les racines des équations

T—14ix*=90, x—14ix'=o0.

Corollaire 2°. 1l est important d’observer que le 3° théoreme appliqué
a l'équation (5), peut aisément se déduire de la formule (29) (page 13)
du Mémoire de 14 pages, lithographié & Turin, sous la date du 17 dé-
cembre 1831 (*). Pour y parvenir, il suffit de remplacer, dans cette for-
mule, F(z) par une puissance entiere de z, et @ (z) par t@(z), d'écrire
dailleurs, aun lieu de x, dans Péquation (5),

x4y —1=z,

(*) Cette formule 29, dont la démonstration ne peut trouver place ici, exprime,
au moyen d'une série convergente , la somme des racines ou des puissances semblables
des racines d’une équation f(r) = o, et contient, comme cas particulier, la série de
Lagrange , que M. Cauchy emploiera de préférence dans la suite de ces recherches.
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en considérant les variables x, y, comme propres 4 exprimer deux
coordonnées rectangulaires, et substituant 4 I'équation (5) 1a suivante

(6) Nix 4+ yV —1) + ta(x + V' —1) =0,
on
< oo Mmoot
f'::] = — — Lt .
=@+ V-1
puis de construire les différentes courbes représentées par I'équation
(8) g W b ‘TV_,__',} *),
@ (x + Y —1)

T désignant le module du parametre ¢. Pour T=o0, cette équation repré-
sentera autant de points que la suivante

(9) n(z)=o, ou O(r<4yV —1)=o,

offrira de racines distinctes. T venant a croitre, chacun de ces points
sera remplacé par une courbe fermée, qui s'étendra de plus en plus;
et les différentes courbes resteront isolées et indépendantes les unes des
autres, jusquau moment ou, le module T acquérant une de ses valeurs
principales, on verra deux ou plusieurs courbes se réunir en un point
multiple , pour se réduire plus tard i une seule et méme courbe. Il peut
aussi arriver que le périmetre d'une courbe vienne a se rencontrer lui-
méme en un certain point, ou que deux courbes distinctes se rencon-
trent en deux points, de maniére i se transformer ensuite en deux courbes
d’espece différente, dont I'une s'élargisse et I'autre se rétrécisse de plus
en plus. Ainsi, parmi les courbes représentées par I'équation (8), pour
une valeur quelc:mque du module T, on pourra distinguer des courbes
de premieére espece, qui s'élargiront, et des courbes de seconde espece
qui se rétréciront, pour des valeurs croissantes de ce module. Lorsque T
deviendra infiniment petit, les senles courbes qui subsisteront seront des
courbes de premiére espece, dont les périmetres s'étendront a de tres
petites distances des points représentés par I'équation

(Q) Oz ¥V —1) =0, ou M(z)=o;

pourvu que l'on suppose, comme on I'a dit, le degré de la fonction I1(x)

(*) Les initiales mod. placées devant une expression imaginaire, indigquent son
module.
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supérieur au degré de @ (x). Au contraire, lorsque T deviendra infini-
ment grand, les seules courbes qui subsisteront seront des courbes de
seconde espece, dont les périmetres s'étendront i de tres petites distances
des points représentés par 'équation

(10} ﬂ(x+JV——:}=u, ou @(z) = o,

et une seule courbe de premiere espéce, dont le périmetre sera trés con-
sidérable, et s'étendra a de tres grandes distances tout autour de l'ori-
gine des coordonnées. Pour une valeur quelconque du module T de ¢,
le nombre des courbes de premiére espece, ou du moins le nombre de
celles qui ne se trouveront point enveloppées de tous cotés par d’autres
courbes de méme espece, sera précisément le nombre des groupes de
racines mentionnés dans le 3° théoreme, et la formule (29) du mémoire
lithographié déja cité, fournira le moyen de développer suivant les
puissances ascendantes de ¢, la somme des puissances semblables des
racines de I'équation (5) correspondante 4 un meéme groupe. On pourra
d'ailleurs supposer que le contour O0'0".... dont il est question dans
ce mémoire , se réduit successivement a chacune des courbes de premiere
espece, non enveloppées par d'autres, et représentées par I'équation (8)
au moment ot le module T est sur le point d’acquérir une des valeurs
principales (*), pour lesquelles deux ou plusieurs courbes de premiere
espece se réunissent, savoir, celle de ces valeurs principales qui est
immédiatement supérieure au module de la valeur réelle ou imaginaire
effectivement attribuée a ¢ dans I'équation (5). Cela posé, on reconnaitra
sans peine que les derniers termes de chaque série convergente finiront
par étre ou sensiblement proportionnels ou inférieurs &4 ceux d'une
progression géomeétrique décroissante, dont la raison serait le rap-
port entre le module effectivement attribué a ¢, et la valeur principale
de T.

En opérant comme on vient de le dire, on se procurera le moyen de dé-
composer 'équation (5) en plusieurs équations particuliéres dont le nombre
soit égal au nombre des groupes de racines mentionnéesdans le théoréme (3)
ou méme au nombre des courbes de premiere espece, enveloppées ou non
enveloppées par d'autres. Il y a plus, si l'on fait usage, non-seulement des
développements ordonnés suivant les puissances ascendantes de ¢, mais

(*) Nous appelons, pour abréger, valeurs principales du module T, les modules des
valeurs principales de .

2
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encore des développements ordonnés suivant les puissances descendantes

de ¢, ou ascendantes de{-, on pourra évidemment décomposer l'équa-

tion (5), pour une valeur donnée du module T de ¢, en autant d’équations
particulieres qu’il y aura de courbes distinctes soit de premiere, soit de se-
conde espece , correspondantes a cette valeur. Car, lorsqu'une courbe en
enveloppera d'autres , on pourradéterminer la somme des racines de I'équa-
tion (5) correspondantes a des points situés sur ces diverses courbes, avec
la somme des puissances semblables de ces racines, soit en tenant compte,
soit en faisant abstraction des points situés sur la courbe-enveloppe, et
obtenir en conséquence la somme des racines correspondantes aux seuls
points situés sur la courbe-enveloppe, avec la somme de leurs puissances
semblables. Ce n’est pas tout, si 'une des équations (g) ou (10) admet
des racines égales, on pourra développer séparément chacune des racines
correspondantes de I'équation (5) suivant les puissances ascendantes et

: : 1 oo -
fractionnaires de £ ou de = lorsque le module T du périmetre ¢ sera in-

férieur ou supérieur aux modules de toutes ses valeurs principales. A.insi,
par exemple, si 'équation (g) offrant m racines égalesa «, le module T det
est inférieur a tous les modules principaux de ce paranetre, alors en
posant '

(11) t =",

On pourra développer chacune séparément, suivant les puissances as-
cendantes de 7, celles des racines de I'équation (5) qui deviendraient égales a
o pour ¢=o0. Cette proposition se déduit immédiatement du théoréme 2¢,
iorsqu'on applique ce théoréme i I'équation (5) résolue par rapport a 7.
Les variables a et ¢ étant supposées liées entre elles par I'équation (5} ,
les valeurs principales de ¢ vérifieront 4 la fois cette équation et sa dérivée

(12) n (x)4i= (x) = o.

Et les valeurs correspondantes de la variable a, ¢’est-a-dire les valeurs
principales de x, seront déterminées par la formule :

n'(z)  ='(z) N(z) _ 0
(13) ﬁ{-;'r-_ﬁ_w(r}' ou =

Si, dans cette derniére on écrit x =y \V/—1 au lieu de x, on obtiendra
I'équation
Nz4+yV—1) DE+y V—=1)

(14 Lt —
B - @IV =ty Vo)




{ =% )
a laquelle satisferont les coordonnées x, y des points de réunion ou de sé-
paration des courbes de premiére ou de seconde espéce représentées par
la formule (8).
Observons encore que, dans le cas ou les fonctions I (x), @ (x) sont
de forme réelle, I'équation (8) peut s’écrire comme il suit:

(15) T?:”EI+JVE) M(x —y V’;:)
=@+ yV —1) f@—yV—i)

Sil'on pose pour abréger,

Nnx)
(16) = ol =f(z),

les équations (12), (13) dont le systéme détermine les valeurs principales
de ¢ et de x, se réduiront a

(17) p=—Ff{x), " f (x)=0n.

Par suite les courbes depremieére et de seconde espece, correspondantes
a un module donné T du parametre¢, seront représentées par I'équation

(18) T=mod.f(x4 3 V=—1),

ou, si {(or) est de forme réelle , par I'équation

(19) T ={f(z4+y V=1)la—yV —=1),

et les coordonnées des points de réunion ou de séparaliou de ces mémes
courbes satisferont 4 la condition

(20) f(z+rV —1)=0.
C'est au reste, ce que I'on peut démontrer encore comme il suit :

Si, pour une valeur donnée de T, deux branches de courbes se réunis-
sent en un point, ou pourra couper ces deux branches dans le voisinage du
point de réunion par une droite paralléle acelle qui a pour équation y—h,
f étant une constante choisie arbitrairement, et satisfaire a 'équation (19),
non-seulement par les valeurs de x, y relatives au point de la droite situe
sur la premiere branche de courbe, mais encore en substituant a ces va-
leurs les coordonnées du point situé sur la seconde branche, que je suppo-
serai désignées par x-- Ax, y -} Ay, la différence finie Ay étant de la forme

(z1) Ay = dAx.

Cela posé, sil'on nomme « le logarithime du produit

flz 4+ yV—1) f(z=—yV—1),
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I'équation (1g) donnera non-seulement
(22) u=2log.T,

mais encore

Fay/
(23) Au=o0, ou =0

puis on conclura des formules (21) et (22), en faisant converger Ax vers la
limite zéro,

s du thir.,
[241 E‘;_-—E; '.[‘E+ a}a"ﬂr
quel que soit 8; par conséquent
du de
qu- L d—:r.— 0.
Or, il est aisé de voir que ces dernieres équations entrainent les deux
formules
(25) f'(xdyV =11=0, f((x—=yy =1 =o0.

C'est a peu prés ainsi que j'avais établi & Tarin la formule (14), de laquelle
j'avais déduit le théoreme 2%, et les autres théorémes énoncés dans la
Gazette de Piémont du 22 septembre 1832.

Si, dans I'équation (1g9), on attribue a x, y, les valeurs qui correspon-
dent au point de réunion ou de séparation de deux courbes, puis d'autres
valeurs trés voisines correspondantes 4 un second point situé sur 'une des
courbes et tres rapproché du premier; en nommant s 'arc compté a partir
du point de réunion ou de séparation, et prenant cet arc s pour variable in-
dépendante, on trouvera que dans le passage du premier point au second,
le logarithme du second membre de I'équation (19) recoit un accroissement
qui, eu égard aux formules (25), est sensiblement proportionnel a

PatrV/ =1 F"t:c—:rV~—_=}] (iﬂi_it‘
fx+rV =1 fl@a—yy=nd\ds d

o dedy, ,— PtV =N fla—yy'—1)

g TV Tt rves ol it
En égalant cet accroissement a zéro, on obtiendra une équation qui four-
4
dx
branches de courbe, en se rencontrant, se couperont a angles droits. On
prouvera pareillement que, si n branches de courbe se réunissent au méme

nira pour -~ deux valeurs dont le produit sera — 1; d'ou il suit que deux
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point, leurs tangentes en ce point comprendront entre elles des angles dont
chacun sera le quotient de deux angles droits par le nombre n. En effet,

Siis d ; ; : :
si I'on pose d—*:=ﬂ, la valeur de 8, relative au point dont il s’agit, sera

donnée par une équation de la forme cos (¢ 4 n6)= o, ¢ désignant une
P q 8
quantité qui ne variera pas dans le passage d'une courbe a l'autre, et ren-

dra le binome cos ¢ 4+ \/ — 1 sinc égal au quotient qu'on obtient quand
FztyV —1)
f(le+rV —1)

on divise I'expression imaginaire par le module de

cette méme expmssion.
Si l'on pose
(26) f(eg V=p=S+V=0

S et P désiegnant deux fonctions réelles de I'équation (18) donnera
] » Jy 1€q

simplement

T:fﬁ.

Diailleurs on déduira de I'équation (26) les formules

N i petrv =) _a
= e A28 V=
(27) V d.?" f(-‘-‘:*f—J’V—I}V n"r ) 1
e (@D — d'P\ d*S &S dP d°P
hﬂ}d_‘r‘“-l- V;—I .1- tf.l:"+"/_l p ey :IT—,——‘-I—LF_, EF= _d_tai

et, en vertu de celles-ci, jointes a I'équation (20), on aura, pour chaque
valeur principale de T ou de S,

ds dS d*S d*S
{tg} #_a’@_-u’d_f=_ﬁ'

Donc, généralement, chaque valeur principale de T ou de S sera tout-i-la-
fois un maximum relatif 4 2, et un minimum relatif 2 ¥, on un maximum
relatif 2 ¥, et un minimum relatif i .

On prouvera encore aisément que, si la fonction f(x) étant de forme
reelle, on prend T* pour Pordonnée d'une surface courbe, les coordonnées
x ,y d'une ligne de plus grande pente tracée sur cette surface vérifieront
I'équation

(30) (=4 V=)

—— = ¢onslante.

flz—y V—1)

Les principes que nous venons d’établir fournissent, pour la résolution
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des équations les méthodes indiquées dans ma lettre du 29 janvier 1837. Si
I'on veut maintenant cbtenir les propositions énoncées dans ma lettre du
24y février, il suffira de remplacer les équations (17), (18), (19) par les sui-
vantes :

(=K —g*V~—I f{x); Fi=a T=mud.[ﬂ-+e'v__*f:(+_rp"r|}],
T=[K — VTt (x4 2V [K — VT 1(x — » )],

K, @, désignantdeux quantités réelles, et le parametre ¢ ne différant pas
de cclui que nous avons désigné par i dans la lettre en question. La dis-
cussion des courbes représentées par la formule

T =X — eV 1z 4y K — V" i (e~ v =0)])

n'offrira pas plus de difficulté que celle des courbes représentées par la
formule (15) ou (19) et cette discussion jointe aux formules établies dans
le mémoire lithographié sous la date du 17 décembre 1831, fournira les
méthodes présentées dans ma lettre du 24 février pour la résolution de
I'équation f(x)=o.

g IL

Soit
(1) f(x) =0

une équation du degré n, dans laquelle le coefficient de x® se réduit a
I'unité, en sorte qu'on ait identiquement

() (@) = 2 + a2 4 4" 4 ... + T + 4,

@,y yyenens @ayy A, etant des coefficients réels ou imaginaires. Soit d'ail-
leurs & une constante réelle ou imaginaire dont le module surpasse le
plus grand des modules principaux de f(x). D’apres ce qui a été démontré
dans le paragraphe précédent, on pourra développer, suivant les puis-
sances descendantes et fractionnaires de &, les racines de I'équation

(3) f(x) = k.

Pour y paivenir, il suffira d’employer les formules tirées du calcul des
résidus, ou bien encore la formule de Lagrange, en opérant comme il su it.
L’équation (3) étant écrite ainsi,

4 " 4 @zt e a2 e o G G =k
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si I'on fait, pour plus de commodité,

B =z=-, 1+4+a34+ a4+ ...+ &’ =[=3]",

=

en choisissant @(z) de maniére que l'on ait

(6) = (0) = 1,
ceite équation deviendra

. " = 7 [=(2)]",
et on la vérifiera en posant

(8 = = a=(z),

pourvu que l'on désigne par A une des racines de I'équation binome

oo
() At = P
Or, les valeurs de z et de F(z) tirées de I'écquation (8), en vertu de Ia
formule de Lagrange, pour un module de 4 suffissamment petit, ou, ce
qui revient au meéme, pour un module de £ suffisamment grand, seront
] 2 3 i 3
(10) z = a=(0) J LM.F._‘L_M_ o

1.2 e 1.2.3 et
el

(11) F{z}:F{u}+al”{o}={o}-}-lji.d‘l;“':‘:" (=), _» &F@)[=]

o3 '.!l ]'2.3 llli'—-——-}-{ﬂc...

e devant étre réduit a zéro apres les différentiations, et @ (o) ne différant
pas de 'unité. On obtiendra donc sans peine les valeurs de z et de F(z),
par conséquent celles de [@(z)]~" et de

(12) 2 =< =a'[=E]",

développées en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et
entiéres de 2, ou descendantes et fractionnaires de k, lorsque le module
de k surpassera tous les modules principaux de f(x), c’est-i-dire, ceux
qui correspondent aux ragines de I'équation

(13) i) = 0.

Pour remplir cette condition, il suffirait de supposer & équivalent 4 2,
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r étant la valeur de & qui, dans I'équation (1), rendrait le premier terme
égal i la somme de tous les autres. En effet, soient

AH &-E’I+I-i&._hg ﬁ.",

les modules des coefficients

By Qay v s illyaiys O s
la valeur de r dont il s'agit sera donnée par la formule
(14) PP AP = A" = ., — A r— A, =0,
et surpassera celle que fournirait I'équation
(15) A — m— AP — (n—2)Ar" — ... — A, _, = 0,

de Iaquf-lle on tirerait

=1 Thom— T 1
TR o m—— A = —_— A, r o
1 i a n A=} - ¥
et par suite
™ — At — Agri—t — ., = Ap r— A, {:D.

Donc la valeur de r donnée par la formule (14) surpassera les modules de
toutes les racines de I'équation

nx*' ++ (n — 1) @x" " 4 (n— 2) 2"t .. gy =0, o fla)= 0,

comme on le démontrera facilement 4 I'aide des raisonnements dont nous
avons fait usage dans ' 4nalyse algébrique (p. 480). Dailleurs, il résulte
évidemment de 'équation (14) que, pour un module de x égal ou in-
férieur 4 cette valeur de 7, le module de f(x) ne surpassera pas 2r*, ou le
double de r.

Aprés avoir ramené par le calcul des résidus, ou par le théoréme de
Lagrange, la résolution de I'équation (3) a la résolution d’'une équation
binome, savoir, de I'équation (g), du moins pour une valeur du para-
metre 4 sufisamment grande, il reste 4 montrer comment on peut revenir
de I'équation (3) a 'équation (1). Or, pour y réussir, il suffira de faire
varier un nouveau parametre i entre les limites i =0, i =k, dans.,une
nouvelle équation de la forme

(16) f(x) =k —i;
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¥ & o II
et 'on pourra méme supposer que dans ce trajet, le rapport 7 reste tou-

jours réel et positif. Chacune des constantes k, i pouvant d'ailleurs étre
imaginaire, nous écrirons dans les équations (3), (g) et (16),

Jre_‘“""';__' et :'e—"‘V-_',
au lieu de
k et i;
et par suite ces équations deviendront
(17) E'V:'f{m] =k, (18) A =% .-_-*V—_11
(1g) e"l""':'_'l'(;rj =k —1,

les valeursde &, i pouvant étre supposées ici réelles et positives, et @ dé-
signant un arc réel, que nous resterons libres de choisir arbitrairement.

Remarquons & présent que toutes les racines de I'équation (1g) seront
développables par le calcul des résidus ou par la formule de Lagrange,
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entiéres du
parametre i, si la valeur réelle et positive attribuée 4 ce parameétre dans
Péquation (1g), est inférieure aux modules de toutes les valeurs princi-
pales de i. Or, ces valeurs principales, qui pourront étre imaginaires, se
confondront avec les valeurs de la fonction

(20) k—e‘“’l '_"f{.t:l,
correspondantes aux racines de équation dérivée
(13) f (&) =0

Si la fonction f(x) étant de forme réelle, I'équation (1) a toutes ses ra-
cines réelles et inégales, on pourra en dire autant de I'équation dé-
rivée (13), et par suite les valeurs principales de la fonction f(x) seront
toutes réelles, mais différentes de zéro. Alors, si 'on pose

(21) A V=1 =+ Vi—1,

E'I

I'expression (20), réduite 4
(22) k= f(@)V —1,

offrira, pour chaque valeur principale de 2, un module

(23) (& + [f(x)]) T
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supérieur a k; et par suite toutes les racines de I'équation (1g) seront
développables, méme pour i=k, en séries convergentes ordonnées
suivant les puissances ascendantes de i, ces séries ayant pour preiniers
termes les racines déja calculées de I'équation (17). Mais, quand on
pose i=k, I'équation (19) se réduit a I'équation (1). Donc, si I'équa-
tion (1) a toutes ses racines réelles et inégales, la résolution de cette
équation pourra étre réduite a celle de I'équation (17), par conséquent
a celle de I'équation binome (18). Observons d'ailleurs qu'en supposant

[14:' "=§: ’E.V:. = V": '
on réduira les équations (17), (18), (1g) a

(25) k= f(z) V =—1, (26) A"=;I V{:,
(27) k=i f(x) V=1, ou i=k—Ix) ¥ =—1;

tandis qu’en supposant

(28) w:—z, e'V:'=—1/:,

on réduira les équations (17), (18), (1g), a

(29) k= —{(x) V':, (30) At = — II V__l '

(31) k=i — 1@y —1, ou i =k + f(x) ‘/:-'-*

On peut donc énoncer la proposition suivante.

1** Theoreme. Lorsque I'équation (1) a toutes ses racines réelles et iné-
gales, on peut obtenir chacune de ces racines développée en série
convergente; et, pour y parvenir, il suffit de posen i=k, dans les
développements des racines de I'équation (27) ou (31), en séries con-
vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes et entieres de i,
ces séries ayant pour premiers termes les racines de I'équation (25)
ou (29), développées suivant les puissances descendantes et fraction-
naires de £, ou, ce qui revient au meéme, suivant les puissances ascen-
dantes et entiéres des valeurs de A, propres a vérifier 'équation binome (26)
ou (30).

Concevons maintenant que la fonction f(x) étant toujours de forme
réelle, I'équation (1) ait encore ses racines toutes distinctes les unes des
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autres, par conséquent inégales, mais non toutes réelles. Soient, dans ce
cas, m le nombre des racines réelles de I'équation (1), et

(3$} ﬂ;b:f:d}-wg:fh

ces mémes racines, rangées d'apres leur ordre de grandeur; deux
de ces racines réelles prises consécutivement, par exemple, a et b,
comprendront toujours entre elles au moins une racine réelle de la dé-
rivée (13). Car si, en supposant x réelle, on fait croitre cette variable
entre les limites x=a, x=2, la fonction f(x), nulle 4 ces deux limites,
acquerra dans lintervalle au moins une valeur numérique maximum,
pour une valeur réelle de &, qui fera évanouir la dérivée f'(x). Donc,
le nombre des racines réelles de 'équation (1) étant m, le nombre des
racines réelles de la dérivée (13) ne pourra étre inférieur 4 m—1, et
le nombre des racines imaginaires de la dérivée ne pourra surpasser le
nombre des racines imaginaires de 'équation (1), c'est-a-dire n—m.
D'autre part, si 'on nomme

atCV —1, “«a=Cy =1,

deux racines imaginaires conjuguées de I'équation (13), les valeurs princi-
pales de f(x) correspondantes a ces racines seront elles-mémes conjuguées

et de la forme e gl
‘ﬂ“""EV"_'! A_BV—IJ

A, B désignant deux quantités réelles dont la seconde deviendra positive,
quand on choisira convenablement le signe de €; et les valeurs princi-
pales du paramétre i correspondantes aux mémes racines seront, pour
I’équation (27),

i=k—(A4+BY=1)y=—T1, i=k—(A—=By—1)V—1,
ou , ce (ui revient au meéme ,

(:;3; f=k-B—AyY —1, e o ey =
et pour I'équation (31)

(34) £=.é--E+A|f-_:, i—k4+B4 Ay —1.

Or, la premiere des expressions (33) et la seconde des expressions (34)

offriront évidemment des modules supérieurs a k. Donc, si, pour I'équa-
3Ii
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tien (27) ou (31), on détermine les modules principaux du paramétre i,
ceux de ces modules qui surpasseront la quantité positive k seront en nom-
bre égal ou supérieur i la somme qu'on obtient en ajoutant au nombre
des racines réelles de I'équation dérivée (13) la moitié du nombre de ses
‘acines imaginaires. Donc, le nombre des modules principaux de i qui ne
surpasseront pas la quantilé £ sera égal ou inférieur an nombre des cou-
ples de racines imaginaires de '’équation (13), par conséquent égal ou in-
férieur au nombre des couples de racines imaginaires de I'équation (1),
c'est-a-dire 4

R — ﬂf

2

Cela posé, si, en attribuant au parametre i une valeur réelle et positive,
on fait croitre cette valeur par degrés insensibles , depuis i = o jusqu’a
i = k, les racines de I'équation (27) ou (31) commenceront par étre déve-
loppables, chacune séparément, en séries ordonnées suivant les puissances
ascendantes de i, et ne cesseront pas de I'étre, si I'on remplace la valeur
réelle et positive, attribuée a i, par une valeur imaginaire dont cette va-
leur réelle soit le module.

Les mémes séries continueront d'étre convergentes, tant que la valeur
positive du parametre i ou son module restera inférieur a tous les mo-
dules principaux de ce parameétre. Mais, le module de 7 venant & croitre ,
les racines devront étre distribuées en divers groupes, dont le nombre,
d’abord égal a n, c'est-a-dire au degré de I'équation (1), diminuera d’une
unité chaque fois que deux racines comprises dans deux groupes diffé-
rents deviendront égales entre elles, pour une valeur donnée du para-
metre i. Alors ces deux groupes se réuniront en un seul, composé de ra-
cines dont la somme, ainsi que celle de leurs puissances entiéres de degré
quelconque , continuera d’étre développable suivant les puissances ascen-
dantes de . Sitrois, quatre,... racines comprises dans trois, quatre,... grou-
pes différents devenaient égales entre elles, la valeur principale correspon-
dante du parameétre i se trouverait fournie par une valeur principale de x,
qui serait ellesméme une racine double, triple,... de I'équation (13). Alors
aussi, le module de i venant a croitre au-dela de sa valeur principale , les
trois, quatre,... groupes différents se réuniront en un seul. 1l suit de ces
diverses remarques que, sil'on nomme

n—1{

le nombre des groupes correspondants a un module donné de i, le nombre
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entier [ ne pourra surpasser le nombre des modules principaux de i infé-
rieurs au module donné. Donc, si ce dernier module est égal a &, le nom-
bre I, d'aprés ce qui a été dit plus haut, ne pourra surpasser la quantité

Il = TIT
2

et pour chacune des équations (27), (31), réduites a 'équation (1), en vertu
de la supposition i =k, le nombre des groupes de racines surpassera la
ditférence

(35) R e

n=— T n m
= -

» Il y a plus, si 'on nomme ' le nombre des racines réelles de I'équa-
tion (13), le nombre des couples de ses racines imaginaires, savoir:

n—mr_ 1
2

sera égal ou supérieur au nombre des modules principaux de ¢ qui ne sur-
passent point la quantité k; et par suite, le nombre des groupesde racines,
pour I'équation (27) ou (31), réduite a I'équation (1), en vertu de la sup-
position i = k, sera égal ou supérieur a la différence

n—m—1 1 4m4n
2 o 2 ¥

(36) n—

Supposons maintenant que, parmi ces groupes, ceux qui renferment
une seule racine soient en nombre égal a n,, ceux qui renferment deux
racines en nombre égal a n,, ceux qui renferment trois racines en nombre
égal a n;, etc. On aura tout-a-la-fois

[3?} u'+nl+ﬂﬂ+...=gu}'+’:'+ﬂ'

(38) n -+ an, 4 3n; ... =n,

puis on en conclura
ntm=ou>2(n—+n+n4+...)=0u>14mn,
par conséquent,
(30) m=ou>14m, n>nm.

Donc, le nombre 7, des racines qui resteront isolées, et séparément
développables, suivant les puissances ascendantes de i =, surpassera le
nombre m' des racines réelles de la dérivée. On peut donc énoncer le
théoreme suivant.
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2* Théoréme. La fonction f (x) étant supposée de forme réelle, I'é-
quation

(1) I (x) =0,

considérée comme déduite de la formule (27) ou (31) par la supposition
i =k, offre plus de racines développables en séries convergentes, ordon-
nées suivant les puissances ascendantes de i, que I'équation dérivée

(13) I (x)=0
n'offre de racines réelles.

Corollaire. 1l en résulte que, dans tous les cas, une racine au moins de
I'équation (1), si le degré n est un nombre impair, deux racines, si le de-
gré n est un nombre pair, pourront étre immédiatement développées en
séries convergentes.

» Les théoremes 1 et 2, ainsi que j'en ai fait 'observation dans ma lettre
du 24 février, sont du nombre de ceux auxquels "étais parvenu a Turin.
En s'appuyant sur ces théoremes on pourrait développer successivement
en séries convergentes toutes les racines d'une équation donnée f(x) = o.
Car, aprés avoir développé une premiere racine x,, on pourrait en déve-
lopper une seconde a, considérée comme racine de I'équation

fla)—fxa)_

XL T,

oun 7' (2y14a)2"" 4 (2" Fa, 2o 4a) T o =0,

puis une troisieme &, ,. .. et aiﬂde suite. Si la racine a, devenait imagi-
naire ou de la forme o 4-€ \/— 1, alors f (x) étant de forme réelle, on
connaitrait immédiatement la racine imaginaire conjuguée « — 6 |/ — 1,
et, en nommant a, cette derniere, on pourrait développer une troisieéme
racine x, considérée comme propre a vérifier I'équation

2= (o4 2, 4 a,) P ete. . =0,

etc.. . On pourra, d’ailleurs, déterminer les limites de l'erreur que l'on
commettra sur une racine en réduisant son développement a un nombre
fini de termes, et réciproquement déterminer une limite du nombre des
termes qu'il faudra conserver pour obtenir la valeur de chaque racine

0 - # L] I 1 L]
avec une certaine approximation, par exemple, a iy Pres, Nétant un nom-

bre entier quelconque. Les problémes de ce genre sont précisément I'ob-
jet du nouveau calcul que j'ai appelé calcul des limites, et qui s'applique
méme aux équations transcendantes. (Foyez le mémoire présenté
a '’Académie de Turin, le 11 octobre 1831.)
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Je passe a la démonstration du 3¢ théoreme énonceé dans ma lettre du

@

a4 février.
Soient @, & deux quantités réelles, f(x) étant toujours une fonction

entiere de forme réelle, et
(o) z=utEV =1

une valeur de & propre a vérifier I'équation (27) ou (31) pour une valeur
donnée réelle ou imaginaire de i. Si 'on fait varier cette derniére par de-
grés insensibles, en faisant croitre son module, la valeur de x, et par suite
celles de @, € varieront elles-mémes par degrés insensibles; mais € ne
pourra changer de signe avant que le module de i devienne supérieur a .
En effet, € ne pourra changer de signe sans passer par zéro, c'est-a-dire
sans que x devienne réel, et pour une valeur réelle de & 'équation (27) ou
(31) fournira un module de i équivalent 4 P'expression (23), par consé-
quent, égal ou supérieur a k, suivant que x sera ou ne sera pas racine de
Péquation (1). Il résulte de cette observation , que le module de i venant
croitre depuis la limite zéro jusqu’a la limite £, le coefficient € de \/— 1,
dans une racine imaginaire de I'équation (27) ou (31), ne pourra jamais
changer de signe, mais seulement s'évanouir pour i = £, si '"équation (1)
a des racines réelles. Dailleurs, avant de se réunir dans un méme
groupe, deux racines imaginaires de 'équation (1), dans lesquelles les va-
leurs de € ou les coefficients de \/— 1 se trouvent affectés de signes con-
traires, doivent devenir égales entre elles, ainsi qu'a une valeur princi-
pale de &, et par suite I'un de ces coefficients doit changer de signe. Donc,
puisque ce changement ne saurait avoir lieu, avant que le module de i de-
vienne superieur a £, nous devons conclure que les racines imaginaires de
I'équation (27) ou (31), dans lesquelles le coefficient de \/— 1 sera positif,
resteront séparées des racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de

\/— 1 sera négatif, tant que I'on aura

(4 mod. I << &.

Alors chaque groupe sera exclusivement formé des unes ou des auntres;
par conséquent la somme des unes, aussi bien que la somme des autres ,
sera développable, avec la somme de leurs puissances entiéres de degré
quelconque, suivant les puissances ascendantes du parametre i. D'ailleurs,
tant que la condition (41) sera remplie, il est évident que I'équation (27)
ou (31) n'admettra point de racines réelles.
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Lorsque i devient précisément égal a k, P'équation (27) ou (31) se
réduit 4 I'équation (1), et peut offrir des racines réelles. Mais alors la
somme des racines dans lesquelles le coefficient de \/— 1 avait un signe
déterminé, ne pourrait cesser d’étre développable en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de i, qu'autant qu’une valeur
principale de i, correspondante a une valeur principale de x dans laquelle
€ s'évanounirait, c'est-a-dire a une valeur principale et réelle de x,
offrirait pour module le nombre £. Alors aussi, I'expression (23) devant
se réduire 4 &, on aurait a la fois

i{x) = o, £ = 0.

et par conséguent I'équation (1) admettrait des racines égales, contre
I'hypothese généralement admise dans ce qui précede. Donc, en revenant
a cette h ypothése. nous pourrons énoncer la proposition suivante.

3¢ Théoreme. La fonction f(x) étant supposée réelle et entiere, si 'on
distribue les racines toutes imaginaires de I'équation (25) ou (29) en
deux suites distinctes, la premiére suite comprenant les racines dans
lesquelles le coefficient de vV —1 est pcr:fﬁi:, et la seconde suite les ra-
cines dans lesquelles le coefficient de \/— 1 est négatif; les mémes con-
ditions seront remplies, pour un module de i inférieur a &, par les racines
deI'équation (27) ou (31), qui pourront étre distribuées en deux nouvelles
suites correspondantes aux deux premieres, et composées chacune de
racines dans lesquelles les coefficients de \/— 1 seront tous et toujours
affectés du méme signe. Alors la somme des termes de la troisiéme ou
quatriéme suite , ainsi que la somme de leurs puissances entiéres de degré
quelconque, sera développable en une série ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de i, le premier terme de la série étant la somme des
termes de la premiere ou seconde suite, on de leurs puissances entiéres
du degré donné. Si 'équation (1) n'a point de racines égales, les séries
obtenues ne cesseront pas d’étre convergentes qu:mt] on posera i=k, ce
qui réduira les formules (27) et (31) & I'équation (1) elle-méme, et par
conséquent I'équation (1) pourra étre décomposée en deux autres dont
les racines coincideront respectivement avec les termes de la troisieme
suite, puis avec les termes de la quatrieme.

Corollaire. Parmi les racines réelles que peut admettre I'équation (1),
il importe de savoir quelles sont celles qui devront étre censées appartenir
4 la troisieme suite ou a la quatrieme. Or, pour décider cette question
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relativement a une racine donnée de I'équation (1}, a la racine a, par
exemple, il suffira de rechercher si, en censidérant la racine @ comme la
limite vers laguelle converge une racine imaginaire de I'équation (27)
ou (31), tandis que le module de i croit et converge vers la limite &, on
doit supposer dans cette racine imaginaire le coefficient de v/—1 ou
positif ou négatif. Soit

(42 x=a+4 &4+ =1

la racine imaginaire dont il sagit, J', ¢ désignant deux quantités réelles,
qui deviennent infiniment petites pour une valeur de i infiniment rap-
prochée de %, et s'évanouissant pour i = k. Posons en outre

(43) fla 4 &=V —1) =D = (Ey —1,

D, E désignant encore deux quantités réelles. En vertu des formules
(42), (43), les équations (27) et (31) donneront

(44) i=k 4+ E — Dy —1,
(45) i=#%— &+ DY —1,
la valeur de E étant

_Ha+d+/=1) —flagtd—y/=7)
3 2-(‘/’-;-.]- ;

Donc, pour que la valeur de i fournie par I'équation (27) ou par "équation
(31) offre une partie réelle inférieure 4 £, et & plus forte raison un module
inférieur i k, il sera nécessaire que le signe de ¢, ou du coefficient dey/—1
dans f(x), soit opposé, dans le premier cas, pareil dans le second, au
signe de la quantité réelle E déterminée par I'équation (46). Mais, pour
des valeurs infiniment petites de ¢ et J', cette quantité se réduit sen-
siblement a

(46) E

flad4) ou f(a)

Douc, les racines réelles de I'équation (1) étant ‘considérées comme des
limites vers lesquelles convergent des racines imaginaires de I'équa-
tion (27) ou (31), tandis que le module de i croit et converge vers la li-
mite &, le coefficient de \/—1 dans chacune de ces racines imaginaires,
offrira un signe dépendant de celui que prendra la fonction dérivée f'(x),
pour une valeur de x égale & la racine réelle correspondante de I'équa-
tion (1), savoir, un signe opposé a celui de f'(x), s'il s’agit de I'équa-

4



(26)

tion (29), et un signe pareil a celui de f'(x), s'il s'agit de I'équation (31 ).
En conséquence, parmi les suites de racines mentionnées dans le théo-
reme précédent, la troisieme comprendra les racines réelles de I'équa-
tion (1), propres a fournir des valeurs ou négatives ou positives de la
fonction dérivée f'(x), et la quatrieme les racines réelles propres a
fournir les valeurs ou positives ou négatives de f(x), suivant que I'é-
quation (1) sera déduite, par la supposition i= %, ou de la formule (27),
ou de la {formule (31). D’ailleurs, les racines réelles

a,byeydy...g b

de I'équation (1) étant rangées d'apres l'ordre de leurs grandeurs, lors-
qu'on reviendra, en suivant l'ordre inverse, de la derniére 2 ala pre-
miere @ , ces racines fourniront des valeurs de {'(a) alternativement po-
sitives et négatives, la valeur ['(A) qui correspond a la derniére racine
étant positive. En effet, la fouction f(x), qui s’évanouit quand x se
réduit & l'une de ces racines, doit nécessairement, dans le passage de -
I'une a lautre, commencer par croitre ct finir par décroitre, ou com-
mencer par décroitre et finir par croitre. Mais, a partir du moment ou
la valeur croissante de x atteint la derniére racine réelle £, il faut que
la fonction f(a) croisse pour devenir positive , puisque avec son premier
terme x" elle doit étre positive pour de tres grandes valeurs de x. D'autre
part, on sait que la dérivée f'(or) est positive ou négative, suivant que
la fonction f(x) croit ou décroit pour des valeurs croissantes de x. Cela
posé, si le nombre m des racines réelles a, &, ¢,d, ...g, k est impair,

: SER e P me—1 ‘
la fonction dérivée f'() sera négative pour —, racines reelles, sa-
vour

oy d,... g

P n =1 - 5 .
el positive pour ——, racines réelles, savoir :

iy vt By

Si au contraire le nombre i est pair, la fonction f'(x) sera négative
m » ’ .
pour —, racines réelles, savoir :
ﬂ'l ﬂ, ® = % g,
Ay n “ o i,
ot positive pour —, racines réelles, savoir :

bl d’..ll hr
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Donc, si l'on pose pour une valeur impaire de m,

{‘i:r} "=l‘-f_‘f'}{'t_d]-+ Ax—g), (48) v=(x—a) (x—c)...(x—h),
et pour une valeur paire de m,
(4o) | n=(r—a) (x—c). ..(x—g), (50) v=(x—"b) (x—d)...(x—h)},

Si dailleurs on nomme U le produit des facteurs simples, qu'on obtient
en retranchant successivement de x les racines imaginaires dans les-
quelles le coefficient de \/— 1 est négatif, et V le produit des facteurs
simples conjugués aux premiers; la troisiéme et la quatrieme des suites
mentionnées dans le théoréme précédent, auraient pour termes les racines
de I'équation (1), propres i vérifier la premiére et la seconde des deux
formules

(51) ul =o, {52) ¥ =0,
ou bien encore la premiere et la seconde des deux formules
(43) vl =o0, (54) uY = o,

suivant que I'on supposera I'équation (1) tirée de la formule (27) ou de
la formule (31), par la supposition i=#k. Dailleurs, les coefficients des
equations (51) ou (52), et (53} ou (54), se déduiraient sans peine de la
somme des termes de Ja troisieme ou quatriéme suite, et de la somme
de leurs puissances semblables et entiéres des divers degrés. Donc I'équa-
tion (1), on :

(55) uwlV=o,

pourra étre, en vertu du troisiéme théoreme, décomposée i volonté, soit
dans les équations (51) et (52), soit dans les équations (53) et (54). Mais,
en divisant par leur plus grand commun diviseur les premiers membres
des équations (51) et (53), ou (52) et (54), on réduira ces équations 4

(56) v=0, r=0o.
De méme, en divisant par leur plus grand commun diviseur les premiers

membres des équations (51) et (54), ou (52) et (53), on réduira ces équa-
tions a

(57) i=foy" M=

On peut donc énoncer le théoréme suivant.
4* Théoréme. La fonction entiére f(x) étant réclle, et les racines de

i
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'équation (1) inégales entre elles, cette équation pourra toujours étre
décomposée en quatre autres, qui offrent seulement :

» La premiere, les racines réelles pour lesquelles f'(x) est néganf;

» La seconde, les racines réelles pour lesquelles f'(x) est positif;

» La troisieme, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient
de \/— 1 est négatif;

» La quatrieme, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient

de \/— 1 est positif.

»n Corollaire. Cette proposition coincide avec le 3° théoréeme de ma
lettre du 24 février, et lorsqu’on la joint'au 1* théoréme, elle fournit la
détermination compléte des racines réelles d’une équation de degré quel-
conque. Jajouterai que cette détermination peut encore étre simplifiée
a l'aide des considérations suivantes:

» Soient s la somme des racines de I'équation (1), ou de leurs puissances
semblables d'un degré donné [, et

S B T TR
la somme des puissances semblables et de méme degré, des racines de I'é-

uation (51),
d ( ) g, 8, T,

désignant trois quantités réelles. Il est clair que les sommes des puissances
semblables et du degré [, des racines des quatre équations (51), (52),(53),
(54) seront respectivement, pour les équations (51) et (52)

(58) ST I =1, (5q) R L
et pour les équations (53), (54)
(6o) s=84+ TV —1, (61) T BT

Cela posé, si 'on retranche I'expression (58) de 'expression (60), la dif-
férence

(62) s—128

représentera évidemment la somine des puissances semblables, et du de-
gré I, des racines réelles de I'équation (1), ces puissarces étant prises avec
le signe 4 ou avec le signe — , suivant que les racines réelles dout il s’agit
vérifieront 'une ou I'autre des formules
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c'est-a dire suivant que les valeurs de f'(«) correspondantes a ces racines
seront positives ou négatives. On aura donc, pour des valeurs impaires
de m,

(63) s—a2S=—al—4fef—d4... —g' 4+ I,
et, pour des valeurs paires de m,
(64) s—a2S=—a 4+l - fd—... —g'+ h,

Si le nombre [ est impair, la formule (63) ou (64), dans laquelle S repré-
sente la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de i =#k, fournira, pour une valeur impaire de m, la somme
des puissances semblables, et du degré /, des m racines de I'équation

(65) (x —a) (x40 (x—c) (x+d)... (r+g) (x—I)=0,

ou, pour des valeurs paires de m, la somme des puissances semblables et du
degré [, des m racines de I'équation

(66) (x4 a) (x=0) (x4¢) (x —d)e.. (24g) (z—h)= 0.

Dailleurs étant donnée pour une équation du degré m, la somme des puis-
sances semblables des racines , des degrés représentés par les nombres

lj 3, 5:. ?“fi I:':':il']'l—l:l'

on en tire aisément, a 'aide de formules toutes linéaires, les coefficien(s
des diverses puissances de x dans le premier membre de cette équation,
On peut donc énoncer encore la proposition suivante.

5¢ Théoréme. La fonction {(x) étant supposée entiére et de forme réelle,
et les racines de I'équation (1) inégales entre elles, on pourra déterminer
immédiatement 4 l'aide de séries convergentes, les coefficients d’une autre
équation qui offrirait seulement pour racines les racines réelles de I'équa-
tion (1), prises avec le signe 4~ ou avee le signe —, suivant qu’'elles cor-
respondent a des valeurs positives ou négatives de /().

Corollaire. 1L.e théoreme 5° joint au 17, suffit 4 la détermination de
toutes les racines réelles d’'une équation de degré quelconque. Je me pro-
pose de revenir, dans une note nouvelle, sur cette détermination, d'éclair-
cir encore ce qui a été dit ci-dessus, en montrant la méthode appliquée a
des exemples numériques, et d’établir d'autres théoremes relatifs i la réso-
lution des équations. Parmi ces théoremes, on doit distinguer ceux aux-
quels on est conduit, lorsque dans les formules (17),(18), (19), la valeur de
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wr cesse d’étre égale a j:z. On doit surtout remarquer le cas ot l'on

a g“’V—‘= == 1. On peut aussi établir facilement Ia proposition sui-
vante :

6 Theoreme. Il (xr) et @ () désignant deux fonctions entiéres, la pre-
miére du degré n, la seconde du degré m < n, et dans lesquelles les coef-
ficients des plus hautes puissances de n sont réduits i Punité; supposans
que les racines réelles et finies des deux équations

(67) n(x)=o, (68) = (z) =0,
étant rangées par ordre de grandeur, forment la suite

By ;,T.a-l.. .l,,u, 7.

En donnant & cette suite, pour termes extrémes — w , == @, on
obtiendra celle-ci,

F

nﬁg:l ﬂm,-,ﬂ',y,...hlp, ry 003

et, si 'on nomme i une quantité réelle positive, deux termes de la derniére
suite, pris consécutivement, pourront comprendre entre eux des racines
réelles d’'une seule des deux équations

(70) n(z)— i= (x)=o0, (71) M(z) 4 i=(x) = o.

Si 'on nomme 1%, 2°, 3°... intervalle, les intervalles compris entre
le 1°7 et le 2* terme, entre le 2° etle 3°, entre le 3° et le 4°, ete... lesra-
cines reelles de I'équation (70) ne pourront étre renfermées que dans le 1*",
le 37, le 5°,... intervalle, lorsque n—m sera pair, et dans le 2°, le 4°, le
6°. .. intervalle, lorsque n — m sera impair. Ce sera I'inverse pour I'é-
quatino (71). De plus, le nombre des racines réelles de I'équation (70) ou
(71) qui pourront se trouver comprises dans 'intervalle compris entre deux
termes consécutifs de la suite (70), par exemple, entre € et 5, sera im-
pair, si ces deux termes sont racines réelles, I'un de I'équation (67), 'autre
de I'équation (68). Le méme nombre sera pair et pourra se réduire a zéro
dans le cas contraire,

Nota. Lorsque deux, trois... racines de I'équation (70) ou (71)de-
viennent égales, on ne doit pas cesser de la considérer comme représentant

deux, trois... termes de la suite (6g). Senlement ces termes sont égaux
entre eux.
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§ 1I1.

Les méthodes que 'on peut déduire du principe ci-dessus établi exi-
gent que I'on sache évaluer les coeflicients d’'une équation, lorsqu’on con-
nait les sommes des puissances semblables impaires de ses racines; cette
évaluation fera I'objet de ce troisieme paragraphe.

1 Théoreme. Etant données, pour une équation du degré m, les

sommes des puissances semblables des racines, de degrés représentés par
les nombres
]-' 3. 5-.-¢ti-l ﬂ-m-—[_,

on pent déduire , a 'aide de formules linéaires, les coefficients des diverses

puissances de a, dans le premier membre de cette équation.
Demonstration. Soit,

(1) "4 a,x™" f a.x" i G T 4 a,.,_-= 0,
I'équation dont il s'agit. Nommons a, b, ¢,... g, &, ses diverses ra-
cines, et
sp==a'- b et g B,
la somme de leurs puissances semblables du degré n. On aura identi-
quement
['2} .:!."+a,.'¥'“_'+ air""”+ .. a.+ ﬂm_l-I + ﬂ..:l:-r—ﬂ'] [I—E’J EI—F] e _{,r_g} f_z-____,i‘ ’

. . I
puis on en EOHCIUE]‘E, €n ]JUEEIIIII successivement o= -

=

e :

M=

14 az4a.2 40 F G 2" @ = (1—az) (1—bz) (t—cz)...(1—gz) (1=hz),
I— a2+ a,8"—. . . G 2" '™ = (14a3) (1402) (14c2).. (14-gz) (14h3z),

et par suite

B e,
ou, ce qui revient au meme,
a, 4 a4+ aszt 4. .. 1 ett— g2
LY T e e e
la valeur de Z étant
& t=—ft (I L e +2 e
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On aura d'ailleurs

:e‘l—eﬂz_|z‘-—t: 1 ab—=1 . o X 28— S
O =T miaak  mmaatE

=A4 B4 Czt 4-D2f 4 ete. ..,
I | 1
E' g 5 "‘i._:a!_- "W
de A, B, C, D,... étant données par les formules

les facteurs étant les nombres de Bernouilli , et les valeurs

A== B=%{53—5‘.3,
I
(7 C:.—és,; 35’:33+ 1551_.
I L I 2 17
De=-3, —z8i85 — =55} + =515 — =5 5], ete.,
7 5 9 9 315

dans lesquelles les seconds membres offrent des coefficients numériques
dont les sommes

I
I, —TT=0,H:.,

5

=]
[f=H -

1 I
ISRt R T o

| -

sont toutes nulles a exception de la premiére. Cela posé, de I'équation (4),
présentée sous la forme

(8) a,+asz’+asz'4a,3" .. .4 (14a,2* a2 4ap2" .. J(A4-Bz* +Cel 4Dz ... ) =0,
on tirera, en observant que cette équation subsiste, quel que soit z,
9) a,+A=o, as+a,A+B=o0, as+a,A+4a,B+C=0,q4,+asA+a,B4a,04+D=0,
Ces dernieres formules, toutes linéaires par rapport aux inconnues
@iy Oy g O3gess O gy Omy

fourniront les moyens de les déterminer en fonctionsde A, B, C, D, et
par conséquent en fonctions de

Fra F3y Foens Famoye
Si, pour fixer les idées, on suppose m =4, les formules (g), réduites 4
(10) a,+A=o0, ay4-a,A+B=0, aA 4 a,.B4-C=0, a;B4a,C 4+ D=0,

donneront
__AD—BC AD— BC C* — BD

f —iad e — —_ — ————— e ——
(11) a A, a, g ® ABI‘“&G B, g BF—ac”



(33)
Si I'on suppose, par exemple,

(12) fiE=D, =213, H=0, I =0,

on tirera des formules (7) et (11)
A=o, B=1, C=9, D=0o; a =0, =0, g3=—1, a=o.

Donc 'équation du 4° degré , dont les racines vérifient la condition (12),
est la suivante :

(13) #H—x=0;

ce dont il est facile de s’assurer directement. Si 'on eut supposé
(r4) =S =s=s5=1,

on aurait tiré des équations (7) et (10)
A=i1, B=o, C=0, D=9; g=—1, ay==—a,, a =0,

la wvaleur de @. restant indéterminés, comme l'indique la seconde des
formules (11). Effectivement, les racines de I'équation

(15) —2+a(@—2)=0, on (2*+a,) @@ —z)=0,

cest-a-dire les quantités o, 1 jointes aux racines de x* 4 a, —o, qui
sont égales, au signe preés, vérifient toujours les conditions (14). 1l
y a plus : pour que les formules (11) fournissent des valeurs indéter-
minées de a,, a,, a;, a;, il faut que 'on ait

A B C

| ] ) 1
et 'on trouve alors que I'équation, dont les racines correspondent aux
valeurs données de s,, s, 55, §,, peut s'écrire comme il suit :

(16) (I’+ﬂ.+§") (x‘—ﬁr—%):n_

Or, cette derniére équation se partage en deux autres dont I'une offre
encore des racines égales, au signe pres, mais affectées de signes con-
traires. Au reste, on peut démontrer généralement la proposition
suivante.

2* Théoréme. Lorsque, étant données, pour une equation du degré m,
les sommes des puissances semblables des racines de degrés impairs,

les formules qui servent 4 en déduire les coefficients de I'équation,
5
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laissent quelques uns de ces coefficients indéterminés, on peut affirmer
que I'équation proposée offre des racines égales, au signe prés, mais
affectées de signes contraires.

Deémonstration. Supposons, en effet, qu'étant donnés les divers termes
de la suite

:'T:l 51: 53:— ""-‘.EII "f'i""'

)

prolongée aussi loin que l'on voudra, on n'en puisse, a laide des
formules (7) et (g), déduire complétement les valeurs des coefficients

flyy gy A3y flm_yy dmy

de l'équation (1); en sorte qu'un ou plusieurs de ces coelficients de-
meurent indéterminés. Si I'on nomme R le plus grand des modules
que présentent les racines de Péquation (1), la somme s, offrira un

module inférieur a
mliv,

et par cﬂtlsl?quenl la série qui compose le dernier membre de l'éqlm-

1 ! . . ¥ |
tion (5) sera convergente pour un module de z inférieur 4 3. Cela

posé, concevons que l'on attribue successivement 4 z, m valeurs parti-

e . PR . poow g 1
culieres dont les modules soient inégaux et inférieurs a " On pourra
calculer les valeurs correspondantes du second membre de la formule (§);
et, par suite , si 'on nomme u la fraction comprise dans le premier

membre, c'est a-dire si 'on pose, pour une valeur impaire de m,

L ayz? == asz! G-, .. .4 az™!’
5 ';T'ﬂiz“}‘ LA TR FERE wa

ou, pour une valeur paire de m,

(18) u

__a, a3z A ast .o a2
1+ a2 4+ agzt 4. . Faz” ]

¢ Y
(g

on connaitra m valeurs de la fraction rationnelle . On doit en conclure
que cette fraction rationnelle aura une valeur complétement détermi -
néc pour chaque valeur donnée de z, quoique, d'apres I'hypothese
admise , les coefficients a,, a,,...a, ne soient pas tous complétement
déterminés. En effet, représentons le numérateur et le dénominateur
de la fraction dont il s'agit, par

ez,  B(z)y
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pour un premier systeme de valeurs attribuées aux coefficients «,, a,,

A3,4... dy_,y Gy, €t par
x(2), X (z),

pour un second systeme de valewrs des mémes coefficients. L'équation

ez __ x(3)

o(z) ~ X(@z) '’

-

qui se trouvera vérifiée pour m valeurs particuliéres et inégales de =
et de z* pourra s'écrire comme il suit:

(20) $ (X () — z(D2(2) = o

et comme cette derniére équation sera du degré am— 2 par rapporta s,
par conséquent du degré m—1 par rapport i z*, elle ne pourra étre vérifice
par m valeurs particuliéres et inégales de z*, sans devenir identique.
( Voyez I'Analyse algébrique.) Par conséquent, m valeurs particulieres de
la fraction rationnelle z, correspondantes 4 m valeurs particulieres et iné-
galesde z et de z*, détermineront complétement la valeur générale de cette
méme fraction. Donc, cette valeur générale pourra encore se déduire
des valeurs supposées connues des divers termes de la série (17); et
'on pourra en dire autant de la fraction rationnelle suivante :

t4uz 14+az+az4...4 3™

— ——
I == 4z | — T = @,5° =—. .= "
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Dailleurs, quand on pose, dans cette derniére z = = elle devient

2 ax" " ta, x4 a, - an  (x—a)(r—Db)(x—c). . . (x—h)
P —a ™ a, " .  an_Tta, (xa)(xb)(xtc). . (x+h)

(21)

Donc cette derniere fraction sera elle-méme complétement détermince,
ainsi que les valeurs de x qui la rendront nulle ou infinie. Or,

W B el ol

etant les racines de l'équation (1), si, parmi ces racines, on ne peut
en trouver deux qui soient égales, au signe prés, mais affectées de signes
contraires, la fraction (21), et par conséquent le polynome

I L g e i A - gy,

s'évanouiront pour chacune des valeurs a, &, ¢, ...k, attribuée a
variable x. Donc alors, les coefficients

a"ﬂ‘l‘ ﬂ., a‘l?"‘"‘aﬂl-l! ﬂmj
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seront complétement déterminés. Diailleurs, il est évident quon ne
pourrait plus tirer la méme conclusion si deux racines a et b, par
exemple, étant égales, au signe prés, se trouvaient affectées de signes
contraires , c'est-a-dire si l'on avait

b = — a.

Car alors, le numérateur et le dénominateur de la fraction (21) ayant
pour facteur commun le produit

(r — a)(r 1+ a),
cette fraction serait réductible a la suivante :
(x—e). .z —h)
E+o.. (x+h

¢t cesserait de s'évanouir pour x == a.
Corollaire 1°*. Sil'on calcule avec une approximation suffisante m va-
leurs de z, et par suite de %, on pourra en déduire les coefficients

@, dyye..8u_yy Gm,y

compris dans le numérateur et le dénominateur de la fraction (18) ou
(19), 4 Taide de la formule d'interpolation pour les fonctions rationnelles,
telle que je l'ai donnée dans I.4nalyse algébrigue. { Voir a la fin de cet
ouyrage la note sur la formule d'interpolation de Lagrange.) Alors ces
divers coefficients se trouveront exprimés c¢n fonctions des seules va-
leurs particulieres des variables z et w.

Corollaire 2°. Si, en cherchant a déduire d'une équation donnée une
seconde équation qui offre seulement les racines réelles de la premiére,
on ne pouvait déterminer complétement tous les coelficients de cette
seconde équation, on devrait en conclure que I'équation donnée pré-
sente un ou plusieurs couples de racines égales, au signe pres, mais
affectées de signes contraires. Au reste, on peut toujours débarrasser
facilement nne équation des facteurs du second degré qui correspondent
4 de semblables racines. Car ces lacleurs doivent étre diviseurs com-
muns des deux polynomes que 'on obtient en ajoutant les uns aux autres
d'une part les termes de degré pair, de lautre les termes de degré
impair. Ainsi, €n particulier, @ et — a ne peuvent étre a la fois ra-
cines de léqguation (1), sans que les facteurs x—a, x +a, et par
suite leur produit x*— a*, divisent les deux polynomes

™ + ﬂ}rm—-: + ‘141“_4 -+ el , et H'Ill—l_f'ﬂjrm—a_i_ ele.
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§ 1IV.

T'ajouterai ici unc observation relative au 6° théoreme du § II.
Dans ce théoréme, II(x), @{x) représentent deux fonctions entieres,
la premiére du degré n, la seconde du degré m<n. Or, sil'on pose
| _ 0@
S

les équations Tl(x)=o0, @{x)j=o0, pourront étre présentées sous
les formes

(a2) f(z) = o, (@3 f@=g on o =o,

tandis que les équations

M@ —i=(x) =0, M(z)+i=(x) =o,

deviendront
(24) f(x) = 1, (25) f(x) = — i;
et 'équation (23) sera évidemment vérifiée par x = :;— ===t . Cela

posé, le théoreme que je viens de rappeler pourra s'énoncer comme
il suit :

3* Théoréme. f(x) étant une fraction réelle et rationnelle qui devient
infinie pour des valeurs infinies de a, supposons que les racines réelles
des équations (22) et (23), rangées par ordre de grandeur , composent
la suite :

I:-:l'ﬁ} —'m, &, g, '}",It--d.-ﬁ, gy Py DO

Soit d’ailleurs i une guantité positive. Deux termes consécutifs de la
suite (26) comprendront entre eux un nombre pair ou impair de ra-
cines réelles d'une seule des équations (24), (25), savoir, un nombre
impair , si ces deux termes sont racines, 'un de Péquation (22), lautre
de I'équation (23), et un nombre pair, qui pourra se réduire a zéro,
dans le cas contraire. De plus, si, dans la suite (26), on nomune pre-
mier intervalle 'intervalle compris entre les deux premiers termes , second
intervalle , I'intervalle compris entre les 2° et 3° termes ; froisiéme inter-
valle, I'intervalle compris entre les 3° et 4° termes, etc....; les ra-
cines réelles de l'équation (24) ne pourront étre comprises que dans
les 17, 3%, 5°... intervalles, lorsque n — m sera un nombre pair, et
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dans les 2%, 4, 6°... intervalles, lorsque n— m sera impair. Ce sera
V'inverse pour Iéquation (25). Si les équations (22), (23) avaient des
racines ¢gales, il faudrait en tenir compte pour ne pas diminuer le
nombre des intervalles, alors quelques-uns de ces intervalles se réduiraient
a zéro.

Deémonstration. Pour démontrer ce théorcme, il suffit de construire
les diverses branches de la courbe dont les coordonnées x, y vérifient
I'équation

LAk
Au reste, apres avoir ainsi obtenu du 3* théoreme une démonstration
géométrique, on pourra aisément la traduire en langage algébrique.
Pour y parvenir, il suffira de recourir aux propriétés des fonctions con-
tinues, et d'observer que la fonction f(x) reste continue entre deux va-
leurs réelles de & propres a vérifier I'équation (23).

Exemple. Pour montrer une application du 3° théoréme, supposons
que l'en considére I'équation du quatriéme degré

(27) 2t — 2 4 fx* A x—f =0,

déja traitée par Fourier, et qui ne peut offrir an plus que deux racines
réelles, attendu que sa dérivée du second ordre

0z* — 3z 4+ 4 = o,

offre deux racines imaginaires. L'équation (27) pourra étre présentée
sous 'une quelconque des formes

L xt —a® 4 fa* xi4 fx' — .
(26) ;.i.r%—-ﬁ:—ﬁ:_"‘ (29) _m_at_'! (30) TI—4=J.
Cela posé, en prenant
e I . (119
fx* 4+ x — 4§

on trouvera, pour racines de I'équation f(x) = o,

O, 0y 05 1,

pour racines de Péquation f(x) = -,

Y .—I%—\/ |+%-_* —1,133.., _é+\/'+i—;—4=ﬂ’383"’ oo,

et ces racines ou valeurs de x rangées dans leur ordre de grandeur,
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composeront la suite

=0, ==1,133:v.y 0, 0, o, ‘I; 0,883..., 1, oo,

les valeurs correspondantes de la fonction f(x) étant

: ) u:- 'D:r ﬂ, CII | ﬂ: -

I I I
o' o o o
Comme dailleurs, dans I'équation (28), la différence entre les degrés
du numérateur et du dénominateur du premier membre est un nombre
pair § —2=2, et le second membre négatif; les racines réelles de cette
équation ne pourront étre comprises que dans les 2%, 4°, 6° intervalles.
De plus, eu égard 2 la série des valeurs de f(x); le second et le 6° in-
tervalles comprendront un nombre impair de racines réelles, etle 4* un
nombre pair de racines réelles qui pourra se réduire et se réduira cer-
tainement 4 zéro, l'équation (27) n’ayant pas de racines nulles, Donc,
la proposée offrira au moins deux racines réelles, I'une négative, com-
prise entre les limites — 1,133 et 0, lautre positive , comprise entre
les limites 0,883 et 1. Dailleurs, d’aprés ce qu'on a dit, elle n’en aura
point d'autres.

En posant
o — ' 4 20

) — e

on obtiendrait pour racines réelles des équations (22), (23) cing valeurs
de &, savoir, les quantités

m——— m, o
mrrespnndant&s aux valeurs

y O, 0, 1 ]

=R

I
0

(=R

de f(x). Ici, la différence entre les degrés du numérateur et du déno-
minateur de [(x) étant un nombre impair 4 —1=3, les racines de
I'équation (2q9) devront étre renfermées dans le premier et le troisieme
intervalles. Donc, cette équation admettra une racine négative et une
racine positive inférieure 4 4, ce que lon savait déja,

Enfin, si 'on prend

f(x) = -‘_':?i_’:_}?_i
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comme on aura sensiblement

V=24 V8 = o,01,
on obtiendra pour racines réelles des équations (22), (23) sept valeurs
de x, savoir, les quantités
—o0, =—1, =—o0,1, o, 0,01, 1, o0,

correspondantes aux valeurs

L - L] . ]

o' o’ # o' 4 o' o
de la fonction f(x); et, comme le second membre de I'équation (30)
est positif, tandis que la différence entre les degrés du numérateur et
du dénominateur de la fraction f(ax) est ici un nombre impair j—3=1,
on conclura du 3* théoréme que les racines de I'équation (30) doivent
étre cherchées dans les 2%, 4° et 6° intervalles, et qu'en conséquence
cette équation offre au moins une racine négative supérieure 4 —o,91
et une racine positive inférieure a o,91.

En résumé, il suit de tout ce qu'on vient de dire, que I'équation (27)
offre seulement deux racines réelles, 'une négative, comprise entre
les limites

— 1 et = o0,q1,
l'autre posilive, comprise entre les limites
0,883 et o,gr.

Ce théoréeme conduit a I'une des méthodes pour la résolution des équa-
tions de tous les degrés, indiquées dans la lettre du 29 janvier, et qui
consiste 4 partager le premier membre de I'équation donnée en deux
polynomes, dont T'un est multiplié¢ par un parametre que l'on peut
rendre égal a l'unité. Les racines des équations auxiliaires ainsi obte-
nues, servent, comme on l'a vu, de limites aux racines de I'équation
cherchée. Or, n étant le degré de I'équation donnée. il est clair qu'on
pourra toujours réduire le degré de chacune des deux équations auxi-
liaires 2 un nombre égal ou inférieur & la moitié de n. Par exemple,
on raméne la résolution d'une équation du cinquiéme degré a celle de
deux équations du second degré; celle des équations trinomes a celle
des équations binomes, etc.
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s V.

Les principes établis dans les paragraphes qui précedent, fournissent
des méthodes générales pour la résolution des équations de tous les de-
grés. En suivant I'une de ces méthodes fondée sur le troisieme théoreme,
page 24, on développe immédiatement chaque racine d'une équation en
série convergente, lorsque toutes les racines sont réelles, et 'on peut
toujours ramener la question a4 ce dernier cas, en se débarrassant,
comme on I'a expliqué, des racines imaginaires. Mais quoique, sous le
point de vue théorique, cette méthode ne laisse rien a désirer, il peut
étre avantageux de lui substituer, dans la pratique, 'une des autres mé-
thodes qui se déduisent des principes ci-dessus exposés, et en particulier
celles.qui se fondent sur plusieurs théorémes que je vais énoncer en peu
de mots.

Considérons une équation da degré n. On pourra la réduire, méme
d'une infinité de maniéres, i la forme

Plr) =1,

@(x) désignant une fonction entiére ou fractionnaire, et ; un parametre
réel ou imaginaire. Or, comme je I'ai fait voir, la résolution de cette équa-
tion pourra toujours étre ramenée, pour de trés petites valeurs de ¢, 4 la
résolution de I'équation auxiliaire

¢ (x)=o,

et, pour de trés grandes valeurs de i, 4 la résolution de I'équation auxi-
liaire

plx) = ;.
Il y a plus; si 'on nomme valeurs principales de x celles qui vérifient I'¢-

quation dérivée
ap'{_r} = 0;

sans vérifier I'une des deux équations auxiliaires, et modules principaux

de i=@(x), ceux qui répondent aux valeurs principales de a; toutes les ra-

cines de la proposée seront développables suivant les puissances ascendantes

ou descendantes du parametre 7, lorsque le module donné de ce parame-

tre sera inférieur ou supérieur a tous ses modules principaux. Enfin, si

Pon fait correspondre a chaque expression imaginaire un point situé dans
6
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un plan donné, en prenant la partie réelle et le coefficient de \/— | pour
I'abscisse et I'ordonnée de ce point, les expressions réelles correspon-
dront toujours 4 des points situés sur I'axe des abscisses, et les diverses va-
leurs de &, propres & résoudre I'équation

P(x) =1,
pour un module donné de i, corresp ondront & des points situés sur un
systeme de courbes qui pourront étre de deux espéces différentes. Nous
avons nommé courbes de premiere espece celles qui s’élargissent, et
courbes de seconde espece celles qui se rétrécissent, pour une valeur
croissante du module de i; et nous avons fait voir que I'équation pro-
posée peut toujours étre décomposée en autant d'équations partielles qu'il
y a de courbes distinctes. Or, si la fonction @x) étant de forme réelle, on
attribue au paramétre i une valeur réelle, chacune des courbes traver -
sées par I'axe des abscisses, étant symétrique par rapport a cet axe, ne
pourra le couper, en plus de deux points, hors le cas des racines égales.
Donc alors chacune des équations partielles offrira au plus deux racines
réelles. Ainsi se trouve établie la proposition suivante :
1 Theéoréme. En supposant résolues les équations auxiliaires

¢r)=0, o*)=3,
on peut généralement décomposer une équation de la forme
ox) = i

en équations partielles dont chacune offre au plus deux racines réelles.
Corollaire. Si la proposée a toutes ses racines réelles, elle sera immé-
diatement décomposable en facteurs réels du premier ou du second degré.
A ce théoréme on peut en joindre plusieurs autres dont je vais trans-
crire les énoncés, me réservant d'en offrir la démonstration dans une
autre occasion.
a2 Théoréme. Si 'on donne successivement & la fonction @) les deux

formes

k—flz), k<4 f(2),
flx) désignant une fonction entiere de forme réelle, et £ une constante
réelle ou imaginaire dont le module surpasse tous les modules princi-
paux de f(x); si d'ailleurs on suppose inégales entre elles les racines de
I'équation
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cette équation, que I'on pourra présenter sous 'une quelconque des formes
k—=flx)=1i, k4 flz)=1,

en donnant au parametre i la valeur &, offrira, sous I'une de ces formes,
au moins une racine développable suivant les puissances ascendantes de 1.
On peurra d’ailleurs, dans 'hypothése admise, développer suivant les puis-
sances descendantes de £ les racines de chacune des équations auxiliaires

k— f(x =0, k4 fix) =o.

3 Theoréme. Les mémes choses étant admises que dans le théoreme
précédent, si I'on forme divers groupes avec les racines de 'équation

flx)=0o,
présentée d’abord sous la forme
k= flx)=1,
puis sous la forme -
k4 f2)=1,

en composant chaque groupe des racines qu'il est indispensable d'ajouter
entre elles pour obtenir une somme développable en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de i; deux racines distinctes
ne pourront en général se trouver réunies dans le premier cas, sans étre
séparées dans le second , ni réunies dans le second cas , sans étre séparées
dans le premier.

Corollaire. Apres avoir développe toutes les racines de chacune des
équations

k=flx)=1:, k4 flz)=i,
suivant les puissances ascendantes de i, et calculé les sommes formées par
I'addition des développements qu’il est nécessaire d’ajouter entre eux pour
obtenir des séries convergentes; il suffira, pour obtenir chaque racine, de
réunir entre elles plusieurs de ces sommes, prises les unes avec le signe =4~
les autres avec le signe —.

Eaxemple. Si, I'équation proposée ayantl toutes ses racines réelles, on
suppose la constante k réelle et positive, les développements correspon -
dants aux racines réelles des équations auxiliaires seront convergents ,
ainsi que la somme des développements correspondants a4 deux racines
imaginaires conjugées. Cela posé, si 'on nomme

a?b!f!d!"‘jflg!ﬁ!
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les racines réelles rangées par ordre de grandeur, et si, n étant le degré
de I'équation donnée, on suppose le premier terme de f(ax) réduit a x*,
alors, pour des valeurs paires de &, I'équation auxiliaire
JlE)—k=0
fournira le moyen de calculer les racines a, &, avec les sommes
btc, dde,...f+ g,
tandis que I'équation auxiliaire
flx)+ k=0
fournira le moyen de calculer les sommes
a4b, c4d, ... g4k

Au contraire, si n est impair, la premiére équation auxiliaire fournira la
racine fi, avec les sommes a4 b, ¢+d, ... f4 g: et la seconde, la ra-
cine a, avec les sommes b4-c, d<-e, ... g h Dans I'une et l'autre
hypothese, on obtiendra immédiatement la plus petite et la plus grande
racine , les autres étant données par les formules

bh=(a4-b)—a, c=b4+c)—(at+b+a, et...

Errata.

Page 4o, au lieu de conduit, lisez se rattache
au lieu de consiste, lisez consistail



