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NOUVELLES ETUDES
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REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES,
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- Par M. BIOT.
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# AVERTISSEMENT PRELIMINAIRE,

« On trouvera ici rassemblés une série d'articles qui ont été successive-
ment f:nubliés dans les Comptes rendus des séances de UAcadémie des
Sciences. 1ls ont été écrits a l'occasion d'une discussion qui s'était élevée
dans cette Compagnie, sur un point de théorie relatif 4 appréciation des
réfractions atmosphériques, discussion a laquelle plusieurs Membres des
Sections d’Astronomie, de Géométrie, de Physique avaient pris part. L'inté-
rét, plus qu'ordinaire, qu’elle avait excité, me parut offrir une opportunité
favorable, pour attirer sur tout I'ensemble des théories qui s’y rapportent,
le concours de talents et de connaissances diverses, qui se trouvent réunis
dans I'Académie. Il est peu de sujets de recherches scientifiques, o ce
concours, toujours utile, soit plus essentiel, et doive avoir des conséquences
plus importantes. Pour s'en convaincre, il suffit de considérer la série
d études vari¢es, dont celui-ci a été P'objet, et les efforts de tous genres qu’on
y a progressivement appliqués. La nécessité en faisait une loi. Les réfractions
produites par I'atmosphére interviennent dans toutes les observations des
astronomes, et par suite dans toutes leurs déterminations. Aussi, des qu'ils

" ont eu compris la nécessité, et concu 'espérance, de rendre celles-ci exaetes,

e qui a commenceé a Tycho, ils se sont efforcés de mesurer les réfractions
par des pratiques d’abord grossieres; puis en s'aidant d’un empirisme plus
Ol Moins raisonne, pour rassembler dans une loi continue les appreéciations
)
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I AVERTISSEMENT PRELIMINAIRE.

obtenues isolément. En ceci, nul n’a été plus heureux , mais aussi plus ju-
dicieux et plus habile, que Dominique Cassini. S'attachant a la partie du
phénoméne qui s'étend jusque vers 8o degrés du zénith, laquelle est d’une
application continuelle, et heureusement aussi, la moins accidentée, il
réussit a lier entre elles les réfractions qui s'y produisent, en imaginant une
hypothése physique qui reproduit trés-approximativement leurs valeurs
moyennes. L'influence des conditions météorologiques pour modifier ocea-
'ﬂﬂlmellunﬂ]t ces valeurs, quoique trés-manifeste, ne pouvait étre ap-
~préciée alur&, parce que I'on manguait des instruments et des méthodes
i st‘l"-'elll""a"]a mesurer. L'utilité de ces résultats, encouragea les astro-
nomes l.hﬂl'j:ht"r quclquﬁ, regle empirique, qui pit s'étendre jusqu’a
I'hotiz fforts peu intelligents de Flamsteed pour y réussir ayant
Sattire fﬁﬂﬁnt 1 fle Newton sur ce sujet, il entreprit de calculer théorique-
_ment les re 1%}]0!&- qui doivent se produire 4 toute distance du zénith, non
“pas. Jﬂm\ﬁ%lmmplmm idéale comme Cassini, mais dans une atmosphere
“réelle,‘couefituée comme celle de la Terre, connaissance dont il se croyait

plus proche qu'il ne I'était et ne pouvait I'étre. 1l se livra entierement a ce’

travail depuis le mois de novembre 1694, jusqu’'an mois de mars 16g5.
Guidé par cette prodigieuse faculté d'intuition, qui lui faisait immédiate-
ment apercevoir dans les phénoménes naturels, leurs causes mécaniques,
il reconnut lia, tout de suite, un probléeme d’astronomie planétaire, dans
lequel la différence des attractions i petite distance, exercées sur la lumiére
par des couches d’air de densité inégale, remplacait la gravitation. Partant
de ce principe, et admettant, d’aprés quelques expériences d'Hanksbee et
les siennes propres, que le pouvoir réfringent de Iair est proportionnel a
sa densité, il détermina, par la théorie des forces centrales, I'orbite que de-
vaient décrire des molécules lumineuses, mues suivant des directions quel-
conques, a travers une atmosphére dont les couches d'égale densité seraient
spl 'nf'!ri-:[u:?ﬁ., et en équilibre, Tl obtint ainsi I'équation différentielle exacte et
compléte qui donne, sous une forme explicite, I'incrément infiniment
petit de la réfraction, pour un tel cas. Restait & définir 'atmosphére a
laquelle il en voulait faire I'application. Aprés plusieurs essais, qui ne le
satisfirent point, il admit, comme caractere déterminatif le plus vraisem-
blablement conforme a la nature, que la densité de I'air, & toute hauteur

est proportionnelle a la pression qu'il supporte. La variabilité de la force =

¢lastique des gaz, sous l'influence de la chaleur, fait qu'une telle propors
tionnalité ne peut exister que dans une atmosphere dont la température

~ serait uniforme, ce qui n'est pas le cas de la notre. Mais cela était ignore
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alors. De cette hypothése qu'il avait déja exposée dans son Livre des
Principes, il tira 'expression logarithmique de la densité en fonction de
la hauteur, pour I'état supposé d’équilibre; et la substituant dans 'ex-
pression de Fincrément difféventiel de la réfraction, il n'y avait plus qu'a

. Fintégrer pour obtenir la réfraction locale, correspondante a chaque dis-
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tance de Vastre au zénith. Cette opération dépassait de bien loin les forces
de I'anﬂ?qe de son temps. 11 y suppléa par des quadratures partielles. i
parvint ainsi, par théorie, & construire une Table de réfractions applicable
a toutes les distances zénithales, la premiere que l'on et ainsi obtenue,
et méme espéré d'obtenir. Il en assujettit les constantes & représenter les
valeurs des réfractions pres de I'horizon qui avaient été déterminées par
Flamsteed, lesquelles éraient malheureusement trés-peu exactes et dé-
pourvues d'indications météorologiques, malgré toutes les prieres que

Newton lui avaient adressées pour qn'il les annexat habituellement i ses

observations, en prévision de leur utilité future. 11 transmit aussitor cette
Table 4 Flamsteed, qui en fit peu de cas, s'offensant de ce qu'on ne lui en
elit pas communiqué aussi la démonstration, qui lui aurait été fort inutile.
Pour le calmer, Newton lui envoya I'énoncé du théoréme principal sur
lequel il I'avait établie, avec la figure explicative qui s’y rapportait, lui lais-
sant le soin de le démontrer, et d'en faire lapplication. Il confia aussi cette
Table, probablement sous la méme réserve, a Halley, plus en état que Pautre
d’apprécier la valeur de ce service rendu i 'astronomie. Mais elle ne fut
portée 4 la connaissance du public que vingt-six ans plus tard, en 17921,
Halley, avec I'assentiment de Newton, l'inséra enfin, cette année-la, dans les
Transactions philosophiques, toujours sans démonstration, sans aucune in-
dication de la méthode qui avait servi pour la construire; faisant seulement
remarquer que la détermination de la courbe décrite par un rayon lumi-
neux a travers I'atmosphere, est une question trés-difficile , ainsi que le
D Taylor U'a montré, dans la derniére proposition de son METHODUS INCRE-
MENTORUM. C'est qu’en effet, a la fin de cet ouvrage, publié en 17179, Taylor
avait abordé le probléme des réfractions, au méme point de vue mécanique
sous lequel Newton I'avait envisagé. Il avait obtenu, comme lui, 'expres-
sion exacte de I'élément différentiel de la réfraction, et I'avait appliquée au
méme systéme d’atmosphére. Mais, voulant l'intégrer généralement par des
séries, il y avait supprimé certains termes qui génaient son calcul, quoiqu'ils
fussent nécessaires pour en pouvoir déduire une Table de réfractions appli-
cable aux observations astronomiques, ce qu’effectivement Taylor n’avait
pas tenté. La publication faite alors par Halley, conservait donc & Newton
a.
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tout I'honneur d’avoir calculé, le premier, une Table pareille, avec I'avan-
tage de tenir encore sa méthode secréte, sorte de privilége d'inventeur dont
il se montra toujours fort jaloux. 1l se passa un peu plus d’un siécle avant
que l'on fat parvenu & la reconstruire théoriquement sur les mémes principes.
Dans lintervalle, on revint i des formules hy pothétiques, 4 des régles isolées,
empiriquement déduites des observations; 4 quoi concoururent diverse-
ment de savants théoriciens et d’habiles astronomes, Bouguer, Th. Simpson,
Lambert, Mayer, Lacaille, Euler méme. A part d'eux, dans le silence de
Greenwich, Bradley s'en formait une, plus proche des phénomenes, et que
'on s'empressa d'accepter aussitot qu'on la connut; ce qui n'arriva
qu'en 1764, deux ans aprés sa mort. Sa généralité, sa simplicité, qui la
faisaient ressembler 4 une loi naturelle, appelerent sur cet important sujet
les efforts de Lagrange. En 17972, il reprit le probléme général des réfrac-
tions, au point de vue mécanique, comme Newton et Taylor, Il retrouva les
deux équations différentielles auxquelles il donne lieu, ainsi envisagé. Mais,
dans le déntment de données physiques, o I'on était encore, tout ce
quiil put faire, ce fut d’en tirer a titre de deductions approximatives, la
regle barométrique de Deluc, et pour les réfractions celle de Bradley, qui
¢taient les seuls éléments généraux de vérification auxquels il put comparer
sa théorie. Enfin en 1798, un géometre physicien jusqu'alors peu connu,
simple ]:-rnfessmn' de chimie et de physique dans une école départementale,
Kramp, parvint a résoudre complétement, par une analyse directe et rigou-
reuse, le probleme des réfractions, dans le systeme d’atmosphere que Newton
avait considéré, et o 'on suppose la densite proportionnelle & la pression.
Il réussit & obtenir, par des intégrales générales, ces mémes réfractions que
Newton navait pu évaluer qu'isolément par des intégrations partielles.
Mais en.outre, ce gui est encore un grand service gu’on lui doit, il reconnut
el prouva, que ce systtme d’atmospheére, quoique s'accordant avec I'atmo-
sphere terrestre, dans quelques-unes de ses propri¢tés générales, en differe
dans plusieurs particularités physiques, dont I'influence doit modifier es-
sentiellement les réfractions; de sorte que la Table de ces phénomeénes que
I'on en déduit, ne saurait étre conforme aux réfractions véritables. A défaut
de données physiques suffisantes pour espérer méme d’assujettir celles-ci a
une théorie rigoureuse, il proposa une hypothése physique et mathéma-
tique, dont ]'cmpiui liai parut propre i les faire obtenir p]us apprm:imative-
ment que toute autre. C'est la méme que Bessel a prise pour base de ses
caleuls, dans les Fundamenta et les Tabule Regiomontance.

» Ces travaux de Kramp, tout importants qu'ils étaient, avaient donc

o
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pour résultat final de rejeter encore toute la théovie des réfractions dans
les hypothéses. Heureusement, une portion considérable de cette théorie,
et la plus importante pour les observations astronomiques, peut étre rendue
absolument indépendante de ce périlleux accessoire. Clest ce que personne
n'avait vu avant Laplace. Au livre X de la Mécanique celeste, il démontra
que, jusque vers 8o degrés de distance zénithale, le simple développement de
I'équation différentielle donne, sans erreur pratiquement appréciable, des
valeurs absolues des réfractions, dans toute atmosphére sphérique en équi-
libre, et pour tous les états météorologiques de la couche d'air inférieare,
an moyen d'une formule qui ne contient que deux constantes, immédiate-
ment déterminables par les expériences physiques ou les observations astro-
nomiques elles-mémes, quelle que puisse étre dailleurs la constitution de
Fatmosphére ot la réfraction se produit.

» C'était un important progres dans 'étude d'un phénomene aussi com-
- plexe, que d’avoir signalé et détaché de son ensemble une portion si éten-
due de ses phases, on il peut étre atteint et embrassé par un caleul général
sans qu'il soit besoin de dénaturer aucunement ses détails, pour le lui ap-
pliquer. Mais, & I'époque ot Laplace publia sa formule approximative, elle
ne pouvait pas étre appréciée a sa véritable valeur. Les astronomes pra-
tiques I'auraient trouvée beaucoup trop restreinte pour leurs besoins. Sé-
duits par la généralité de la régle de Bradley; par la confiance que leur
inspiraient toujours leurs propres tentatives d'interpolation ; ne voyant pas
les difficultés physiques du probléme; ils demandaient impitoyablement
aux géometres de leur fournir des Tables générales qui leur donnassent les
valeurs des réfractions a toute distance du zénith, dans tous les états pos-
sibles de l'air a leurs'stations. Laplace, pour les satisfaire, composa donc
aussi une hypothese mathématique, s'appliquant a toutes les distances zé-
nithales. Senlement il eut la précaution, trop peu remarquée, d'assujettir
son empirisme a s'accorder numériquement avec la formule approximative,
dans toute la portion du phénomene que celle-ci embrasse; ce qui, du
moins, restreignait les évaluations hypothetiques aux seules réfractions in-
férieures qu'elle ne peut donner. Quant a l'adapter aux différents états de
I'air, il ne s’en chargea point; montrant, par son silence, qu’il ne la jugeait
pas.susneptible de cette extension. Bessel et Ivory, qui le suivirent dans cette
voie, n'eurent, ni le méme discernement, ni la méme prudence. Etendant
leurs hypothéses 4 la totalité du phénomene, ils sacrifierent le certain i
l'incertain, pour ticher de les accorder 4 pen prés ensemble. Plus tard,
d'habiles astronomes fabriquérent encore d’antres Tables de réfraction gé-

i e T T
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nérales, et purement empiriques, pour leur usage propre. De la il arrive
qu'aujourd hui, celle de toutes les sciences d'observation qui a le plus besoin
d’'appréciations exactes et uniformes, se trouve, a cet égard, si peu fixée,
que la réfraction, produite par des circonstances physiques semblables, est
evaluée diversement dans les observatoires répartis sur différemts points du
globe; méme, quand elle s'opere a des distances zénithales o l'on peut
I'obtenir, sans indétermination, par un calcul certain.

» Pour Oter tout pretexte a ces discordances, je m'attache d'abord a
justifier la formule approximative de Laplace; non pas, sans doute, au
point de vue analytique, cela n’était pas nécessaire; mais, quant aux con-
ditions de sphéricité et d’équilibre qu'elle suppose exister, sur le trajet des
molécules lumineuses auxquelles 'approximation s’applique. Ceci n'exige
point leur réalisation simultanée dans I'umversalité de I'atmosphére ; mais
seulement leur réalisation locale, dans un secteur atmosphérique tres-aigu,
décrit autour de la verticale de l'observateur, dont il ne s'écarte que de
2° 1 20" au plus. Considérant donc cette portion restreinte de I'atmosphére,
je prouve que la condition de sphéricité peut toujours y étre légitimement
admise, a tit'e de construction auxiliaire, individuellement applicable & cha-
cune des trajectoires lumineuses qui s’y forment. Qunant 4 la condition d’équi-
libre, elle est employée uniquement pour pouvoir admettre que le poids total
des molécules d'air contenues dans chaque colonne verticale du secteur con-
sidére, est représente et mesuré par la pression barométrique qui s'exerce a sa
base. Or, comme cette supposition d’equivalence affecte seulement un terme
de la formule dont la valeur n’excéde jamais quelques secondes d’are, la con-
clusion serait encore suffisamment exacte dans les applications, si les forces
qui peuvent altérer I'équilibre, dans le sens vertical, étdient individuellement
fort petites et de nature a se compenser an moins en partie par opposition, sur
toute la longueur de la colonne aérienne. Je montre, par des considérations
physiques et des épreuves numériques, qu’il en devra toujours étre ainsi; i
moins de perturbations atmosphériques si désordonnées, qu’elles ne sont
nullement supposables, et que si elles devaient jamais se produire, elles
rendraient les observations pratiquement impossibles pendant qu’elles sub-
sisteraient.

» 1l ne reste plus qu’a discuter les deux constantes [ et « que la formule
renferme. Cela est bien facile. La premiére s’obtient par des pesées compa-
ratives de 'air et du mercure sur lesquelles on ne peut aujourd’hui élever
aucun doute. L'autre a été conclue d’observations astronomiques et d'ex-
périences physiques, dont les résultats se sont complétement accordés.

e ol i, i, e it il
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D'ailleurs, pour celle-1a, il n'y a pas besoin de s’en rapporter a l'autorité de
personne. Chaque astronome peut, a sa volonté, la vérifier, ou la détermi-
ner de nouveau, par ses seules observations.

» Cette premiere partie de la théorie étant ainsi complétement assurée
dans ses éléments physiques, comme elle I'était déja dans ses principes
analytiques, je passe a 'examen des hypothéses i l'aide desquelles on a
prétendu la continuer jusqu’a 'horizon, ou méme la remplacer entiére-
ment par des expressions embrassant I'universalité du phénomene. Cet
examen, pour étre concluant, m’a paru devoir étre, en quelque sorte, expé-
rimental ; et il ne pouvait étre présenté utilement sous cette forme, qu'a
une assemblée, ou se trouvent réunies toules les connaissances de géomé-
trie, de mécanique, de physique, qui interviennent, pour des parts diverses,
mais également nécessaires, dans la question ainsi envisagée. Prenant donc

les hypothéses de ce genre les plus aceréditées, celles quti ont été proposées

par Laplace, Ivory, Kramp, et Bessel, je les dépouille de leur enveloppe
mathématique, et J'en extrais leur interprétation naturelle. Je reconstruis
les atmospheres qu'elles supposent, et j'en montre les caractéres spéciaux:
leur étendue, leur hauteur infinie ou bornée, les conditions physiques el
mecaniques qui les rendent telles; le déeroissement, soit absolu, soit local
des températures, depuis leur base jusqu’a leur sommet. En comparant ces
résultats 4 ce que nous connaissons de l'atmosphére réelle, on apercoit
avec évidence, qu'aucune de ces atmosphéres hypothétiques ne lui est,
meme approximativement, assimilable; et qu'ainsi elles ne peuvent pas
donner les vraies réfractions; surtout celles qui s'opérant prés de 'horizon,
se montrent perpétuellement troublées par des accidents lointains, dont les
hypothéses ne tiennent aucun compte.

» A cela on pourra répondre que ces dernieres réfractions, échappent
inévitablement 4 toute théorie; et que, dans I'impossibilité ot l'on est de
prévoir leurs caprices, on ne doit demander aux hypotheses que de repro-
duire leurs valeurs moyennes. (Vest en effet un des genres d'utilité qn’Ivory
et Bessel ont prétendu obtenir de celles qu'ils ont employées. Mais alors,
il fandrait, comme I’a fait Laplace, borner 'empirisme a cette portion irré-
guliére du phénoméne, et ne pas I'étendre a des déterminations qui peu-
vent en étre rendues indépendantes. Méme, pour ce but particulier, les hy-
pothéses sont encore inutiles. Car, en s'aidant de la formule de Laplace
judicieusement appliquée, on peut, comme je le montre, obtenir, par I'ob-
servation seule, des Tables de ces valeurs moyennes qui seront propres i
chaque localité; qui les donneront telles qu'elles se produisent réellement
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dans tout azimut qu’on voudra choisir; et qui offriront encore cet avan-
tage que si, un pen au dela des distances zénithales auxquelles la formule
de Laplace s’applique, il existe entre les réfractions et les indications météo-
rologiques, quelque relation assez constante pour qu'on puisse s'en pre-
valoir, on aura toute chance de la découvrir. Des Tables ainsi construites
d’aprés I'observation pure, pour les distances zénithales que la formule ap-
proximative ne peut atteindre, fourniraient, sur la constitution des couches
inférieures de I'atmosphere, des documents certains, qui se rattacheraient
efficacement & cenx que les physiciens croient recueillir dans ces couches
meémes, ce qui aurait le double avantage d’assurer le présent et de préparer
I"avenir.

» Voici done, en resumé, quel a été le but, et je vondrais pouveir dire,
quel est aussi le resultat de mon travail. Depuis Kepler et Newton, la science
astronomique s'est débarrassée de I'empirisme qui, jusqu’alors, Pavait diri-
gée. Elle ne s'en sert plus que pour évaluer les réfractions atmosphériques,
qui affectent toutes ses déterminations. J'ai vouln montrer, qu'en cela
encore, il lui est inutile; et qu'il ne lui fournit rien qu’elle ne puisse se
procarer plus stirement, par elle-méme, sans le secours de cet auxiliaire
dangereux. Ai-je rendu ce fait assez évident, pour que I'application doive
s'ensuivre? DVautres en décideront. »
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{.S'éancg du § septembre 1854.)

Note lue a l'occasion du Compte rendu de la derniére séance.

« Le numéro des Comptes rendus qui vient de paraitre, contient une
Note de M. Faye, sur les réfractions astronomigues, dans laquelle notre
confrére nous apprend, que la théorie de ces phénomenes, telle qu'elle a
été établie par Newton, Laplace, Ivori et la généralité des géometres, pré-
sente une contradiction qui l'a toujours frappé. 1l spécifie en quoi elle con-
siste; et il indique les moyens qu'il a imaginés, pour la faire disparaitre.

. » Mon nom étant rappelé deux fois dans cette Note, a propos de recher-

 ches relatives a ce grand prﬂ!:r]&mu physique, dont je me suis en effet long-
temps occupé, je me trouve dans la nécessité de déclarer ici mon complet
dissentiment avec M. Faye, tant sur I'essence de la faute qu'il signale dans
les théories adoptées, que sur la valeur du procédé qu'il propose pour y
porter reméde. Je vais établir ces deux points aussi succinctement qu'il me
sera possible.

» Je commence par I'objection. La théorie actuelle des réfractions astro-
numlques, est calculée pour une atmosphere sphérique, de constitution
pe:rmanente, soumise a une loi invariable de décroissement des densités;
ce qui permet d'évaluer la totalite de la réfraction opérée sur la longueur
entiére de chaque trajectoire lumineuse, d’apres la densité actuelle de la
derniére couche d’air, dans laquelle I'observateur se trouve placé.

» S'il en est ainsi, dit M. Faye, les réfractions qui s'observent entre des
objets. terrestres, devraient étre également calculables d'apres cette seule
densité finale, et I'on devrait par conséquent la trouver toujours la méme,
qﬁand cette densité reste constante. Or on reconnait au contraire, que, dans
ce cas, elle est extrémement variable, méme quand les objets entre lesquels
on L’ubme, sont des sommets de montagnes trés-élevés au-dessus du sol

$ .'mtemédiai;e.

"~ » Les deux fails cités sont exacts, et les auteurs des théories ne les ont
point ignorés. Mais la contradiction que M. Faye déduit de leur rappro-
c@mh quoique vraie au point de vue mathématique, n'a pas, dans les
observations astronomiques, la gravité d'application qu'il lui suppose.

» Dans I'état habituel de I'atmosphére, les trajectoires lumineuses qui
nous viennent des astres élevés de quelques degrés au-dessus de I'horizon,

B. 1
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sont des courbes concaves vers la surface terrestre: 5i, du centre de la Terre,
on méne a un. quelconque de leurs points une droite indéfinie, qui, pro-
longée, marquera sur le ciel le zénith de ce point, et qu'au méme point
on leur meéne une tangente, la branche de cette tangente située du coté de
I'astre, montrera la direction sur laquelle il serait vu par un observateur
placé au point choisiy et I'angle formé par cette méme branche avec le
rayon zénithal prolongé, sera ce que I'on peut appeler la distance zéni-
thale locale de I'astre. Cet angle grandit sur chaque trajectoire a ‘mesure
qu'elle pénétre dans des couches atmosphériques plus denses; mais, du
* reste, les définitions précédentes s’y appliquent toujours. Maintenant, si un
observateur placé a la surface méme de la Terre, percoit un ou plusieurs
astres par antant de trajectoires pareilles, dont la derniére tangente est diver-
sement inclinée sur sa verticale propre, on démontre en toute rigueur, que,
depuis le zénith, jusqu’a une distance zénithale d’environ 6o ou 70 degrés
sexagésimaux, ce qui comprend presque toutes les observations astrono-
miques auxquelles on veut attacher un caractere de précision, la somme
totale des inflexions que la réfraction y a opérées, est sensiblement indé-
pendante du mode de succession des densités dans les couches supérieures
que la lrajectoire a parcourues; et qu'on peut la conclure de la densité
finale, combinée avec la mesure de la distance zénithale apparente; dans
des amplitudes d’incertitude comparables, si ce n’est inférieures, a celles
que les observations elles-mémes comportent. Ainsi déja, pour ce cas
d’application tres-étendu, et de beaucoup le plus essentiel aux astronomes,
pen importe qu'il survienne dans atmosphére des changements de strati-
fication accidentels, puisque les réfractions totales qui s'opérent n'en sont
point ou & peine modifiées. Ce résultat de la théorie mathématique est ma-
nifestement confirmé par 'expérience. Car, depuis le zénith jusqu'a 6o ou
70 degrés de distance zénithale apparente, toutes les Tables de réfractions,
correctement calculées dans les hypotheses de constitution atmosphérique
les plus diverses, donnent presque identiquement les mémes indications.

» Sortons maintenant de ces limites; et, plagant toujours notre observa-
teur a la surface de la Terre, faisons parvenir a son il une trajectoire lnmi-
neuse, dont la derniére tangente forme avec sa verticale un ang‘e plus
grand que 7o degrés. Alors, si nous remontons par la pensée le long de cette
frajectoire, nous y trouverons un point, une station, on la distance zénithale
locale n'excédera plus cette valeur. Le théoréme rappelé tout 4 Vheuore y
deviendra donc applicable; et toute la portion de la réfraction qui se sera
opérce sur le reste de la trajectoire, pourra se calculer d'aprés la densité
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actuelle de I'air 4 cette station. Mais cette densité ne pourra s'évaluer que
si I'on connait la loi actuelle de la stratification des couches inférieures, et
cette connaissance sera également indispensable pour connaitre la portion
de la réfraction totale sur la trajectoire considérée. Ici commencent les incer-
titudes, et elles sont d'autant plus grandes que les trajectoires sont plus
basses; pan;;e que, d'une part, le point de lear cours ou I'indépendance de la
stratification commence a étre admissible, devient plus distant; de I'autre,
parce que la radiation de la surface terrestre et sa température locale occa-
sionnent des perturbations plus considérables et plus capricieuses, sur les
couches d’air qui en sont rapprochées. On ne peut donc alors se proposer,
que de déterminer expérimentalement I'état de stratification moyen, autour

~ dugquel les états accidentels oscillent habituellement. Les géométres se sont
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beaucoup plus occupés de cette question que M. Faye ne semble le croire
quand il dit que les astronomes qui emploient leurs Tables ne tiennent pas
compte de cette partie inférieure de la réfraction. Laplace a fait beaucoup
d'efforts pour la conclure du décroissement moyen des températures a me-
sure que l'on s'éleve au-dessus de la surface terrestre. Mais malheureuse-
ment les déterminations expérimentales que 'on a jusqu’ici obtenues sur cet
élément ne sont ni assez certaines ni assez nombreuses pour que 'on puisse
en déduire des moyennes assurées. On trouve dans les additions 4 la Con-
naissance des Temps , de 183g i 1842, et dans le tome XVII de notre Aca-
démie, plusieurs Mémoires qui ont spécialement pour but, de rechercher
Fétat moyen de stratification des couches inférieures de I'atmosphére pour
I"appliquer au calcul des réfractions qui s’y operent, soit sur les astres, soit
entre des signaux terrestres; et I'on y a employé avantagensement les in-
dications eillies par Gay-Lussac dans son mémorable voyage aérosta-
tique, ains que les observations faites par MM. de Ilumhnidt et Bous-
singault sur les hautes montagnes des régions équatoriales. L'accord des lois
ainsi obtenues a des latitudes si d;smntes, par des observations si diverses,
peut faire espérer que des recherches persévérantes suivies dans ces voies ne
seraient pas sans fruit. Quant i I'idée émise par M. Faye d’employer les ob-
servations des réfractions terrestres pour calculer les réfractions astrono-

‘miques qui se font pres de I'horizon, il me semble que les énormes pertur-

bations locales qui se produisent entre des signaux placés a de petites
distances, donneraient beaucoup plus de risque de vicier les indications
moyennes de nos Tables si I'on voulait les y transporter, 'état des couches
d'air plus éloignées, pouvant étre fort différent de celui qu'elles accuse-

_ raienty et 'inconvénient serait bien autrement grave, si 'on voulait intro-

Is.
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duire les résultats de ces dernieres réfractions, si capricieusement variables,
dans le calcul des réfractions astronomiques, aux limites de distances zéni-
thales ot la théorie montre qu’elles sont indépendantes du mode de strati-
fication des couches d'air supérieures au lieu d'observation.

» Je n'ai pas écrit cette Note dans une intention de critique. Mais unique-
ment parce que j'ai cru pouvoir exprimer librement mon avis, sur une
question de physique céleste qui m’a longtemps occupé. Je n’aurais ni le
temps, ni la volonté, de prolonger sur ce sujet une polémique qui me sem-
blerait superflue; et je m’en remets entiécrement au jugement général des
géometres, des physiciens et des astronomes pour décider qui, de M. Faye
ou de moi, est dans le vrai. » ; '

(Séance du 18 septembre 1854.)

—

Note sur les articles relatifs aux réfractions atinosphériques.

« Lorsqu'une discussion scientifique s'éléve dans une Académie telle
que la notre, et acquiert un développement qui amene plusieurs de ses
Membres a y prendre part, en atticant I'intérét de tous, ce peut étre une
excellente occasion de faire concourir au perfectionnement des théories
controversées, les connaissances spéciales que chaque individu posséde, et
qui s'adapteraient a leurs détails avec moins d’entente, par le manque d'une
direction commune, si elles y étaient appliquées isolément. Cela peut offrir
aussi 'avantage de répandre dans un plus grand nombre d’esprits éminents,
des doctrines que leurs études propres ne leur ont pas donné lieu d’appro-
fondir, quoiqu’ils pussent y apporter des améliorations importantes, si on
les décidait a y pénétrer. Supposant done de telles discussions, suivies et
 soutenues, dans la seule intention de fortifier, d'accroitre, la somme des
viérités déja acquises, sans y méler de misérables sentiments d’aigreur ou
d’animosités personnelles, la science ne saurait que gagner i ce quelles se
produisent ; et, dans cet intérét, commun & nous tous, on doit plutot sou-

haiter de les voir paitre, et s’entretenir par une émulation active, que

s'¢teindre et mourir sous le froid aceueil d'un silence indifférent.
» Une condition essentielle, et1'on pourrait dire, logiquement nécessaire,
pour que cette lutte d'idées soit profitable, ¢’est que 'on éclaircisse d'abord
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complétement le terrain sur lequel la discussion repose; qu'on y marque
avec précision les limites actuelles du certain et de l'incertain; qu'on le
débarrasse des erreurs qui ont pu s’y introduire, et qu'on le soumette a
l'invéstigatiml commune, ainsi déblayé. Chacun de nous, sans doute, ne
pourra remplir cette tiche que dans les bornes de ses vues propres, avec
la défiance qu'elles doivent toujours inspirer a ceux qui les croient les plus
assurées. Mais cetle juste réserve étant admise (et, qui de nous ne doit pas

Padmettre, pour lui-méme comme pour les autres!), il faut que chacun

soit recu 4 dire complétement sa pensée sans qu’on s'en offense; & exposer
librement ce qu'il croit vrai, ce quil croit faux, en accordant i ses contra-
dictenrs la méme palience la méme indul'gem:e dont il aura presque infail-
liblement bésoin, a son tour, pour peu que la controverse se prolonge, et
s'étende aux régions de l'inconnu.

» Ladiscussion qui vient de s'élever dans I’Académie sur l'important sujet
des réfractions atmosphériques, me parait s'étre assez généralisée pour que
la question puisse étre maintenant traitée avec utilité devant elle, dans toutes

ses parties. D'excellentes vues ont été émises sur les procédés physiques

qu'il faudrait mettre en ceuvre, pour perfectionner les observations de ces
phénomenes, par une meilleure appréciation des éléments méiéorologiques
qui y concourent, lesquels ont été jusqu'ici abandonnés i des évaluations

imparfaites qui ne sont plus en rapport avec les progres que la science expé-
rimentale a faits de notre temps ; état de choses d"autant plus dommageable

a l'astronomie de pmacmmn, qu’il apporte Jﬂm nellement dans ses résultats,
des erreurs inconnues, que 1'on ne pourra jamais corriger ultérienrement.
Sur ce point, des améliorations essentielles ont été proposées; d’autres, je
erois, non mons désirables, qui n'ont été qu'indiquées, pourraient ctre utile-
went associées 4 celles-la. Entrant, autant que je le peux encore, dans ces
veeux d'un progres trop longtemps différé, je demande a I'Académie la
permission de lui soumettre, sur 'ensemble et les détails de ce grand pro-
bleme d'astronomie physique, les idées de perfectionnement qui m’ont été
suggérées, par une longue étude des théories qui s’y appliquent, et par une
longue expérience personnelle de ses plus minutieuses particularités. Mais,
pour que la combinaison de ces idées avec celles qui ont été déja présen-
tées ici, puisse étre fructueusement effectuée, j'ai besoin de définir, par des
spécifications précises, les différents ordres de phénomenes auxquels je
concois qu’on devra diversement les appliquer; et ceci exige que |'établisse
Préaiahlemellt la proposition suivante :

» Remonter de la réfraction opérée entre des signaux terrestres, a la
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réfraction astronomique, par des résultats transportés de la premiere a la
seconde, ¢’est un mode de déduction, qui, bien que théoriquement admis-
sible, au point de vue mathématique, conduirait i des conséquernces vicieuses
dans I'application. .

» Cette proposition sera I'objet d’une Note, que j'aurai 'honneur de live.
a I'Académie dans la séance prochaine. »

(Séance du 25 septembre 1854.)

e ——

Sur les réfractions atmosphériques.

« Dans la derniére séance de I’'Académie, je me suis engagé a établir la

propasition suivante :
» Remonter de la réfraction opérée entre des signaux terrestres, a la
réfraction astronomique, par des résultats transportés de la premiere a la

seconde, c’est un mode de réduction, qui, bien que théoriquement admis- -

sible au point de vue mathématique, conduirait a des conséquences vicieuses
dans 'application.

» Une étude plus attentive du sujet m’a fait reconnaitre que la premiére

partie de cet énoncé renferme une concession beaucoup trop large. Lorsque
la formule approximative qui donne la réfraction terrestre proportionnelle
a I'angle au centre, a eu son coefficient de proportionnalité numériquement

déterminé par des observations faites a de petites hauteurs, elle n'est plus

assez générale pour qu'on puisse 'étendre, méme comme hypothése analy-
tique, a toute la masse gazeuse de notre ﬂtmnsljhére, parce que la valeur
particuliére, assignée ainsi i ce coefficient, serait presque toujours antre que
la stabilité de cette masse ne Vexige, dans 'état de stratification qu’on Ini
attribue. Cette impossibilité, dont on verra ci-aprés la prenve, rend mon
dissentiment avec M. Faye encore plus complet que je ne 'avais témoigné
d’abord.

» Ces dénominations, de réfraction terrestre et de réfraction astrono-
mique, sont impropres. La premiere n’est que la petite partie de la seconde,
qui s'opere dans les couches d’air les plus basses et les plus rapprochées
de I'observateur, anx distances restreintes on des signaux érigés sur la sur-
face convexe de la Terre peavent lui étre visibles. Concevez une trajectoire
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lumineunse, qui, partant d'une étoile, parvienne a son ceil sous une certaine
distance zénithale apparente, aprés avoir traversé toute 'atmosphere. La
somme des déviations que le pouvoir réfringent des couches aériennes aura
fait subir au rayon lumineux, dans le sens vertical, sur toute I'étendue de
ce trajet, composera la réfraction astronomique, qui, ajoutée a la distance
zénithale apparente, donnera la distance zénithale vraie, sous laquelle
I'étoile aurait é1é vue directement i travers le vide. Maintenant supposez,
que, dans le -plan vertical qui contient cette trajectoire, on érige un signal
vertical qui 'intercepte, et qui demeure seul visible pour Fobservateur par
la lumiére propre qui en émanera. Ce signal devra étre d'antant plus élevé
au-dessus de la surface convexe de la Terre qu'il sera plus distant; et cette
condition de visibilité met des bornes tres-restreintes i son éloignement, si
onle compare 4 tout le reste de I'espace que la trajectoire lumineuse venue
de I'étoile, a dit parcourir avant d'arriver au signal qui I'a interceptée. La
faible portion de la réfraction totale qui se produit alors entre le signal et
|'observateur, sur cette méme trajectoire lumineuse idéalement continude,
constitue ce que l'on app&l[e la réfraction terrestre, pour les circonstances
ici assignées a 'observation. '

» Ces définitions étant établies; je me suis proposé de caractériser exacte-
ment les relations, tant mathématiques qu'expérimentales, qui existent entre
ces deux parties du méme phénomene. Les premieres sont énoncées et
fixées, dans le livre X de la Mécanigue celeste, avec un détail et une rigueur
de démonstration qui ne laissent rien a désiver. Je les ai tirées de la, en
conservant scrupulensement les mémes notations symboliques avec les-
quelles Fillustre auteur les a exprimées, et qui doivent étre familiéres i tous

_ ceux qui ont voulu étudier, aprés lui, ce probléme, on il faut faire con-

courir des considérations de mécanique, de physique, d'astronomie, si
délicates et si multipliées. Quant au complément de données expérimentales
que le progres du temps a permis d’ajouter a celles qu'il avait rassemblées,
je les ai puisées, en grande partie, dans une longue pratique personnelle
des divers genres d’observations qui s’y combinent. J'ai espéré pouvoir
ainsi résumer utilement ce que la science nous fournit aujourd’hui de con-
naissances positives sur un sujet si important pour lastronomie, sans y
chercher le futile intérét d'une polémique individuelle qui ne conviendrait
ni 4 mon ige ni & mes goits, mais en conservant toutefois I'entiére liberté
de discussion que l'indépendance académique autorise, et qui est indis-
pensable pour séparer erreur de la vérité.

» N'ayant pas ici pour but de suivre les trajectoires lumineuses dans
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toute 'étendue de lear cours 4 travers 'atmosphere terrestre, mais seule-
ment d’étudier par la théorie et par I'observation des portions de ces trajec-
toires comprises entre des rayons vecteurs qui ne sous-tendent au centre de
la Terre qu'un angle trés-restreint, presque toujours moindre que 1 degré,
jemprunte au chapitre II du livre X de la Mécanigue celeste leur équa-
tion différentielle générale, mise sous la forme la plus appropriée & cette
reclierche, et qui est :
de
2k ( dr)

(1) df = — :+“_-—+r(fi-r,

r est le rayon vecteur mené du centre de la sphere terrestre a un point
quelconque de la trajectoire, on la densité de T'air est p, et 44 p son pouvoir
réfringunt la vitesse de la lumiere dans le vide étant 1. Le coefficient diffé-

rentiel ( ) exprime donc la variation de la densité i cette hauteur entre

deux couches d’air infiniment voisines; dv est I'élément de I'angle au
g
centre compris entre deux rayons vecteurs infiniment voisins; et d§ est
'angle infiniment petit formé par les tangentes' de la trajectoire, aux deux
points extrémes du petit are que ces rayons vecteurs interceptent. La relation
différentielle ainsi établie suppose que 'atmosphére considérée a une com-
position chimique uniforme, et que, dans la portion actuellement traversée
par la trajectoire lumineuse, les couches d'égale densité sont concentriques
a la région de la surface terrestre sur laquelle elles reposent; leur mode

de répartition & diverses hauteurs pouvant d’ailleurs étre quelconque. La

méme relation pourrait, avec une légére modification de symboles, étre
étendue 4 une atmuaphtﬂ-ﬂ* dont la ecompaosition chlmlqua serait vnrmble,
mais je ne considere pas ici ce cas.

s il s ————— e
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» Silon pouvait obtenir la somme des d, qui se succédent entre deux
points de la trajectoire, situés 4 une distance finie I'un de 'autre, et que je
désigne par M’,M” dans la figure ci-jointe, cette somme ou intégrale 6
représenterait I'angle aigu T"IM’, ou T'IM", compris entre les tangentes
menées i la trajectoire en ces deux points extrémes M’, M, dont les rayons
vecteurs embrassent I'angle au centre ¢. Or, dans les limites d"application
ici assignées, la valeur de @ peut étre obtenue de deux maniéres : par la
théorie, par I'observation.

» Pour suivre la premiere voie, il fant adapter I'équation différentielle
aux conditions d'application restreinte que nous voulons lu donner, les-
quelles exigent que les rayons vecteurs menés aux points M‘, M” 'tliﬁi?rent
trés-pen I'un de V'autre dans les étroites limites que la convexité de la
Terre apporte a la possibilité d'une visibilité réciproque. Désignant donc
le premier de ces rayons par r,, faisons généralement :

(2) S=1 s

s sera une nouvelle variable qui restera toujours tres-petite dans la portion
restreinte de la trajectoire a laquelle notre application peut s’étendre. Par
exemple, si lastation M’ était située au niveau de la mer, et que M” fit un
signal élevé de 2400 métres au-dessus de ce niveau, la plus grande valeur
de s, sur la trajectoire lumineuse qui joindrait ces deux points,
serait 0,000 376 849, et elle se réaliserait 4 ce signal méme. Cet exemple
justifie suffisamment le caractere de petitesse qu’on peut lui attribuer dans
les applications plus restreintes.

» Introduisant donc cette variable s dans notre équation différentielle (1),
elle devient : "

(3) do = —

- Pour aller plus loin, il faudrait connaitre la composition analytique de p
d L A :
et de (EF) en fonction de s, dans les couches d’air que traverse la portion

de la trajectoire lumineuse comprise entre les deux stations M’, M”. Vou-
loir I'assigner & priori, ce serait se jeter dans les hypotheses. Mais, en exa-
minant les circonstances dans lesquelles cette difficulté se produit, on va
voir, qu'a I'aide de quelques déterminations expérimentales aujourd hui
trés-faciles, on peut toujours I'éluder avec une approximation suffisante
pour toutes les opérations pratiques, et dont j'apprécierai plus loin les
limites d'erreur.
B. 2
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» Les portions de trajectoires lumineuses que nous avons ici a considérer,
sont toujours comprises dans des couches d'air peun distantes de la surface
terrestre. Or, les plus simples notions de physique font pressentir que la
distribution des densités, et par suite des pouvoirs réfringents dans le sens
vertical, y doit étre extrémement variable, et soumise a de continuelles
fluctuations. L'expérience ne confirme que trop ces prévisions de la science.
C'est ce que savent, ou doivent savoir, tous les observateurs qui ont exé-
culé de grandes opérations géml(':siqmrs, et qui se sont rendu compte de
leurs détails, par une pratique propre, non pas en les étudiant dans des
livres, ou l'on se complait trop souvent a régulariser, par des moyennes,
des résultats essentiellement irréguliers. Voyez combien Delambre, obser-
vater toujours sincere, a rencontré de ces capricienx phénoménes dans la
triangulation de la méridienne de France! Unair calme ou agité, un ciel cou-
vert ou serein, parfois le seul passage d'vun nuage qui venait voiler le soleil, fai-
saient varier les hauteurs apparentes de ses signaux, et les lui rendaient ocea-
sionnellement visibles et invisibles. Et ce n'est pas seulement pendant le jour
que ces capricess'observent. Nous en avons eu, Arago et moi, bien des exem-
ples dans notre triangulation d’Espagne, qui a été faite tout entiére sur des
signaux de nuit, placés au sommet des plus hautes montagnes qui pussent
les recevoir, J'en citerai un seul. C'était dans la nuit du 22 décembre 1806:
nous ¢tions a la station du Desierto de las Palmas, d'on nous observions le
signal de Campvey, situé i 82557 toises de distance. Le temps était parfai-
tement calme depuis plusieurs jours; la température de 1'air & notre station,
12 degrés centigrades. Sitot apres le coucher du soleil, dans le crépuscule,
la lumiére de Campvey se voyait distincte, unique, et bien terminée. Nous
primes quatre fois I'angle de position entre elleet le signal de Mongo, sans
rien remarquer d’extraordinaire. Mais ensuite, nous commencames a la voir
accompagnée d'une seconde Jumiére située exactement dans la méme verti-
cale, 2 une distance que nous estimames au moins de trois minutes de
degré. Bientot il s’en forma trois, puis quatre, toujours dans le méme ver-
tical ; tantot se montrant toutes ensemble, tantot s'éteignant isolément, pour
reparaitre apres; P'une d'elles jusqu’a plus de cing minutes de distance 4 la
plus basse. Ce phénomene dura tant que la lumiére de Campvey resta visible,
et disparut avec elle dans les vapeurs, vers 11 heures du soir. Le lendemain
le temps était encore calme, mais la mer était couverte au loin de masses de
brouillard, arrondies, détachées les unes des autres, représentant des monta-
enes. Nous pensimes que des courants d’air locaux avaient pu refroidir
certaines parties de la surface de la mer, entre I'ile d"Yvica, ot était le signal,
et la cote de Valence, on nous étions. Des perturbations analogues et bean-
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coup plus fortes doivent aisément et fréquemment se produire pendant le
jour dans les couches d'air comprises entre deux stations peu élevées au-
dessus du sol, comme celles que I'on emploie habituellement pour les petites
triangulations. .

» Ce serait, 4 mon avis, faire un mauvais usage de I'analyse mathé-
matique que de vouloir assujettir & des formules rigoureuses et générales
des phénomenes si capricieux. Mais, dans les opérations géodésiques
ordinaires, la minceur et le pen d’étendue de la masse dair qui sépare deux
signaux conséculifs, permet, le plus habituellement, de représenter son
état réel, par des expressions approximatives, an moyen desquelles la quan-
tité totale de la réfraction, opérée i travers cette masse, sur la portion de
trajectoire lumineuse allant d'un signal 4 'autre, peut étre théoriquement
calculée avec un degré de précision qui suffit aux besoins du praticien.

» Cela a lieu toutes les fois que les densités de I'air a diverses hauteurs
varient dans I'épaisseur de cette masse, suivant une loi de décroissement ou
d’aceroissement continue, quelle qu'elle puisse étre. Clest ce qui arrive en
geénéral dans les temps calmes, quand les circonstances météorologiques
sont a peu pres fixes. L'expérience, d'accord avec le raisonnement, montre
qu’alors la variation des densités suit une marche trés-lente; de sorte que
leurs valeurs, méme extrémes, différent pen entre elles, dans 'amplitude res-
treinte que lintégrale § doit embrasser. Admettant done qu'un tel état
existe’ actuellement, dans la mince épaisseur d'air parcourue par la trajec-
toire luminense, ou qu'il n'y soit que peu troublé, on voit que I'on aura
déja une valeur tres-approchée de I'intégrale 9, en substituant, au coefficient
variable de dv, un coefficient moyen et constant, formé avec les valeurs
moyennes dl’.squantltﬁ'ﬁ qui composent le coefficient théorique rigoureux.
D’aprés ﬂela, si 'on désigne par s, et p, les valeurs de s et de p a la sta-
tion El",: comme elles sont o et g, 4 la station M’ que nous avons prise pour
origine des s, la valeur cherchée de 8 sera

: 1 '.rlph d.n 7
@ (s ).
—_—— gk A - “p
142k (p = pa)

g - Nous apprécierons tout a I'heure les limites d’erreur de cette expression
Aapproximative, mais il faut d’abord définir les caractéres physiques des élé-
ments qui la composent.

f_ » Les densités p, et g, s'obtiendront 1mmedlatemrnt par les observations
du baromeétre et du thermométre, faites simultanément aux deux stations.

'EI..es coefficients diﬂﬂl‘ﬂl’lt.‘lﬂ]& ( d;). c;i) représentent la variation virtuelle

.
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de la densité en chacun de ces points. On les obtiendrait par des observa-
tions météorologiques analogues, effectuées a de petites hauteurs, tant
au-dessus qu’au-dessous de chacun d'eux, dans leurs verticales propres,
comme je les ai obtenus pour les diverses stations de Gay-Lussae, dans son
voyage aérostatique. A défant de pareilles observations, on pourra, mais
avec une approximation moins sire, quoique tres-souvent suffisante, sup-
poser ces coefficients ditférentiels égaux entre eux aux deux slations, et
alors leur valeur commune s'obtiendrait par les observations météorolo-
giques simultanées qu’on y aurait faites, puisque, 4 cause de la minceur de
la couche d’air qui e:-.l: censée les séparer, on pourrait prendre, pour cette

valeur, le l'd]JPGH » dans lequel s, se déterminerait par la formule

barométrique, avec tmlte exactitude nécessaire. Cette égalité des deux
coefficients deviendrait rigoureuse, si la variation des densités s'opérait en
progression arithmétique avec les s, ce qui, dans les temps calmes, et pour
de petites différences de hauteur, s'écarte habituellement tres-peun de la
réaliteé.

» Pour apprécier le degré d'approximation de cette formule, je me suis
formé un type de comparaison exact, qui embrassit et dépassat toutes les
amplitudes d'angle au centre, non-seulement admises, mais physiquement
admissibles, dans les opérations géodésiques. Prenant comme exemple, I'état
des couches inférieures de I'atmosphere, qui s'est réalisé dans I'ascension
de Gay-Lussac, j'ai suppos¢ que, dans ces circonstances, un astronome
placé a I'Observatoire de Paris et dans son méridien un signal dont la
verticale fit avec la sienne un angle au centre de 1°30; et qu'a cette dis-
tance, plus grande que le plus grand coté de nos triangles d’Espagne, ce
signal lui fit visible a la distance zénithale apparente de go degrés, c'est-a-
dire dans I'horizon méme. Comme seconde épreuve, j'ai réduit I'angle au
centre 4 30 minutes, ce qui rentre dans les conditions ordinaires des opéra-
tions géodésiques. Alors, pour chacun de ces cas, j'ai calculé rigoureuse-
ment toutes les particularités de la trajectoire lumineuse, qui, partant des
deux signaux, arrivait 4 'observateur sous la distance zénithale apparente
convenue de go degrés. La méme analyse m'a donné, avec une égale rigueur,
les hauteurs verticales relatives des deux signaux, qui satisfaisaient aux
conditions de visibilité supposées; et, de ces caleuls bien vérifiés, j"ai déduit
les deux tableaux suivants, auxquels j'ai comparé les résultats de 'expres-
sion approximative, lesquels ne s'en écartent que dans d'étroites limites
d’erreurs, que les praticiens peuvent négliger; et pour I'angle au centre de
3o minutes, ces erreurs deviennent tout a falt insensibles.
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TapLEar A.
T e T e T e e w=030"
Hauteur de la station M” au-dessus du niveau sphérique dela station M'_ .. r, — r, = 1846™ 0fi0.

STATION INPEmiEvRE M. sTATION supdmiEtne MY,

o,

S e
IUNE DIrFERENCE
BISTANCE BELTANCE ies des

rémiihale vrale séniihale appa- BISTANCE deny réfrae- | deos réfrac=
da M=, mErEACTION vénithale vyrale| wiErnacriox tioms tloms
vu de M°. locabs em M". 7 da M, locale en M*. lacales,

va de M.
X, 5+ a‘l "I 2+ a: &:l

Tocalies,

go®  |go® 67 55" 80|+ 6’557, Eglglﬂlﬂ‘ij‘,gn 91233 47| 67 367,20

» Coefficient de la réfraction terrestre conclu de ces nombres :
§=u0,150388q . v.
= Résultals analogues déduits de la formule approximative, en évaluant les coellicients differenticls |
(-:—:Jll (_J';ﬁ),' par la parabole la plus basse conclue de ascension de Gay-Lussac :

6=0,14338520; &+ 4,=1315"56". Erreur de 'approximation : — 167,54

- ——— et

Tamreauv B.
T PP B waaneie . =0 Jo,
Hauntenr da la station M* an-dessus du nivean sphérique de la station M. ..

ry=r, = 304™ 313,

STATION INFERIEURE M, STATION SUPERIECRE M.

—— s ——— ] - e — oMM !
o BESTANCE TEAT ANEE BISTANCE DISTARCE dm:d:;rru n:;:f:::‘i‘
| eénithale ap-| zéaithale vrale ' pinithale appa- | zémithale vrade e m{mm“!
| parenta do M7, REFRACTION rente da M, REFRASTION kit AT
da M, va de M. locales an M°. da M7, vu da M7, locate an AT, '

o de MT,

3, 4,

a. 51 :: + E| a; a| + &I "?| e 3

0o go? 2° ", 6] 42" an® 46lgo®ai 19", 746] go® 27" 38" 454 == 2" 0¥, 708 |+ §° 42,254 |+ 0", 658
|

" » Coefficient de la réfraction terrestre conclu de ces nombres :
o §=o,156807 . e.
0 'Eiquluu analogues déduits de la formule approximative , en évaluant les coeflicients du.[tr.untu.!«.
(;‘f} (:: } par la parabolela plus basse conclue de l'ascension de Gay=-Lussac :

%

f=o0a36446v; o +d,=+§ 41" 60f. Erreur de l'approximation: — o, fi5o.

» Tous les calenls sur lesquels ces résultats sont fondés, se trouvent rapportés en détail dans les
I .ﬁ_HJh.nm i la Conmaissance des Temps pour Uannée 1842 (7).

(*) Je profite de colte circonstanc: pour indiguer une faule d'impression qui existe & la page a4 duo |
Meémoire auquel je renveie. Elle porte sur I’ eXpression npprn:lmntl\'u de #, qui esl eorit aves le sipne —

| o Jieu du sipne ==, On lai a donné en onire pour factenr T Ty

I
ek ® 5 tandis qu'il faut

Ces fautes

| n'existaient point dans le manuserit , et tous les ealenls 1]:||Ji s||1lrenl ce passage du thn"r ont alé affec- |

l tues sur la formnle exacte, Elle a -Eli.. reproduite of emp oy sous sa forme correcte , dans les Notes du |
N tome 1%F de mon Traité &' Astronomic, pa;;u-s afia et suivantes.
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» Connaissant, par cette étude préliminaire, les caracteres géométriques
des portions de trajectoires luminenses qui ont pu se former entre des signaux
terrestres situés 4 diverses distances, dans un état régulier des couches
inférieures de l'atmospheére, qui a effectivement existé, cherchons quels
sont ceux de ces caracleres que I'on pourra constater et upprét.‘.i&r par des
observations de distances zénithales, effectuées aux deux stations qui les
terminent. ¢

» Si denx observateurs placés en ces points extrémes prennent simulia-
neément les distances apparentes Z,,Z, de I'autre signal, séparé d’eux par
P'angle au centre ¢, la considération du quadrilatere plan CM'IM”, dont les
angles internes doivent former en somme quatre angles droits, leur
donnera immédiatement langle intérieur T"IM’ ou §, lequel aura pour
expression :

(5) 6 = 180°+ v — (Z,+ Z;)-

» Mais cette relation ne s'appliquera & une méme trajectoire lumineuse
que sous la condition rigoureuse que les distances zénithales réciprogues
auront été observées simultanément. Car si elles étaient seulement réci-
proques sans étre simultanées, elles appartiendraient généralement aux
tangentes extrémes de deux trajectoires différentes; et la valeur de 8,
fournie par la méme relation, exprimerait I'angle formé par ces tangentes,
qui n'auraient entre elles ancune connexité physique dont on put se
prévaloir.

» La valeur de § obtenue ainsi par des observations, méme simultanées,
représente seulement la somme &, 4+ d, des deux réfractions locales qui ont
eu lieu & un méme instant, aux denx extrémités d'une méme trajectoire. Mais
cette donnée est insuffisante pour que 'on puisse en conclure la différence
de niveau des deux stations, ce qui est I'usage spécial anquel ce genre
d’observations s’emploie dans les opérations géodésiques. 1l devient alors
nécessaire de connaitre aussi la différence ¢, — &, des deux réfractions
locales, afin d’avoir chacune d'elles individuellement. On y supplée en les
supposant ¢gales, ce que nos tableaux A et B montrent devoir étre peu
en erreur, aux distances restreintes ou la convexité de la Terre oblige de
placer les signaux géodésiques. Cela revient a considérer comme circulaire
la portion de la trajectoire lumineuse, qui est comprise entre enx. Mais cette
hypothese, suffisante pour la pratique de I'ingénieur, n’est pas théorique-
ment acceptable comme réalité, .

» Ayant ainsi constaté l'excessive variahilité physique du coeflicient
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de dv, dans l'expression différentielle

i(e=n (%)

(1) = — ek e

¥y

lorsqu'on I'applique a des couches d'air minces, peu étendues, et peu
élevées au-dessus de la surface terrestre, comme sont toujours celles qui se
trouvent comprises entre deux signaux géodésiques, supposons que, par
des observations de distances zénithales réciproques et simultanées, faites
entre deux signaux pareils, on ait, 4 un certain jour, 4 un certain instant,
déterminé sa valeur actuelle, sur la ligne d’air suivie par la trajectoire

- - " r b & [ [ 1 1 I3
lumineuse qui va de I'un al’'autrz, et qu’on l'ait trouvée égale i ——» m étant

un nombre connu. On n'en pourra nullement conclure qu'il aurait encore
cette méme valeur, & ce méme instant, sur les trajectoires lumineuses qui
parcourraient des portions de la méme masse d’air, comprises entre des
signaux moins ou plus distants; et nos tableaux A et B olirent des exemples
du contraire. Toutefois, admettons hypothétiquement qu’il en soit ainsi.
Alors, tous les éléments de 'intégrale §, se trouvant constants, et égaux

;J;d'u entre les limites d'amplitude qu'elle doit embrasser, on en conclura

immédiatement, dans ces limites,

Alors ;_:;l sera ce que l'on appelle le coefficient de la réfraction terrestre,

dans les circonstances supposées; et il est a remarquer qu'il sera essentiel-
lement propre et spécial i ces circonstances.

» Concevons maintenant que I'on demande quel mode de variation des
densités il faudrait idéalement établir dans la masse d’air considérée, pour

que le coefficient de dv ent précisément cette valeur constante ;-';: dans

amplitude d'épaissenr et d'étendue qu'elle embrasse? La condition 4 rem-
plir s’exprimera en posant 'égalité :

e
‘_2*{1 _"} (EF) I L ¥ . dF | d-f
GRAT == d’on1 I'on tire m:—

' ya . f = r Y=
~ Sous cette seconde forme, I'intégrale se présente immédiatement, et elle est
A

T 1+ Gkp=A(1 —s)m,

2m IL—3

& .‘_J‘f" ™.
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A étant une constante arbitraire. Cette constante se détermine par la condi-
tion que la densité g, ait sa valeur vraie et observable p,, a la surface de la
couche d’air d’ot I'on compte les variables s. Pour qu'il en soit ainsi, il
faut qu’on ait :

1+ Gkp= A
ce qui donne, apres I'élimination de A,
]
l-|-.ti."n vy = it |_|_ll£j? III_
o (1 —s)™, et, parsaite, (H_ &EH) =1— 5,

g - . i
ou, en remplacant r — s par son expression équivalente -

(6) (ﬂ)“ = :__

1+ﬂi"'F|

» Sil'on a bien suivi les détails de cette déduction analytique, on doit
reconnaitre avec évidence que la formule (6), a laquelle nous venons de
parvenir, n'est lf':gitimement applicable qu’a la masse restreinte d’air oun
I'on a déterminé par observation le coefficient m; et méme, qu’elle ne
s'étend a tous ses points intérieurs, qu'an moyen de la généralisation hypo-
thétique sur laquelle I'intégration est fondée . Or, non-seulement M. Faye
lui attribue virtuellement ce caractére d'application local, mais, par une
extension d'idées bien autrement hypothétique, et, je 'ose dire, contraire
a toutes les notions de la physique, tant rationnelle qu’expérimentale, il en
fait le type d’'une loi de variation des densités, qui doit matériellement
s'établir depuis la surface de la Terre jusqu’aux derniéres régions de I'atmo-
sphere, en conformité avec la valeur actuelle, quﬁ I'observation locale
aurait donnée au coefficient m !

» Avant de revenir sur cette idée, je ferai remarquer que notre équa-
tion (6) est, dans sa composition analytique, et jusque dans sa notation
littérale, identique 4 celle que Laplace donne au § 6 du livre X de la Meca-
rique céleste, comme une hypothése mathématique dans laguelle I'équation
ditférentielle de la réfraction devient rigoureusement intégrable, et conduit
a la méme expression que la loi de Bradley. Mais, pour que ce mode de
décroissement des densités, ou tout autre que I'on voudrait imaginer, puisse,

méme hypothétiquement, étre appliqué 4 une atmosphere gazeuse, composée

de couches pesantes et compressibles, il fant d’abord 'assujettir 4 une
équation de condition, qui est toujours nécessaire pour assurer sa stabi-
lité, dans un tel état; puis, si 'on vent qu’elle représente réellement I'atmo-
sphere terrestre, il faudra disposer des constantes qui la définissent, de
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maniere qu'elle s’y assimile dans ses particularités physiques ; ¢’est-a-dire
que les réfractions a toutes les distances zénithales y soient de méme gran-
deur, et que le décroissement des températures i diverses hauteurs y soit
tel qu'on le constate dans notre atmosphére par I'observation. Or, la consti-
tution d'atmosphere représentée par 'équation (6), ne contenant de dispo-
nible que la seule constante m, ce serait un singulier hasard qu'elle pit
satisfaire &4 toutes ces conditions d'identité. Effectivement, la relation
nécessaire 4 la stabilité de la masse gazeuse, détermine i elle seule immédia-
tement cette constante ; et, 4 la température de o degré, sous la pression de
0™,76, elle lni assigne pour valeur numeérique :
m = 4,25g970; d'on = = 0,11738;

2m

1 i . . il
> st le coefficient de la réfraction terrestre, qui se trouve ainsi notable-

ment moindre que l'observation ne le donne, en moyenne, dans notre
atmosphere. m étant ainsi déterminé, il en résulte pour la grandeur de la
réfraction horizontale, & o degré de température, et sous la pression totale
de 0% 76,
3o’ 24" 12,

valeur pareillement beaucoup trop faible, comme moyenne. Enfin le dé-
croissement moyen des températures, pres de la surface terrestre, conclu de
ce méme m, dans les mémes circonstan®s météorologiques, serait de
1 degré centigrade pour 63™,8 d’accroissement de hauteur, progression
environ trois fois plus rapide qu'on ne I'observe réellement.

» Tous ces résultats ont été établis par Laplace au § 6 du livre X de la
M¢éeanique céleste, comme autant de conséquences mathématiquement inhé-
rentes a la constitution d’atmosphére représentée par notre équation (6).
Je n'ai fait que lui emprunter ses nombres, et je les ai rapportés avec tout
ce détail, pour montrer que la valeur occasionnelle du coefficient m, déter-
minée par des observations géodésiques faites a travers des couches d’air
d'une épaisseur restreinte, et i de petites hauteurs, ne peut pas, sans con-
tradiction mathématique, étre employée dans I'équation (6), comme carac-
térisant un mode de variation des densités applicable a toute hauteur dans
notre atmosphére. Car une atmosphére ainsi constituée artificiellement,
non-seulement n’aurait pas les qualités physiques de la notre, mais ne satis-
ferait pas méme & la condition de stabilité nécessaire a son existence.

» Voila pourtant ce que M. Faye fait, ou prétend faire. Car il demande
qu'on emploie les réfractions calculées dans cette atmosphere fictive, pour

B. 3
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corriger les irrégularités de celles que 'atmosphére réelle nons présente
habituellement, pres de Phorizon. Or ces irrégularités ne peuvent étre assu-
jetties a aucune théorie générale, parce qu'elles résultent de perturbations
opérées dans les couches basses et lointaines de notre atmospheére, par des
accidents météorologiques locaux, dont les caprices échappent a toule
prévision, et se réalisent méme soudainement a notre insu. On ne saurait se
débarrasser de leurs effets que par compensation; et le procédé que M. Faye
propose pour y remédier ne ferait que vicier les résultats moyens qui peu-
vent étre obtenus a la longue.

» Supposons, dit M. Faye, qu'une mire éloignée, visible de jour et de

nuit, soit placée dans la direction du méridien de I'observateur a une.

grande hauteur au-dessus du sol, et quel'on ait déterminé sa distance ainsi
queson altitude relative, 4 'aide d'un nivellement ordinaire a petites portées.
On en déduirala distance zénithale vraie de cette mire. L'observation don-
nera la distance zénithale apparente. La différence sera I'effet de la réfraction
(locale); et, comme on connait 'angle au centre, on aura la valeur actuelle du
coefficient de la réfraction terrestre (sur la portion de la trajectoire lumi-
neuse propagée du signal & I'observateur). Ce coefficient, introduit dans
I'équation (6) de Laplace, donnera la réfraction astronomique actuelle,
sous la forme que lui assigne la loi de Bradley, dont tous les éléments se
trouveront ainsi déterminés pour I'application.

» Jai présenté ici 'esprit defa méthode aussi fidelement que j'ai pu le
saisir dans la nouvelle notation que M. Faye a substituée a celle de Laplace.
Je regrette, pour mon compte, ces changements de formes symboliques,
qui rendent plus pénibles i lire, & retrouver, des théories déji exposées avec
un entier développement, dans des ouvrages célebres, que tout le monde
a étudiés.

» Je ne reviendrai pas sur la difficulté mécanique, toute grave qu’elle
est. Je veux considérer ici la méthode, uniquement au point de vue de
Iapplication physique et astronomique. Elle se résume, pour moi, en ce
point : que, d'apres la quantité de la réfraction observée a I'une des extré-
mités d’un petit arc de trajectoire lumineuse, réfraction qui n'excédera
jamais quelques minutes de degré, M. Faye veut conclure la totalité de la
réfraction qui se produira pour des distances zénithales de méme ordre,
sur toute la longueur des trajectoires lumineuses, qui se seront propageées
depuis les extrémités de I'atmosphere jusqu’a l'observateur, en traversant
des régions aériennes immensément distantes, dont la stratification pourra
n’avoir aucun rapport avec I'état actuel de la méme couche d’air comprise

i
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entre |'observateur et le signal observé. Croire que I'état accidentel de celle-
ci pourra, devra, se propager ainsi, instantanément, a tout le reste de la
masse aérienne, c'est une concession que la vieille physique, je dirai aussi
la vieille logique de mon temps, ne me permet pas de faire, et pourtant elle
semble indispensable pour que 'application ait lieu. Mais alors, si le méme
observateur établissait autour de sa station trois ou quatre signaux terrestres,
sur diverses directions azimutales, au nord, au sud, a 'est, i l'ouest,
comme les couches basses qui les sépareraient de lui pourraient se trouver,
aun méme instant, dans des états physiques tréssdissemblables, il faudrait
donc que I'atmosphere réelle se conformit simultanément i tous ces états
divers, ce qui ne me parait pas moins dur a concevoir.

» Tels sont les motifs du dissentiment que j'ai témoigné, lorsque ce nou-
veau moyen de corriger les irrégularités des réfractions atmosphériques, a
été annoncé a 'Académie. M. Faye a comparé ma résistance a celle que
Flamsteed opposait aux conseils de Newton, quand il voulait lui persua-
der de joindre a ses observations astronomiques, les indications du baro-
metre et du thermomeétre. Cette comparaison me semble pécher, au moins
dans I'un de ses termes. Mais, peut-étre, M. Faye n'a pas entendu I'appli-
quer a lui et & moi, dans toute sa rigneur.

» Je pense qu'il reste beaucoup de perfectionnements a faire dans I'ap-
préciation des réfractions atmosphériques; mais il faut, je crois, les cher-
cher par une autre voie. C'est ce que j'essayerai de montrer dans la séance
prochaine, ou dans celle qui suivra. »

(Séance du 16 octobre 1854.)

Sur la théorie des réfractions atmosphérigues.

« La théorie des réfractions atmosphériques n'a été amenée an degré de
précision et d'utilité ou elle est aujourd’lhui, que par les efforts accumulés
des plus grands géométres, combinés avec les perfectionnements progres-
sifs de la physique expérimentale. La multitude de considérations délicates
qui y concourent, la rend difficile a pénétrer; et il est plus malaisé encore
de s'en étre rendu assez maitre, pour montrer avec justesse en quoi, et
- comment, on pourrait l'améliorer. Avant d'y prétendre, il faut voir claire-

ment d'ot elle part, et ou elle arrive. Il faut définir exactement les concep-
3.
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tions mécaniques générales sur lesquelles on I'appuie; distinguer ce qu'elles
ont de positif, et ce qui s’y méle de conjectural; apprécier le degré de cer-
titude, ainsi que la légitimité d’appropriation des données expérimentales
qu'on y emploie; et, tout cela reconnu, déterminer les limites d’erreur
entre lesquelles nous pouvons espérer de représenter les phénomenes , sous
ces conditions. C'est i ce point de vue d’ensemble que je vais me placer d'a-
bord, non sans une grande défiance de me trouver insuffisant 4 'embrasser.

» Cette théorie, prise dans son abstraction géométrique, considere I'at-
muﬁphl}re terrestre , comme une enve}nppe gazeuse , de constitution per-
manente , composée de particules pesantes, compressibles, expansibles,
qui possedent une force d’élasticité propre , variable avec leur densité, avec
leur température, et qui exercent sur les rayons de la lumiere un pouvoir
réfringent proportionnel a leur densité. On donne a ce systéeme un’ arran-
gement intérieur, qui, par la généralité de ses caracteres, s'assimile aussi
approximativement qu'il est possible a I'état moyen de I'atmosphere réelle,
sans étre compliqué par ses perturbations , dont I'analyse mathématique de
notre temps ne saurait pas calculer les effets accidentels. Pour cela on
admet que, dans toute son étendue, la densité, en chaque point, dépend
seulement de la distance de ce point au centre de la Terre, pouvant d’ail-
leurs étre une fonction quelconque de cette distance, que 'on s'efforce
ensuite d'identifier, d’aussi pres que possible, a celle qui a lien effective-
ment. D'apres cette condition conventionnelle, les couches d’égale densité
de I'atmospheére fictive sont sphériques, et concentriques i la surface ter-
restre qui les supporte. Leur ordre de superposition n'est d’ailleurs analyti-
quement astreint qu'a la seule condition de pouvoir se maiutenir stable en
obéissant aux lois de la statique des gaz. Sous cetle réserve, elles peuvent
occasionnellement , se contracter ou se dilater dans leur épaisseur propre
par un changement simultané de températnre , comme aussi étre soulevées
ou abaissées, pourvu que toutes les colonnes verticales conservent une
constitution similaire qui leur permette de se maintenir individuellement
sans se rompre ni se désagréger. Dans un systéme gazeux ainsi constitué,
la sphéricité des couches d'égale densité imprime a la force réfringente une
direction centrale. Le mouvement des molécules lumineuses, s'opere con-
formément aux principes des aires et des forces vives, qui, réunis et combinés
avec les éléments du contact du premier ordre dans les courbes continues,
donnent immédiatement I'équation différentielle de la trajectoire décrite,
et I'élément différentiel de la réfraction. Le reste n’est plus qu'une alfaire
de calcul intégral.
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» Telle est la conception mécanique la plus générale que I'on ait jusqu’a
présent appliquée au probleme des réfractions atmosphériques. Toutes les
théories que les géometres ont données de ces phénomenes, depuis Newton
Jusqu’a nos jours, ont été fondées sur des hypotheses analogues, mais plus
restreintes. Avant de rappeler les résultats qu'ils en ont tirés | il convient
d’examiner, jusqu’a quel point les abstractions dont elles se composent sont
conformes aux réalités physiques; et a quel degré les particularités, qui ne
s'y trouveraient pas comprises , peuvent vicier les déductions que le calcul
en obtiendrait.

» Un état d'équilibre général, et que 'on pourrait appeler sphérique,
n'a évidemment Jamais lieu dans notre atmosphere. Nous voyons sans cesse
ses couches les plus basses, troublées, remuées, agitées, par suite des acci-
dents niétéorn]nglques qui produisant en quelques points des contractions
ou des expansions soudaines, engendrent les vents, les tempétes; et ces
fluctuations partielles, se propagent fréquemment jusqu'a plusieurs mille
metres de hauteur. En fait, le repos n'y est jamais qu’accidentel, peu
durable, et toujours local. La physique générale nous apprend aussi que
la zone gazeuse, située entre les Impiques, étant mainlenue dans un état
perpétuel d’expansion par I'impression prédominante de la chaleur solaire,
Vair qui la compose, est continuellement soulevé et porté vers les régions
supérieures de 'atmosphere, d'ou il va se déverser vers les poles; tandis
que le vide formé & sa base, est continuellement suppléé par un courant
d'air inférieur qui afflue des poles vers I'équateur ; ce qui, combiné avec la

force centrifuge engendrée par le mouvement de rotation diurne de la Terre,
produit le grand phénomene des vents alizés. Des inégalités d'action calo-
rifiques analogues, mais locales, produisent les vents semestriels du golfe
du Mexique, et les moussons de I'lnde. Des dérangements soudains, d'une
extréme violence, s'opérent encore fréquemment dans les couches d'air qui
recouvrent la surface des mers ou des grands continents d’Amérique et
d’Asie, et y propagent au loin leurs ravages. En présence de tels effets, la
conception d'une atmosphere partout calme et sphériquement constituée,
ne peul étre considérée que comme représentant un cas abstrait, qui n’est
~ jamais complétement réalisé.
» Ces mouvements intérieurs de I'atmosphere échappent jusqu'ici a tous
nos caleuls, méme quand on n'envisage que ceux qui sont permanents et
-‘- - réguliers. L’Académie appela, il y a quelques années, sur ce sujet, les
 efforts des physiciens et des géométres, en restreignant ses demandes, i la
seule théorie des phénoménes constants et généraux. Aucune piece n'a éte
* apportée au concours. Savns doute le probleme est encore inaccessible.
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» Cette impuissance trop avérée de I'analyse mathématique, a s’assujettir
jusqu’a présent des phénomenes si compleses, semble envelopper un para-
doxe des plus étranges. Les conditions statiques, auxquelles les géometres
ont ¢té obligés de plier leurs atmospheres fictives, étant aussi différentes de
celles de I'atmosphere réelle que nous venons de le voir, comment a-t-il
pu se faire qu'ils en aient tiré des Tables de réfractions si exactement con-
formes aux véritables, jusque vers 8o degrés de distance du zénith?
Que, dans cette grande amplitude d’application, ces Tables s’adaptent si
fidelement aux circonstances météorologiques locales, dans toutes les con-
trées, dans toutes les saisons, a toutes les hauteurs au-dessus de la surface
du globe, ou 'on a eu l'occasion de les éprouver? Quel est le principe
caché d'un pareil accord? d’auntant plus surprenant qu'il n’est pas attaché,
a telle ou telle hypothese géométrique plus ou moins heureuse! Car, jus-
qu'aux limites de distances zénithales ci-dessus fixées, on l'obtient & peu
prés aussi parfait, quelle que soit la constitution intérieure de I'atmosphere
sphérique i laquelle on applique le calcul, pourvu qu'elle s'accorde avec la
réelle dans ses conditions générales d'existence; c'est-a-dire qu'elle soit
composée du méme gaz, possédant les mémes qualités physiques, et stra-
tifice aussi par couches dont les densités décroissent a mesure qu’elles sont
plus élevées, suivant toute loi quelconque, compatible avec les conditions
de leur équilibre; Uinlérienre seule étant identifiée quant a sa densité, et
a la pression qu'elle supporte, a la couche de I'atmosphére réelle, o I'on
veut placer I'observateur; de sorte qu'on lui emprunte uniquement ces
deux derniéres données. La parilé presque exacte de résultats numériques,
conclus d’hypotheses si diverses, présente déja un mystere mathématique,
qu'il faut nécessairement éclaireir, avant de chercher a découvrir pourquoi
ces résultats se trouvent si approximativement conformes aux réalités. Clest
aussi 4 cela que je vais m’attacher d’abord.

» Pour montrer jusqu'on cette liberté d’hypothese a pu s’étendre, sans
discordance notable dans les nombres, tant gqu'on ne descend pas a plus
de 80 degrés du zénith, je rappellerai ici quelques-unes des plus employées,
en spécifiant les qualités physiques des atmospheres qui en résultent, qua-
lités que les premiers anteurs de ces spéculations pouvaient, tout au plus,
vaguement soupconner. Et comment auraient-ils pu en avoir la notion
exacte? ce n'est guere que depuis cinquante ans, que I'on connait avee pré-
cision les lois de dilatabilité de I'air et des vapeurs, les conditions de leur
mélange a I'état aériforme, leurs densités relatives, 'influence de cette den-
sité et de la température sur le pouvoir réfvingent de I'air, enfin I'énergie

absolue de ce pouvoir méme, qui est I'élément fondamental des réfractions

{
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qu'il peut exercer’ Toutefois, chose étrange, et qui montre bien la puis-
sance du génie géométrique, la seule contemplation abstraite des condi-
tions générales d'existence auxquelles I'atmosphere terrestre doit étre assu-
jettie, a suffi & Newton pour établir toute la théorie mathématique des
réfractions qu’elle produit. OEuvre admirable, qui est demeurée ignorée
pendant cent quarante ans, et que la postérité n'a connue, qu'apres s'étre
avancée une seconde fois, par de longs efforts, aussi loin que lui!

» L'honneur d'avoir donné le premier aux astronomes une Table de
réfractions utilement applicable, et théoriquement calculée, est due i Domi-
nique Cassini. 1l la publia en 1662. Elle est fondée sur un apercu tout a
fait empirique, mais qui se trouve tres-approximativement juste dans ses
conséquences numériques méme i 8o degrés de distance zénithale. Consi-
déré comme s'adaptant 4 un état de choses réel, cet apercu revient a con-
cevoirautour dela Terre, une atmosphére d’air sphérique d'une certaine hau-
teur, uniformément dense, ou la lumiere se brise &4 son entrée suivant la
loi de Descartes, et se propage ensuite en ligne droite jusqu’a l'observateur.
L'hypothése renferme ainsi deux éléments arbitraires : Ia haateur de 'at-
mosphere fictive, et son pouvoir réfringent, proportionnel a sa densité.
Prenons, f:nmme cas d'application que cette densité soit celle de I'air
atmosphérique a la température de la glace fondante, sous la pression de
76 centimetres de mercure, et attribuons-lui U'intensité de force réfringente
qui se conclut aujourd’hui d’expériences directes. Alors 'atmosphere fictive
devra avoir 7974 metres de hauleur; et, i 8o degrés de distance zénithale, la
réfraction sera 5'31”,14 (1). Les Tables de Laplace, calculées pour une
constitution d’atmosphere tonte différente, étant appliquées aux mémes
circonstances météorologiques donnent 5 327, 41. Clest 1",27 de plus.
Voila un exemple de ce mystérieux accord de nombres que j'ai annoncé, et
dont il nous faudra trouver la cause mathématique. 1l se soutient ainsi

depuisle zénith jusqu’a 8o degrés de distance zénithale. Mais, en approchant
L]

| (1) Pour avoir un type de comparaison assuré, je fais ce caleul avec les données adopices
par Laplace, pour ces mémes circonstances météorologiques, au livre X de la Méecanigue

. céleste ; et je les applique & l'expression qu'il a donnée au § 4, de la réfraction dans 'hypo-
thése de Cassini. En conservant la notation dont il fait usage, ces données sont :

I=17974™; a=063661gB"; 2Kp = o,00029{047.

LR

- Seulement, par abréviation, j'ai remplaceé par 1 la lettre 7 qui représente la vitesse de la lu-
I miére dans le vide, et j’ai désigné par g, la densité de Iair dans la couche inférieure, que
Laplace appelle (¢).




24 SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES.

davantage de 'horizon, I'hypothése de Cassini donne des réfractions de plus
en plus faibles comparativement 4 celles de Laplace, et 'écart est de 1337"
a I'horizon méme. Mais Cassini en a judicieusement restreint I'application a
la limite de 8o degrés. 1l n’avait pas comme nous la notion et la mesure des
données météorologiques. 1l y a suppléé en pliant son hypothese a deux
réfractions soigneusement observées. Et, comme Delambre le dit avec quel-
que naiveté, sa Table est si juste, quil @ Uair de prendre ses nombres dans
la Connaissance des Temps.

» Les deux autres exemples, que je citerai, se rattachent & un fait d’his-
toire scientifique trop curieux , pour ne pas le rappeler ici.

» L'insuffisance de la Table de Cassini, pour les réfractions qui s'opéerent
a plus de 8o degrés de distance zénithale, faisait sentir vivement aux astro-
nomes le besoin de la prolonger. Le 11 octobre 1694, Flamsteed, alors établi
a Greenwich, éerivit 4 Newton qu'il avait commencé a caleuler les réfractions
qui se déduisent des observations du Soleil et de Vénus faites 4 de petites
hauteurs, pour s’en servir i corriger les observations de la Lune, et obtenir
ses positions vraies que Newton lui avait demandées. Cela excita ce grand
genie, 4 s'occuper de ce probleme, pour en chercher une solution, non
pas empirique, mais mathématique et physique, comme lui seul était ca-
pable de le faire alors. Depuis neuf ans qu’il avait publié le livre des Prin-
cipes, il avait approfondi la théorie des attractions 4 petites distances. La
marche de la lumiere & travers un milien réfringent quelconque était pour
lui un probléme de mécanique parfaitement aceessible, pourva que la na-
ture et la constitution de ce milien lui fussent données. Or, a cette époque,
on ne connaissait de I'atmosphere que ses propriétés générales, en tant
quelle est formée d'un air pesant, compressible, élastique, réfringent.
L’inégalité de la température i diverses hauteurs étaitinconnue; son influence
pour modifier le volume de I'air, et son ressort, a peine soupconnée. Dans
un déntiment si absolu de données expérimentales, tout ce que I'on pouvait
faire, ¢'était d'appliquer les principes de la mécanique et de la physique
abstraite, a des constitutions d’atmospheres théoriquement possibles, dont
les effets optiques fussent caleulables par les méthodes d'intégration alors
connues, en tachant d'identifier ces effets aux réfractions qu'on observe.
Cest i quoi Newton se dévoua avec une patience admirable. 1l resta pen-
dant six mois plongé dans ce travail, communiquant 4 Flamsteed ses ten-
tatives, ses réussites, ses mécomples, ses rectifications, ses espérances, a
mesure qu'il avancait. De tant d'efforts, il n'était resté quune régle ap-
proximative, rapportée par Halley, suivant laquelle, 4 de médiocres dis-
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tances du zénith, la réfraction est proportionnelle a la tangente de la dis-
tance zénithale; et une Table des réfractions pour toutes les distances, publi¢e
aussi par Halley dans les Transactions philosophiques de 1721, comme ve-
nant de Newton, sans qu'on sit comment, ni a quelle époque, il 'avait
composée. Toute la partie scientifique de cet immense travail, n'a été
connue qu’en 1836, lorsque le gouvernement anglais eut fait publier par
Baily, la correspondance de Newton avec Flamsteed, conservée dans les
archives de Greenwich. Non pas que les procédés mathématiques de
Newlon y soient exposés a découvert; il ne les indique jamais que par
parties, en termes voilés, en s'enveloppant d'une extréme réserve. Or, s'il
n'est pas déja si facile de saisir. complétement sa pensée quand il veut bien
la dire, il I'est beaucoup moins de la lui dérober. Toutefois, en rapprochant
des demi-confidences qui lui échappent, sur les voies qu'il essaye, sur les
procédés de calcul qui lui ont ou ne lui ont pas réussi; surtout, en appro-
fondissant un théoréme quil donne sans démonstration, avec une figure,
en disant seulement a quoi il lui sert, on a pu mettre tous ses secrets au
grand jour, retrouver ses méthodes, et reconstruire en nombres la Table de
réfractions que Halley avait publiée d’apres lui. On a reconnu ainsi qu'il
possédait tous les principes mathématiques de cette théorie : I'équation dif-
férentielle de la trajectoire lnmineunse, et 'expression différentielle de I'élé-
ment de la réfraction, sous la forme simple que Laplace‘]ui a donnée
depuis. Il était arrivé a ces découvertes huit ans avant la deuxiéme édi-
tion des Principes, al'ige de cinquante-trois ans. Cette reproduction tar-
dive d'une si précieuse portion de ses travaux, jusque-la ignorée, a été
publiée dans le Journal des Savants de 1836. J'en extrairai seulement les
deux hypotheses d'atmosphieres qu'il a soumises & ses caleuls, et qui, rén-
nies, ont servi de fondement aux théories plus parfaites de ses successeurs.

» Pour se rendre un compte exact de la tiche qu'il avait 4 remplir, il faut
envisager le probleme, 4 son point de vue mathématique complet, comme
nous pouvons le faire aujourd’hui, et voir quels moyens il avait de le résou-
dre. On y reconnait alors deux parties distinctes : la premiere consiste 4
. définir la constitution de I'atmosphere sphérique sur laquelle on veut
- opérer; la seconde, 4 calculer les réfractions qu'elle doit produire, pour
un observateur placé dans une de ses couches, dont on se donne convention-
nellement le rayon ry, la densité g, la température ¢,, et la pression p, qu'elle
supporte. Alors 'atmosphére. choisie sera complétement définie, si, en une
quelconque de ses couches concentriques ayant pour rayon r, on peut assi-
gner la densité g, la température ¢ et la pression p, ces trois derniéres varia-
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bles étant considérées comme des fonctions de la premiere, qui, seule, reste !
indépendante.

» Or, pour que ces qualre quantités puissent étre assoviées dans une f
méme atmospheére gazeuse, supposée en repos, lear enseinble doit tounjours 1
étre assujetti 4 deux équations de condition générales : 'une, qui s'éerit
en termes différentiels, exprime que le systeme est dans un état de stratifi-
cation permanent ; l'autre, qui s'écrit en termes finis, signifie que les lois de
la dilatabilité des gaz y sont observées. Si done on se donne arbitrairement,

hypothétiquement, une troisicme relation entre les quatre variables g, p, ¢, r,
les trois premieres se trouveront analytiquement déterminées en fonction de
la derniére, et le systeme atmosphérique, anquel elles appartiendront, ser:
complétement défini. Je montrerai plus loin que, dans notre atmosphere
terrestre, la nature propre de celte troisieme relation est trés-nettement
indiquée par expérience, et que les Tables, qui représentent le mieux les
réfractions réelles, ont été fondées, insciemment, sur les hypotheses qui
approchent le plus d’y ressembler.

4 L’dlmmphn}t'e hypothétique étant constituée, on y approprie ]'expreg.-
sion générale de I'élément différentiel de la réfraction, et il ne reste qu'a
Fintégrer pour avoir la réfraction méme en nombres. "

» Newton ne possédait pas I'ensemble de dounées qui lui auraient été
nécessaires pour reconnaitre complétement les propriétés physiques des
atmospheres qu'il établissait. 'y suppléerai pour lui. L'analyse mathématique
de son temps, ve lui fournissait pas des méthodes suffisamment puissantes
pour les intégrations qu'il ent souvent a effectuer. Il y suppléa par des
procédés équivalents, mais beaucoup plus pénibles. Le manque de données
ph}'.ﬁiquES le forca _de plier ses résultats aux observations imparfaites que
lui fournissait Flamsteed, ce qui en altére I'exactitude numérique. Mais, ces
ombres dissipées, on voit reparaitre son génie dans toute sa puissance. C'est ce
que j'ai tiché de mettre en lumiere dans les articles du Jowrnal des Savants
que j'ai déja cités; et je ne reprends les deux cas qu'il a traités que pour
achever de prouver I'identité presque parfaite des réfractions qui se pro-
duisent jusqu'a 8o degrés de distance zénithale, dans ces systemes d'atmo-
spheres sphériques, comme dans tous les autres.

» 1l considéra d’abord une atmosphere on, depuis la base jusqu’aun
sommet, des différences égales de hauteur correspondent i des diminu-
tions égales de la densité. Sil'on suppose, qu'a cette base, la température
soit celle de la glace fondanite, et la pression 0™,76 de mercure, la hauteur
totale de I'atmosphere sera de 15948 metres, exactement double de celle de
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Cassini. La température n'y est plus constante. A mesure qu’'on s'éleve, elle
s'abaisse de quantités égales pour des différences égales de hauteur, comme
cela s'observe aussi rappmximativﬂnent dans I'atmosphére terrestre ; mais
| ce décrﬁlﬂﬂemﬂll malhemdhque est environ trois fois plus rapide que dans
celle-ci. La Lar ion a I'horizon est 30" 24",17, plus faible encore que la
réelle,hgﬁﬁnp moins toutefois que dans I'atmosphére de Cassini. Malgré
tnute&mﬂrdlmmh]ances, la réfraction 4 8o degles de distance zénithale se
trouve étre 5' 327,16, plus forte senlement de 1”,2 qu'elle ne I'était dans
I'hypothese de Cassini, et elle différe & peine de celle de Laplace (1).

~» Dans ce premier systéme atmosphérique de Newton, les pressions a
diverses hauteurs sont proportionuelles au carré des densités. Trouvant
peut-étre que 'étendue de I'atmosphére y était trop restreinte, il en choisit
un autre, qu'il avait déja présenté dans le livre des Principes, et qui a pour
caractére que les pressions soient simplement proportionnelles aux densités.
Alors la température est constante a toute hauteur, et I'atmosphere s’étend
indéfiniment. Si 1'on astreint la conche inférieure aux mémes circonstances
météorologiques tout i 'heure admises, la température o® et la pression

T AT

(1) Le procédé d'intégration approximatif que Newton a di employer pour calculer les
réfractions dans cette premiére hypothése est exposé en détail dans le volume du Journal des
Savants pour I'année 1836, pages 735 et suivantes. En designant par R la réfraction corres-
pondante i la distance zénithale apparente et quelconque 7,, on est immédiatement conduit i
la formule suivante, rapportée page 743,

m—1
ta R= tang (8, — aR);
ng n (m+:) ang ( nR);
net m sont deux coefficients, fonctions des ¢léments météorologiques de la  couche
aérienne dans laquelle 'observateur se trouve placé. En continuant d’employer la notation
de Laplace, telle que je I'ai spécifiée, dans la Note précedente, on a:
g !
. 1 i"'I-“F'(]-l-;) Ay
m_ —

d 2
E_I:II+RFL}'_KF| I+__¢]'-

La régle de Bradley n'est autre que la furmule précédente dans laquelle les denx coefli-
cients ——
CmA 1

1 A gz 4 : :
el #, sont remplacés par des valenrs empiriques, qui se determinent par la con-

dition de satsfaire i deux réfractions observées, I'une loin de I'horizon , V'autre & horizon
méme, comme I'a fait Newton. Mais il est présumable que Bradley n'y a été conduit qu'en
cherchant & modifier analytiquement la régle approximative R = A tang 0, donnée par Halley
pour les observations faites i pen de distance du zénith, de maniére qu'elle pit s'ctendre &
toutes les valeurs de 6,. 5
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0™,76, la réfraction & I'horizon est 3¢’ 54",6, beancoup plus forte que la
moyenne véritable. Toutefois, 4 8o degrés du zénith elle se trouve étre
5" 34", surpassant seulement de 1,84 celle que nous avions tout 4 'henre
trouvée. y

» L'évaluation exacte de cet élément ne peut alors s’obtenir que par des
procédés d’analyse tres-élevés, qui étaient inconnus a Newton. Mais il y a
suppléé par des successions de quadratures paraboliques, dont Tapplication
a I'atmosphere réelle est rendue toujours légitime, parla lenteur du décrois-
sement des densités 4 mesure qu'on s'éleve. C'est méme la le seul moyen
d’établir le calcul des réfractions sur les véritables lois de décroissement que
'expérience peut fournir, sans étre arrété par les difficultés d'intégrations
gqu'elles présenteraient.

» L'extension indéfinie que cette seconde hypotheése de Newton donne-
rait a I'atmosphére terrestre, est contraire au fait de sa persistance. Elle l'est
aussi 2 un grand nombre d’indications physiques. Sa limitation peut se con-
clure de ce que, depuis la surface terrestre jusqu’anx plus grandes hauteurs
auxquelles Gay-Lussac s'est élevé, le décroissement de la température a éteé
en s’accélérant, sans qu'il soit possible d’imaginer une cause physique par
laquelle il pat étre ralenti dans les régions supérieures a celles on il est
parvenu. Car, en supposant méme, contre toute vraisemblance, qu’il con-
servit ultérieurement la méme valeur qu’il avait 4 sa station la plus
haute, les lois de I'équilibre ne permettraient pas que I'épaisseur totale de
I"atmospheére atteignit 48000 meétres, et par conséquent, il est présumable
qu’elle est encore moindre (1). Si done, les hypotheses qui lui attribueraient
une extension plus grande, et méme indéfinie, conduisent, par le calcul, &
des réfractions peu différentes entre elles, et qui ne s'écarteni pas excessive-
ment de la réalité, cela tient i ce que, au dela d'un certain degré de raré-
faction de I'air, tout le reste de I'atmosphere fictive ne contribue & la réfrac-
tion totale que pour une part insensible ou & peine appréciable, qui, en
outre, devient indépendante du mode de stratification que I'hypothese
employée lui attribue.

» Si I'on veut comprendre toute la puissance mathématique dont Newton
a fait preuve dans son travail sur les réfractions, il n'y a qu'a voir combien
d'efforts ses plus illustres successeurs ont di faire avant de le rejoindre.
Euler, en 1754, altaque le méme probléme, avec le méme déniment de
données physiques (2). 1l obtient I'équation dilférentielle de la trajectoire

(1) Mémoires de I" Académie des Sciences , tome XVII.
(2] Mémoires de Berlin pour 1754.
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lumineuse et lni associe I'équation qui assure I'équilibre. Mais le second
membre de la solution, je veux dire I'expression différentielle de I'élément
de la réfraction, lui manque ; ou s'il I'a connue, il n’en fait aucun usage; de
sorte qu'il se borne i discuter les propriétés géométriques de la trajectoire,
sans obtenir la réfraction elle-méme. Lagrange reprend la question en 1772,
espérant que la ré.gle empirique de Deluc pour la mesure des hauteurs
par le barometre, pourra lui fournir un type véritable de counstitution

- atmosphérique, sur lequel il assoira le calcul (). 1i obtient en effer,

pour cette loi particuliere, des formules exactes, quoique embarrassées de
la complication inhérente & l'expression empirique sous laquelle Deluc
I'avait présentée. Mais comme, au fond, elle ne comprend que 'hypothese
d’un décroissement de densités en progression arithmétique, Lagrange n'en
déduit et n'en pouvait déduire, qu'une expression de la réfraction analogue
a la régle de Bradley; sans indiquer aucunement la nécessité, encore moins
la nature, des expériences qu’il fandraitentreprendre pour fonder une théorie
plus stire et plus générale de ces phénoménes. C'est ce que Laplace a fait
le premier trente-trois ans plus tard, en 1805, dans le livre X de la Meca-
nique céleste, en concentrant sur ce probleme toutes les forces de l'analyse
mathématique réunies i une intelligence complete des données expéri-
mentales devenues, avec le temps, plus précises, et que son influence pro-
tectrice avait puissamment contribué a propager, a étendre, i perfectionner.
Cette faculté d’application que lui donnait le sentiment intime des vérités
physiques allié a I'esprit géométrique, alliance qui avait manqué i Euler et
a Lagrange, se voit dans le choix méme de la conception abstraite sur
laquelle il établit ses calculs. Trouvant que le décroissement des densités
par progression arithmétique faisait la réfraction horizontale trop faible,
et par progression géométrique la faisait trop forte, il en prit une
mélée des denx, qui renfermil un nombre suffisant d’arbitraires pour
s'adapter aussi approximativement que possible aux effets réels. Son instinct
le conduisait ainsi, sans qu'il le sut, a la relation méme entre les pressions
et les densités, qui a matériellement lieu dans notre atmospheére. De la, il
tira une Table de réfractions, complétement calculée par théorie, laquelle
s'identifie pour ainsi dire avec la vérité physique, dans tous les cas réguliers
du phénomene, en fournissant les évaluations moyennes les plus sires, dans
ceux ou ses caprices sont impossibles a prévoir. Ce travail n'a pas été
surpassé. Ivory I'a refait depuis, avec. des formes analytiques plns

(1) Mémoires de Berlin pour 1772.
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simples, mais équivalentes pour le fond et les résultats. J'ai i peine besoin
de dire que, jusqu’a 8o degrés de distanee zénithale, ces Tables, d’accord
entre elles, donnent des réfractions trés-peu difféventes de celles qui se
déduisent de toutes les autres hypotheses si variées que nous avons parcou-
rues. Cette singuliere parit¢ de résultats, se soutient, dans ces limites de
distance zénithale, & travers des modifications analytiques, qui par la
suppression de quelques termes, changent complétement la constitution
de I'atmosphere fictive a laquelle le calcul s'appliquait. Par exemple, dans
les prolégomenes des Fundamenta astronomice, Bessel a voulu abréger ainsi
I'expression symbolique du décroissement des densités adoptée par Laplace,
afin de rendre les intégrations plus aisément exécutables. 11 en résulte une
atmosphére qui n'a plus que 28370 métres de hauteur, en conservant a son
sommet, ot la pression devient nulle, une densité finale qui est les 22— de
la densité a sa base. Or, malgré tout cela, si la température a cette base est
o degré, et la pression o™,76, la réfraction a 8o degrés de distance du
zénith, pour un observateur qui y serait placé, se trouvera étre 5 317,14,
moindre seulement de 17,4 que dans les atmosphéres de Laplace ou d’Ivory.

» La remarquable concordance de nombres que j'avais annoncée au com-
mencement de cette communication, se trouvant ainsi matériellement
constatée dans les cas les plus divers, il reste a2 en chercher la cause
mathématique. On la découvre avec autant de généralité que d’évidence
par le théoréme suivant (1.

» Concevez une atmosphere sphérique dans laquelle les pressions, les
densités, les températures, soient réparties a diverses hauteurs suivant des
lois quelconques, compatibles avec les conditions de I'équilibre et de la
dilatabilité des gaz; prenez seulement pour données les valeurs absolues
de ces trois éléments météorologiques, dans celle des couches sphériques
ou vous voudrez placer 'observateur, et dont vous fixerez a volonté la dis-
tance au centre. Alors, sans avoir aucun besoin de connaitre la constitution
intérienre de votre atmosphere fictive, sachant seulement que la lumiére y

(1} Dans le livre X de la Mécanigue céleste, page 268, 1™ édition,, Laplace a établi une
formule approximative , commune A toutes les atmosphéres sphériques en équilibre, oit 'on
voit, en fait, que, jusqu’a plus de Bo degrés de distance zénithale, elles doivent dorner
des valeurs i trés-pen prés égales de la réfraction. Le théoréme que je présente ici prouve
la méme verité, en renfermant toutes les évaluations possibles de la réfraction entre des
limites d’appreciation rigoureuses, pour chaque distance zenithale i laquelle on veut I'ap-
pliquer.
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pénetre en sortant du vide, et se transmet de [x jusqu'a 'observateur par
des trajectoires non rentrantes sur ellessmémes, comme cela a lieu dans
Fatmosphére terrestre, vous pourrez, pour toute distance zénithale ap-
parente qu'il vous plaira de choisir, former deux expressions analytiques
de la réfraction, en termes finis, et numériquement calculables, dont
Fune vous donnera une évaluation certainement trop forte, l'autre une
évaluation eertainement trop faible; de sorte que la movenne des deux
comportera toujours une erreur moindre que leur demi-diflérence, que
jappellerai par cette raison sa limite derreur. Maintenant, comme type
d'application, J'attribue i la couche on je place I'observateur, les mémes
conditions météorologiques adoptées aussi par Ivory, c'est-a-dire la tempé-
rature ¢, égale a + 10 degrés centésimaux, et la pression p, égale 4 0™,762 ;
i:rﬁiﬁ, effectuant le calcul numérique des deux évaluations pour des distances
ﬂppatntes diverses, depuis le zénith jusqu’a 86° 3o’, J'obtiens le tableau
suivant, ou l'on voit leurs limites d’erreurs respectives, ainsi que les éva-
luations moyennes qui y correspondent, en regard desquelles je place les
réfractions absolues données par la Table d'Ivory (1).
)

REFRACTION
donnée
deux évalpations de par la. Table
RY &'Ivory sur la Table.

! :

EXCLS

LINITE D'ERRECE. de la moyenne

utﬁﬂfaﬂj o 55:3{5
3.21,154 3.21,m
5.21,234 §.20,19
8 35,030 8. 20,80
10. 0,941 9.53,84

11.52,846 11.47,15
12.58,186 12. 59,51

&

o
o
o
o
o
o
Jo

» On voit que les deux évaluations, d’abord coincidentes an zénith , s'é-
cartent progressivement l'une de 'autre 4 mesure que I'on descend vers

R e e = = - e ——

{1} Les formules qui fournissent les deux valeurs numeriques de la réfraction , l'uoe trop
“forte, 'autre trop faible , sont établies analytiquement dans les Additions 4 la Connaissance
_des Temps pour I'annce 183g, pages 65 et suivantes ; le tableau lui-méme s’y trouve i la

page 70.
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I'horizon. Mais, méme & 8o degrés de distance zénithale apparente, la
fimite d’errenr de leur moyenne est encore restreinte a 2”,243. Cest-a-dire,
qu’a cette distance du zénith, toutes les particularités de constitution inté-
rieure des atmospheres sphériques, assujetties aux conditions communes
de I'équilibre et de la dilatabilité, ne peuvent, quelle que soit leur diversité,
modifier la réfraction que dans cette portion minime de sa valeur totale,
comme nous I'avons elfectivement constaté sur les cas nombreux que nous
avons successivement considérés. Quand on s’éloigne davantage du zénith,
les deux évaluations s'écartent davantage I'une de 'autre ; la limite d'erreur
de leur moyenne s'agrandit; mais, par une circonstance bien digne de
remarque, jusqu’a 86° 30" de distance zénithale, ces valeurs moyennes s’ac-
cordent encore presque exactement avec les valeurs absolues calculées par
les théories d'Tvory et de Laplace, comme si toutes les propriétés spéciales
des atmospheres fictives que I'on pent imaginer, s'identifiaient en somme
dans ce résultat final, avec celles des atmosphéres qu'ils ont employées. h :
» Telle est l'explication du mystere numérique sur lequel j'ai d’abord
appelé Pattention. 1l faut maintenant expliquer aussi le mystere physique
qui 'accompagne. Comment se fait-il, que, jusqu'a cette méme distanee
zénithale de 8o degrés, des atmosphéres sphériques et en équilibre donnent,
par un caleul indubitable, des réfractions, si appmximatiiremeut con-
formes a celles de Patmosphere réelle, toujours déformée, toujours
agitée par les accidents locaux? conformité telle, que les observations
les plus précises, effectuées dans toutes les régions du globe, a toutes les
hauteurs, dans tous les états météorologiques de la couche d’air on l'on
porte les instruments, n’y fassent jamais apercevoir que des différences
occasionnelles, & peine appréciables, et de sens divers? Ces questions ne
peuvent évidemment se résoudre, qu'en étudiant par I'expérience, les carac-
teres propres de atmosphere réelle, les dissemblances de sa constitution
physique en différents lieux 4 an méme instant, les conditions de mutabi-
lite auxquelles elle est sujetie; puis, en examinant jusqu’a quel point ces par-
ticularités, non comprises dans nos formules, peuvent vicier la justesse de
leur application. Ceci nous mene évidemment dans un ordre d'idées tout
‘autre que celui que nous venons de suivre ; et j'en remets 'exposition a la
séance prochaine, ou a celle quisuivra, si I'Académie veut bien m’accorder
aussi longtemps son attention. » i
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(Séance du 30 octobre 1854.)

Sur la théorie des réfractions atmospheriques.

4
L]

« Je me propose aujourd hui d’examiner, comment il se fait que nos Ta-
bles de réfractions, calculées pour des atmospheéres sphériques en équilibre,
donnent, jusque vers 8o degrés de distance zénithale, des résultats si concor-
dants avec les réfractions de I'atmosphere réelle, dont les couches d'égales
densités, surtout les inférieures, sont perpétuellement ondulantes et agi-
tées. Ce n'est pas, qu'a cette limite, et méme plus prés du zénith, on ne
remarque dans ces phénoménes des variations accidentelles, que l'on dit
avoir vu parfois s'élever a plusieurs secondes de degré. Sans prétendre con-
tester le fait, je me bornerai a dire que l'appréciation de ces amplitudes
est difficile, parce que, pour la connaitre avec certitude, il faudrait en
séparer les erreurs qui proviennent de I'état des instruments, de lirrégu-
larité locale des températures admises dans le calcul, des Tables de refrac-
tion qu'on y emploie, enfin de l'observation elle-méme. C'est pourquoi,
dans ce que j'aurai 4 rapporter ici, sur ces accidents des réfractions atmo-
sphériques, je m’appuierai particulierement sur des observations qui me
sont propres, que j'ai failes spécialement pour les étudier, et qui ne seront
pas sujettes aux mémes objections.

» Mais avant tout, je me débarrasserai des mouvements de I'atmosphere,
en réduisant leur influence sur les réfractions a ce qu’elle est réellement. La
lumiere emploie 493 secondes de temps sexagésimal a parcourir la distance du

~ Soleil a la Terre, qui, dans sa valeur moyenne, comprend 24096 rayons ter-
restres, dont la longueur est connue en métres. D'apres cela, si I'on donnait
a I'atmosphere terrestre 76400 meétres de hauteur, ce qui est plus d'une fois
et demie celle que I'on peut lui attribuer d’apres les indications physiques
les mienx établies, le temps gu'une trajectoire lumineuse, méme horizon-
tale, mettrait a venir depuis sa sortie du vide jusqu’a un observateur placé
a la surface de la Terre, serait moindre que la 314¢ partie d'une seconde.
Pour une telle vitesse, les mouvements les plus violents qui puissent se pro-

. duire dans I'atmosphére sont nuls; et I'élément lumineux traverse les cou-

. ches aériennes situées sur son passage, comme si elles étaient en repos. Les

_l:!.ﬁp!ﬂ{:ﬂmﬁ:lltﬁ qui s’y sont opérés, n'influent sur sa marche, que par la ré-

. partition des densités et des températures qu'ils ont amenées avec eux.

B. 5
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Maintenant, supposez que 1'observateur continue de regarder la méme étoile
pendant quelques instants, comprenant, par exemple, 10 secondes de temps
sexagésimal. Durant ces 1o secondes, la Terre et 'atmosphére qui larecouvre,
auront décrit autour de leur axe commun un angle diedre qui comprend 150
secondes en arc ; done, a la fin de cet intervalle, I'élément lumineux qui par-
viendra de I'étoile & 1'observateur, aura traversé une por‘tmn de i*dlmu
sphere physiquement différente de celle que le premier avait parcourue, et
qui pourra étre un pen différemment stratifiée, ce qui occasionnera une iné- »
galité correspondante dans la réfraction. Or, on sait que la vétine une fois
excitee par ]a.rlumlﬂf:, conserve ]'.IEIId:l[]l un temps ﬁxe, qumqne tres-cﬁuﬂ,
I'ébranlement qu’elle a recu. Conséquemment les impressions produites dans
I'ceil de I'observateur, par les trajectoires inégalement refractées venues suc-
cessivement de I'étoile durant un intervalle de temps moindre que celui-la,
se méleront et se superposeront pour ainsi dire, de maniére a lui faire voir
I'étoile plus ou moins dilatée et agitée , selon I'inégalité d’élat des portions
différentes de I'atmosphére, que sa lumiere aura di traverser pour arriver
Jusqu’a lui (1).

» Les astronomes observent tous les jours des accidents de ce genre dans
la perception , non-seulement des étoiles , mais aussi des planetes. 1l ne sera
pas inutile pour le sujet que nous traitons, d'en apprécier au moins ap-
proximativement "amplitude; et comme on décrit tonjours plus stivement ce
qu'on a vu que ce qu'on a oui raconter, J'en rapporterai ici quelques exem-
ples, qui se sont présentés a moi, dans le voyage astronomique que je fus
chargé de faire en 1824 et 1825, sur divers points de I'Ttalie, de I'lllyrie et
de I'Espagne, ayant pour aide le fils que j'ai perdu, et qui était devenu,
depuis, membre de I'Académie des Inscriptions.

» Me trouvant, au commencement de 1825, 4 la station Scarpa, pres de
Fiume, pour mesurer la longueur du pendule, j'avais aussi 4 déterminer un
azimut, que je désirais obtenir avec la derniére précision. Pour cela, entre
autres procédés, j’observai un grand nombre de passages supériears et infé-
rienrs de la polaire avec une lunette méridienne de Fortin, munie d'un
micrometre a cing fils tres-fins, formés d'un fil de cocon dédoublé, que

(1) Les effets optiques dont je veux parler ici, différent essentiellement de ces \'lhﬂhﬁﬂl
luminenses avee changement instantané d'éelat et de eouleur, que I'on observe I'requemm!ﬂt ]
dans les images des étoiles, el que I'on appelle la scingillation. Arago a décrit en détail ces
derniers phi-nnméne-s. dans ' dnnwaire du Bureau des La.ngr'mdﬂ, pour 1852z etilena ﬂnﬂl%_
une explication fondée sur le principe des interférences.
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javais tendus moi-méme, et que je surveillais avee un grand soin. Cette
lunette, bien étudiée, était établie sur de gros piliers de pierre, scellés dans
le roc; et sa fixité, qui ne s’est jamais démentie, se constatait 4 tout instant
sur une mire visible de jour et de nuit, placée an sud de la station, a4 16”
en arc du méridien, dans l'ile de Veglia, éloignée de 12 4 15 kilométres.
Les distances zénithales de la polaire étaient approximativement, dans le
W'mllérieur* &3f’ 4', dans Vinférieur, 46° 18; et pour des observations
faites aussi pres du zénith, les irrégularités des réfractions sont générale-

~ment peu 4 craindre. Mais, dans cette localité adossée au sud des Alpes

allﬁiieﬁnes, il descend fréquemment de cette chaine, pendantla saison d’hi-
ver, des vents de nord furieux, appelés des Bora, dont la violence est telle,
qu'ﬂ avait fallu recouvrir notre cabane par des ciables attachés au roc pour
qut&ll& ne fut pas emportée. Dans ces occasions, le mouvement horizontal
de I'étoile, qui, par des temps calmes, est sensiblement uniforme, se mon-
trait troublé par des oscillations tres-vives, que la lenteur de sa marche
générale rendait fort sensibles, et que j’ai soigneusement observées. Quel-
ques notes extraites de mes registres en donneront une idée plus vraie que
ne ferait une description étudiée.

1825, Fevrier 8. Polaire supérieure; de trois i quatre heures aprés midi. L'é¢toile est
excessivement agitée par le Bora, ce qui la rend trés-dilatée et trés-
. faible. On n'a pu I'observer qu'an 4° et au 5° fil, en estimant ["instant
moyen de son occultation, sans pouvoir 1'assurer par ses contacts anté-
rieurs et postérieurs que son mouvement oscillatoire rend impossible

de fiser.

1825, Février g. La méme. Il fait un vent de Bora qui agite I'étoile de la facon la plus
violente, et la rend comme une vapeur oscillante. On n'a pu l'observer
qu’au premier fil et aux trois derniers. Elle est restée au moins pendant
10 secondes sous le 4° avant de lancer des rayons au deli du second
bard, aprés aveir cessé d'étre visible de 'autre cite. Elle fait des oscil-
lations qui la portent quelquefois soudainement i plus de 20 secondes
de temps de son lien vrai.

4828, Féyrier 11. La méme. Vent de Bora qui I'agite. On a pu l'observer aux cing fils
Voici quelques remarques sur ses passages.

1** Fil. L'étoile, d’abord séparée dufil, a volé sur lui d’'une distance
plus grande que le diamétre apparent qu'il sous-tendait.

a* Fil. L'étoile est sous le fil, et, quoique bien plus petite que lui,
elle lance des rayons des deux cotés.

..
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1825. Février 11, 3¢ Fil. L'étoile éprouve des oscillations qui font varier subitement
son lieu, comme en voltigeant, jusqu'a des distances qui
valent plus de 10 secondes de temps. Elle se tourbillonne,
et se defait quelquefois en plusieurs petites étoiles sensi-
blement écartées les unes des autres.

4° Fil. L'étoile est sous le fil et oscille des deux cdtes.

» Dans ces observations, pendant l'intervalle de temps d’environ 20 i’q't- .
nutes que I'étoile employait pour parcourir l'intervalle de deux fils consé-
cutifs, on constatait I'immobilité de la lunette en observant des passages
d’étoiles dans le sud, et en la ramenant sur la mire de Veglia, qui s'est
trouvée toujours exactement bissectée par le fil central.

» Ceci prouve donc, que, dans ces cas de perturbations violentes et
locales de I'atmosphere, il se produit parfois, méme a de médiocres dis-
tances du zénith, des réfractions latérales dont la théorie ne saurait tenir
aucun compte. Mais on voit également, que, s'opérant par oscillations,
leur influence sur les positions absolues peut étre éludée, dans des obser-
vations faites avec soin: d’abord, par des estimes judicieuses de leurs phases
moyennes; puis, par compensation entre les passages quiont lien aux diffé-
rents fils, et a différents jours. Aussi, les observations que je viens de rap-
porter, ont-elles pu étre employées a la détermination de I'azimut de la
mire, avec non moins d’utilité, et sans plus d’erreur, que celles qui avaient
été faites par des temps plus calmes (1).

» Dans cette méme étendue de distances zénithales, moindre de 8o degrés,
on les résultats de toutes les hypotheses mathématiques s'accordent, les
réfractions présentent encore d'autres irrégularités accidentelles, dont effet
s'exerce verticalement. Vai en l'occasion, et le devoir, d'étudier celles-ci
avecde grands soins, quand je retournaia Formentera en 1825, pour mesurer
de nouvean la longueur du pendule et la latitude, a cette limite australe de
notre arc méridien. Mon observatoire nomade offrait pour cette étude les
conditions les plus favorables : solidement assis sur une masse de rochers,
s'élevant isolée an milien de la mer, et séparé seulement de 'air extérieur
par une mince cabane qui luilaissait un libre acces autour des instruments,
rque des toiles légéres tenaient constamment abrités contre les rayons du
soleil. Aussi, quelles ont été les conséquences de ces dispositions ? Du 7 juin
an 1*f juillet, 86 séries de passages méridiens d’étoiles ont été observées avec

(1) Cesdéterminations, ont été rapportées en detail, dans les Additions i la Conraissance
des Temps pour I'année 1830,
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le cercle répétiteur, au nord et au sud, tant de nuit que de jour, depuis 33° 47’
de distance zénithale, jusqu’a 74° &', 7 petite Ourse supérieure et § du Cen-
taure, par des températures qui ont varié depuis +16° 1 jusqu’a + 31°,3du
thermomeétre centésimal. Or, non-seulement l'accord a été général; mais,
pour chaque étoile, en particulier, quand on a rapproché les résultats par-
tiels, les écarts de 1 seconde en arc autour de leur movenne, ont été des cas
tout & fait e:ceptinnnels' concordance, je crois, au moins égale, a tout ce fue

: lur.la pu jusqu’ici obtenir, ou espérer, dans les observations fixes, avec de
;ida instruments. Ceci prouve évidemment l'exactitude des Tables de ré-
ﬁ'actlon de Laplace dans toute 'amplitude de distances zénithales que ces
nﬁs&rvatmus. embrassent, puisque les valeurs de cet élément :]u on en a
déduites ont varié, dans les diverses séries, depuis 37", jusqu'a 192"
Dans les observations de jour, que je destinais a la détermination de la
latitude, j'avais toujours soin de choisir des étoiles dont le passage au méri-
dien s'opérat loin du Soleil, afin d'éviter les perturbations atmosphériques
occasionnées par l'action de cet astre a de grandes hauteurs. Mais, afin
d'apprér.:i!ar les erreurs extrémes, que je pouvais avoir 4 craindre de sa pré-
sence, j'ai profité de I'excellence de ma lunette pour observer deux passages
de Rigel et deux de Sirius, qui en étaient beaucoup plus proches ; ce dernier
traversant le méridien 4 moins de 1 heure de distance de midi, 'un et
I'autre, par des températures de 28 4 30 degrés. On ne les voyait plus alors
avec ]'appar&nce d’étoiles, C'étaient de petits nuages blanchitres, voltigeant
et tourbillonnant comme une fumée. Cependant les deux passages partiels
ne se sont écartés de leurs moyennes que de 2" pour Rigel, de 1,8 pour
Sirius; et la latitude conclue de leur somme est seulement inférienre de
0”,08 i celle qui se déduit de toutes les autres étoiles observées comme
elles du coté du sud, dans les conditions convenables qu'un astronome
intelligent choisira toujours (1). Je conclus de la, qu'en fait, jusqu'a
75 degrés de distance zénithale au moins, les irrégularités des réfractions
atmosphériques, dans le sens vertical, sont, comme les latérales, fort petites,
oscillantes, et de nature 4 se compenser dans les moyennes de résultats
partiels, méme pen nombreux; j'en conclus aussi que, dans ces limites
d’applmahon, les Tables deull‘Eb des théories analytiques de Laplace ou
d'Ivory, sont parfaitement fideles, et qu'on les trouvera telles, quand la

dispesition des observatoires ol on les emploiera, ne détruira point l'iden-
i

{ 1) Tous les details de ces déterminations sont consignés dans le tome XIX des Memoires
- de U'Aecadémie.

[ 4

i
1
e
i 1

e

‘TR »



38 SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES.

tité d'état physique de I'air intérienr et de I'air extérieur, pour laquelle on
les a établies; et n'y déterminera pas des agitations qui échappent i toute
théorie. _

» Pour bien comprendre les circonstances qui facilitent 'appréciation
théorique des réfractions, depuis le zénith jusque vers 8o degrés de distance
zénithale, il faut premiérement se faire une idée exacte des routes que les
trajectoires lumineuses, comprises dans cette amplitude, suivent a travers
I'atmosphére en venant du vide jusqu’a nous (1). Cette route, pour chaque

trajectoire SEQ, est entiérement comprise entre deux droites OA, OB, par-

tant de I'ceil de l'observateur, suivant des directions faciles a détermi-
ner. La plus haute, OA, coincide avec la derniére tangente de la tra=
jectoire considérée; et elle forme, avec la verticale de I'observateur, un
angle AOZ, égal i la distance zénithale apparente 6,. La plus basse, OB,
est parallele 4 la premiere tangente SEZ de cette trajectoire; et elle
forme, avec la méme verticale, un angle BOZ, égal a la distance zéni-
thale vraie 6, ou §, + R, R étant la réfraction correspondante a la distan e

(1) Dans la figure, C est le centre de la Terre et de 'atmosphére supposées sphériques
O est 'observateur, COZ sa verticale. SEQ est une trajectoire lumineuse, qui, partie d'une
étoile suivant la droite SE, s'infléchit en E i son entrée dans I'atmosphére, et arrive en 0,
sous la distance zénithale apparente AOZ ou §,. Dansla figure, il a fallu agrandir I'épaissen
del'atmosphére, hors de toute proportion pour rendre les détails du trace perceptibles.
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‘apparente §,. La trajectoire sera partout plus haute que OB, plus basse
que 0OA. Conséquemment, si vous conduisez ces deux droites jusqu’a la
limite extréme de 'atmosphere, telle que le calcul appliqué aux observa-
tions physiques nous la fait admettre, I'entrée de la trajectoire s’opérera tou-
jm!rs. entre les deux points d'intersection ainsi obtenus. Si, de ces points,
- vous menez denx rayons dirigés au centre G de la masse atmosphérique,
. qui est aussi celui de la Terre, ils formeront, avec la verticale de I'obser-
vateur, denx angles au centre, I'un provenant de OB, plus grand que le réel,
I'antre provenant de OA; plus petit. Cela vous fera donc connaitre approxi-
mativement, et en moyenne, au-dessus de quelle région du globe, et i quelle
distance angulaire V, de I'observateur, chaque trajectoire fait son entrée.
Si vous voulez ultérieurement savoir i quelle hauteur elle se trouve, quand
elle est encore séparée de lui par un angle au centre donné v, vous pourrez
facilement avoir deux évaluations de cette hauteur, dont I'une sera certaine-
ment trop grande et 'autre certainement trop petite, Pour cela, vous n'avez
qu’'a mener du centre C une droite indéfinie, formant, avec la verticale de
Pobservateur, I'angle donné ¢; puis, la conduisant jusqu’aux droites OB, OA,
vous déterminerez les deux rayons d’intersection £y pry 4’00 retranchant le
rayon a de la Terre, il restera la hauteur p, — a trop grande, et la hauteur
p— a trop petite ; ce qui vous donnera, en moyenne, la hauteur véritable,
avec une approximation d’autant plus grande que les deux évaluations par-
tielles seront moins différentes I'une de l'autre (1). Je rejette en note ce
calcul trigonométrique trés-simple ; je ne rapporterai icique les données que
1’y ai employées, et les résultats que j'en ai déduits.

» La premiére de ces dounées, c'est la hauteur que l'on attribue a I'atmo-
sphere. Dans un travail inséré au tome XVII des Memoires de I' Académie, je
crois avoir établi, par des considérations physiques et mathématiques tres-
probantes, qu’elle n'excéde pas, et ne saurait excéder, 48000 metres : ce
serait environ 55 du rayon de la Terre. Toutefois, pour me rapprocher
des idées communes qui la font plus haute, quoique, 4 mon avis, sans mo-

B = ———

(1) Quand on calculera ces deux limites de hauteur pour de petites valeurs de 'angle ¢, la
hauteur de la trajectoire se trouvera toujours beaucoup plus proche de g, — a que de g — a,
puisque, dans cette derniére portion de son cours la plus voisine de 'observateur, elle approche
de plus en plus de se confondre avec la derniére tangente OA. La nécessite de cette distinction
estsurtout manifeste pour la trajectoire qui arrive horizontale i 'observateur, Car sa premiére
tangente OB, passe nécessairement au-dessous de la convexite de la Terre, dans les ampli-
tudes initiales de 'angle au centre v; de sorte que pour ees premiéres valeurs, on rouverait
necessairement p — a neégatif.

=
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tifs fondés, je substituerai & ce rapport 0,008, ce qui donnera pour la hau-
teur 51000 métres environ. Les deux limites d’entrée de chaque trajectoire
en deviendront un pait plus écartées ; mais, pour les apercus que nous vot-
lons obtenir, cela n’aura qu'un léger inconvénient.

» 1l faut ensuite connaitre les réfractions R qui appartiennent a chaq'uﬁr
distance zénithale apparente 6,. Je les emprunte & la Table de Laplace, que
I'expérience prouve élre tres-exacte, au moins jusqu’a 8o degrés de distance
du zénith, ce qui comprend toutes les trajectoires que je veux spécialement
considérer, celles qui se forment plus pres de horizon étant sujettes 4 des
accidents de déformation, impossibles 4 prévoir et a calculer, comme on le
verra clairemr:m par cette éiude meme. Euﬁn, pour fixer les conditions de

lors de I'ascension deiﬂ} -Lussac, c’est-a diret, = + 30°%75,p,=o0 ,76563.?
J'y trouverai I'avantage de pouvoir employer, dans notre recherche actuelle,
la portion de Ja tr'l_]ectmre horizontale que j'ai calculée exactement, pour
ce cas-la, et dont j'ai déja rapporté la marche dans ma communication
précédente (1), ,
» Considérons d’abord cette trajectoire qui arrive horizontale 4 I'obser-
vateur. Ses deux limites d’entrée sont tres-larges. Les angles au centre, pro-
venant des droites OA, OB, différent entre eux de 33 minutes. La moyenne est
7°2945". Prenons-la avec cette incertitude, et supposons que la trajectoire ve-
nant ainsi du sud dansle méridien de Paris, arrive horizontale a I'Observatoire
impérial , dont la latitude est 48° 50’ 14", Celle du point d’entrée sera alors
48° 5o’ H’q” 7% 20’ 457, ou 41° 20" 29", La trajectoire dont il s'agit, pénétrera
done notre atmosphére un peu au sud de Barcelone. Elle passera au-dessus
des Pyrénées, descendra vers la France; et quand son angle au centre,
compté de la verticale de I'Observatoire, sera réduit a 1° 30', ce qui 'améne
sur la limite nord du département du Cher, elle ne sera plus qua 1846 me-
tres de hauteur. Sur le parallele de Fontainebleau, elle sera descendue &
204 metres, et de la, elle ira en s'abaissant jusqu’a Paris. Etonnez-vous done

(1) Cette premiére portion de la trajectoire qui arrive horizontale i I'observateur a été
calculée rigourensement d'aprés les données atmosphériques fournies par I'ascension de Gay-
Lussac, sans rien emprunter aux Tables, ni i la théorie de Laplace. Celle-ci a pour un de
des éléments déterminatifs, la valenr moyenne de la réfraction horizontale observée par les
astronomes, que Laplace suppose étre 0?3567, quand la température de l'air a la station est
o degré, et la pression 0™,76. Mais cet élément est, par sa nature , fort incertain , et je mon-
trerai plus tard comment on peut se dispenser d'y avoir recours.
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 qu'un pareil trajet, soumis i des influences météorologiques si diverses,
s'opérant ' si pres du sol dans une longue portion de son cours, amene
des réfractions qui ne soient pas fidélement accusées par le seul état phy-
sique de l'air, an point d'arrivée! Pour se figurer qu'une telle dépendance
" fiit possible, il faudrait ne s'étre rendu aucun compte des conditions dans
lesquelles le phénomene s'accomplit. Il y a plus = nous avons supposé que

Ia h’ﬁactmre horizontale venait du sud ; si nous la faisions venir du nord,
de l'est, de I'ouest, ou dans tout autre azimut, les circonstances météo-
ogiques qui l'influenceraient dans sa route pres du sol seraient dis-
blables ; il pourrait done, il devrait méme, en général, en résulter
es réfractions horizontales différentes, au méme instant, dans un méme
tat du thermomeétre et du barométre de I'observateur. Comment cette seule
indication suffirait-elle a faire prévoir leurs diversités simultanées?

» Ces conditions de parcours sont tout autres pour la trajectoire, qui,
venant de méme du sud, dans le méridien de Paris, arrive 4 1'Observatoire
sous la distance zénithale apparente de 8o degrés. La distance vraie n'est
alors que de 80° 4’ 59" dans les circonstances météorologiques pour lesquelles
nous opérons. Les deux angles an centre d’entrée sur les droites OA, OB,
ne different plus entre eux que de 1 minute. La moyenne est 2°19 20", La
trajectoire pénetre alors notre atmosphere a la latitude de 46°30' 54, entre
Saint-Saturnin et Cullan, 4 la limite snd du département du Cher. Sa hau-
teur est alors celle de 'atmosphére méme, telle que nous l'avons admise.
Ensuite, pour que I'on puisse voir clairement sa marche 4 mesure qu’elle se
rapproche de Paris, je calcule les hauteurs de la droite la plus basse OB, pour
diverses valeurs de I'angle au centre, moindres que 2° 19'20”, hauteurs qui
seront certainement moindres que celle de latrajectoire; quand elle arrivera
sur les mémes verticales. J'obtiens ainsi le tablean suivant, dans lequel les
paralleles terrestres auxquels ces verticales répondent, sont désignés par des
noms de localités propres i les faire recohnaitre.
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Saini=Amand [ Cher). i B
31339 §7.20.14 |Entre Meri-és-Bois ¢t Ennordre. Arrondissement de
Sancerre ( Cher ).
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léans { Loiret ). ‘

070 .Iisu b1 IR I Entre la Fordét Sainte-Crois, arrondissement d'E-
inmpes { Seine-et-Oise), ¢t la Chapelle=la=Reine
arrendissem. de Fontainebleau [ Seine-ct-Marne].
.lig‘zl ‘iﬂ .35, Sur le parallle d'Arpajon. Arrondissem. de Corbeil
[ Seine-ei-0ise).

1626 43 “'iﬁ { oo métres an sud de 1'Observatoire. Arrondissement
de Seeaux | Seine .

» 1l mesemble que cetablean parle aux yeux. On y voit que I'élément hami-
neux décrittoute sa trajectoire, dans un secteur atmosphérique trés-aigu, ayant
pour axe la verticale de I'observateur, dont il ne s’écarte que de 2% 19’ 20".
Ce secteur, dans son amplitude restreinte, s'adaptant par sa base a la configu-
ration de la surface terrestre antour du pointd’observation, y forme, pour ainsi
dire, une atmosphere locale, dont la pression sur cette surface, aumoment du
trajet, est indiquée par la longueur de la colonne barométrique qu’elle y sou-
tient. Presque tout ce trajet s'opere fort au-dessus de la région de l'air, qui est
le domaine des nuages, et des autres accidents météorologiques; de sorte que
I'élément lumineux, arrivé jusqu'a quelques milliers de metres de 'obser-
vateur, presque sans ressentir ces influences perturbatrices, n’a plus ensuite
a traverser qu'une portion de la masse atmosphérique située tout pres de la
verticale du lieu d'observation, et dont par conséquent I'état physique peut
étre accusé fidelement par les instruments météorologiques qu’on y a placés.
Alors, pour ne pas vicier volontairement ce reste de trajet, on devra sup-
poser que I'observateur n’établira pas sa station immédiatement a la surface
d'un sol exposé aux ardeurs du soleil, d'oi s'éléveraient continuellement
des filets dair chand, remplacés par des filets descendants d'air froid, qui
pourraient infléchir la trajectoire, et méme intervertir localement sa cour-
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bure. Mais il lui sera toujours facile de se soustraire 4 ces mouvements

désordonnés. Car l'expérience prouve que les échanges d’on ils résultent, ne

s étendent généralement qu'a de médiocres hauteurs, an-dessus desquelles

la yision, méme horizontale, des objets peu éloignés, s'opere par des trajec-

toires sensiblement rectilignes. I'admettrai done qu'il s'est mis ainsi hors de

ce trthle,‘an s établissant par exemple sur les terrasses de I'Observatoire de
« Paris, ou a ma station de Formentera, ou sur quelque pic encore plus isolé.
1, au niveau de la cuvette de son barometre, je décris une surface spheé-
rigue, concentrique au sphéroide solide de la Terre ; et laissant i la couche
! osphérique située dans cette surface de niveau, les pressions, les densités,
es températures, qu'elle a réellement dans chacun de ses points au moment
te I'observation, je la considére comme la base actuelle du secteur atmo-
sphérique, dans lequel s’accomplit la trajectoire qui arrive a la station sous
la distance de 8o degrés. Sil'on se reporte aux démonstrations qui préce-
dent, on concevra aisément que, sous de telles conditions d'observation, il
pourra exister une dépendance, au moins approximaltive, entre I'état de I'air
a cette base au point d’arrivée de I'élément lumineux, et la faible réfraction
que lui imprime le secteur atmosphérique restreint, dans lequel toute sa tra-
jectoire est comprise. Il ne reste qu'a substituer une appréciation mathé-
matique 4 cet apercu. Mais cela exige le rapprochement d'un certain nombre
de considérations physiques et mécaniques, dont le détail pourrait pro-
longer aujourd’hui au dela des bornes de I'indulgence, attention que I'Aca-
démie peut m'accorder. C'est pourquoi je lui demande la permission de
remetire cet exposé a la séance prochaine. »

Nate. Soit a le rayon CO de la Terre, r celui de 'atmosphére CB ou CZ, le zénith-de
Pobservateur. Les angles AOZ , BOZ sontdonnes; le premier est §,, le second 6 ou §,+ R.
Pour connaitre I'angle au centre d'entrée V propre au point B, nommons V' I'angle OBC.
On aura, dans le triangle OBC

sinV/ == sin; V=0—¥";
r
V' se calculera par la premiére relation , et 'on en déduira V par la seconde.

“En désignant par un indice inférieur les éléments analogues relatifs & la droite OA, on
aura I'angle au centre d'entrée ¥, propre au point A , par les formules semblables

—————

" ) ﬂ )
sinV', = — sinf, ; V,=86—V

Maintenant , étant donné un angle au centre ¢ moindre que V, soit ¢ la longueur du rayon

B
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central mene sous cet angle et aboutissant 4 la droite OB. Si I'on nomme ¢ I'angle amlngut
4 V', que ce rayon forme avec cette droite; on aura de méme

sinv’ = L sing et ¢v=0—v; conséquemment, ¢ =8 —p. P 5
P

Ici v est connn et 'on cherche g ; il se déduira de la premiére relation qui ﬂn;limﬁ

sinf : (sinf —sin ¢') unl(l!—u’}msl-;ﬂ e p’_] .
P A et par suite , p—a =a inil 243 - o *

N
ou, en remplacant ¢ par sa valeur connue § —v,

LI mn-,-#‘msl:'& — 10
’ sin(f—¢)

)
p — a sera la hautear du point d'intersection an-dessus de la surface de la Terre. "
Si I'on voulait obtenir la longueur du méme rayon central, conduit jusqu’a la droite sup
rieure OA , il n'y aurait qu'a remplacer 9 par §, dans le second membre ; et , en nommant g,
la longueur cherchée, on aurait évidemment
siny e cos (8, — 1v)
= ¥
sin( 8, — ¢) o

pl—a=za

g1 — @ sera h hanteur du point d'intersection au-dessus de la surface de WE, SR =
Pour chaque angle an centre ¢ ainsi donné, la trajectoire sera toujours plus haute
que p — a ¢t plus basse que p, — a ; du moins, pourva qu'elle n’éprouve pas d‘mﬂnx.m
locales dans sa courbure , ce qui ne serait i craindre que pour celles qui arrivent hurwupn]q,
ou presque horizontales & l'observateur. Fai 4 peine besoin de rappeler que 8 est tcrujuum-' ;
égal 4 0, 4+ R, R désignant la réfraction qui correspond i la distance zénithale apparenhed
Dans Papplication , j'ai supposé la hauteur de 'atmosphére égale 4 0,008.a. Il en resulte

done : i
r=1,008.a, log (;) = ;,9-965395, :

je prends , comme Laplace,

a=63661g8%, doi  loga = 6,8038802.

En outre, dans les circonstances météorologiques supposées “ﬂ' .
6= +30°95; p=0o",76508. [ ¥ "
Les réfractions R evaluées d'aprés la Table de Laplace, sont :
a la distance :.énitiule apparente 0, = go°; = 1 il gk
8 = Bo°; R="4.58,5. y .

Les résultats numériques rapportés dans le texte ont été calenlés avee ces données , d'a]"q.
les formules établies plus haut. ‘
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(Séance du 13 novembre 1854.)

Sur la théorie des réfractions atmospheriques.

« Grice a l'attention patiente que I'’Académie a bien voulu m'accorder,
jgp]ﬁs achever aujourd’hui d’expliquer ce mystere, en apparence si étrange,
,Jue les Tables de réfraction actuelles, calculées pour une atmosphere
e, ou les c.guches d’égale densité seraient sphériques et en équilibre, en
i elle n'est pas ph}.ﬂ.lquement assimilable a 'atmosphere réelle, donnent
pendant dg}résu]tatﬂ vrais jusque vers 8o degrés de distance ﬂ:‘:]llhdle
' da?ammt incertaines qu’aux approches de I'horizon. Apres avoir reconnu,
‘comme nous Tavons fait, les conditions spéciales sous lesquelles les réfrac-
tions s'opérent, dans Iun et 'auntre cas, la raison de 'accord et du désac-
cord, va se présenter avec une entiere évidence.

» Dans ma communication précédente, j'ai spécifié les particularités
d’intromission et de trajet d'un élément lumineux, qui, apres avoir traversé
I'atmosphére terrestre, arrive sous la distance zénithale apparente de 8o de-
grés A une station d’observation, suffisamment isolée, et élevée au-dessus du
sol environnant, pour que la couche sphérique d’air, située 4 son niveau,
ne se trouve pas comprise dans ce flux alternatil de courants ascendants et
descendants qui sont occasionnellement produits par les différences locales
de la température, an contact immédiat de la terre ou de la mer. Cette
couche de niveaun devra alors étre considérée comme la base actuelle de
I'atmosphere supérieure, au moment ou chaque trajectoire lumineuse la
traverse. J'ai montré de plus que, dans les circonstances météorologiques
auxquelles notre calcul s’applique, la portion de cette atmosphére parcourue
par la trajectoire qui s'observe a 8o degrés de distance zénithale apparente,
est comprise tout entiere dans un secteur sphérique décrit autour de la
verticale de1’observateur, avec une amplitude d’écart mesurée par un angle
au centre de 2° 19/ 20", C'est lans cette étroite portion de 'atmosphére totale
que se passent les phénomenes de transmission que nous allons étudier.
Le reste de la masse gazeuse n'y a aucune influence.

» Pour n'avoir 4 envisager que les conditions essentielles de leur accom-
plissement, je les dégage de leurs irrégularités accidentelles. Je choisis pour
T'observation un temps serein et calme; non pas, sans doute, que je veuille

le supposer tel dans toute I’ unwersahté de I'atmosphere, ce qui serait phy-
B. 7
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siqueinent inadmissible. Je borne ces circonstances favorables au secteur
atmosphérique restreint, qui entoure la verticale de notre station 4 une
distance angulaire de 2°1g'20", lequel éomprend toute la trajectoire lumi-
neuse que nous voulons suivre. Pen importe qu'il y ait ailleurs, an méme
instant, des pluies, des orages, ou des tempétes, pourvu que I'effet ne s'en
propage pas jusqu’a nous, pendant I'observation. I'isole cette trajectoire
de toutes celles qui arrivent quelques secondes plus tot, ov plus tard, dans
la méme direction, et je suis, dans sa marche rapide, I'élément luminenx
qui la décrit. Comparativement a sa vitesse propre la portion de la masse

gazeuse qu'il traverse est comme en repos; et les lmpressmns qu’il ani
éprouve sont uniquement produites par I'état instantané qg.l il la tmu‘ve*‘
au moment de son passage. %!

» Pour caractériser avec précision les phases successives de sa march

considérons un arc infiniment petit de la tmje:litnire lumineuse, et menons
le rayon central qui y correspond. Ce sera la verticale d'un des points o
de la surface terrestre, sur lesquels notre secteur atmosphérique repose.
Ainsi, quand I'élément lumineux y arrivera, il se trouvera au zénith de ce
point. Or, dans tous les lieux, et & toutes les hauteurs ou l'on a porté des
instruments asironomicques, en les établissant dans les conditions d’observa-
tion que nous avons assignées, on constate que, sauf les cas de perturba-
tions atmosphériques extrémement violentes et toujours passageres , dont je
fais ici abstraction, la réfraction est généralement nulle au zénith, et a des
grandeurs égales dans tous les azimuts autour de ce point, méme quand
on s'en écarte a de grandes distances angulaires, pourva que I'on ne des-
cende pas trop preés de 'horizon o elles deviennent irréguliéres. Si la petite
amplitude de quelques minutes qu’elles atteignent, sous ces restrictions,
pouvait étre considérée comme un indice rigoureux, cette symétrie prou-
verail que la stratification des couches aériennes est généralement horizon-
tale autour de chaque zénith. Mais, en restreignant la conséquence dans des
limites proportionnées i la nature des données qui la fournissent, il résulte
au moins de ce fait que, 'horizontalité a I.IEU, sinon rigoureusement,
du moins trés-approximativement au zénith méme, sauf dans les cas de per-
turbations extraordinaires que j'ai exceptés. Ainsi, quand I'élément lumi-
neux traversera les verticales successives des lieux situés sur sa route, la
symétrie des réfractions qui s’y observent dans tous les azimuts, nous per-
mettra d’admettre que la couche aérienne qu'il y rencontrera, se présen-
tera a lui suivant une direction, exactement, ou i trés-pew pres, paral]éilfr
a I'horizon du lien auquel chacune de ces verticales appartient. s
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» Celte conséquence se confirme et s'explique quand on examine la
nature des causes mécaniques, par lesquelles les couches aériennes situées
dans chaque verticale, pourraient étre dérangées de 'horizontalité ou les
actions réunies de la gravité et de la force centrifuge tendent i les retenir.
La principale consiste dans I'inégalité de température qui existe presque
toujours entre l'air et les corps terrestres, avec lesquels il se trouve en contact

“immédiat. De a naissent des courants ascendants et descendants, entremélés
de remous intermédiaires, qui excluent toute régularité de stratification.
Mais ces mouvements ne s'étendent qu'a de médiocres hauteurs, on ils sont
fteints par les échanges mutuels des températures, qui ramenent biento!
‘particules aériennes 4 un méme état de poids spécifique, et les obligent
a reprendre le mode de stratification horizontale que la gravité leur impose.
Or, nous avons plaeé notre station d’observation au-dessus de I'épaisseur
restreinte d'air, ou se passent ces agitations désordonnées. En nous élevant
un peu plus haat, dans les portions inférieures du secteur atmosphérique
que notre trajectoire de 8o degrés traverse, nous pourrons rencontrer des
masses d'air d'égale densité, qui seront mues en divers sens, suivant des
directions de transport que la gravité tend sans cesse a rendre horizontales.
Mais, en exceptant les cas ou elles seraient poussées avec tant de violence,
‘qu'elles rompraient convulsivement sur ellesmémes comme une mer qui
déferle, ainsi que cela arrive pent-étre dans les Bora de Fiume, contrairement
a la supposition d'un temps calme que j'ai admise, ce qu'on y devra conce-
voir de plus habituel, c’est qu'elles soient largement ondulantes comme les
longues houles de I'Océan loin des cotes. Ces mouvements qui se ressentent
encore de la proximité de la surface terrestre, doivent s'atfaiblir & mesure
qu'on s'éléve, et devenir insensibles, ou tout a fait nuls, dans les régions
supérieures de 'atmosphere, que leur distance soustrait complétement aux
impressions qui les produisent. Les choses étant ainsi, du centre commun
dela Terre et de I'atmosphére menez une verticale quelconque. Les éléments
des couches d’égale densité qui se trouveront sur sa route, lui seront tous
perpendiculaires ou tres-peu obliques. Car, dans les couches tranquilles la
perpendicularité résultera de ce qu’elles seront horizontales; et, pour celles
qui auraient un mouvement de transport régulier, la verticale leur sera
encore exactement ou i trées-peu pres perpendiculaire, selon qu'elle les
rencontrera aux sommets opposés, ou sur les penchants de leurs ondu-
lations; et dans ce dernier cas méme, leurs faibles obliquités, de sens divers
a diverses hauteurs, équivaudront, en somme, 4 'horizontalité. Clest ce
résultat d'ensemble que manifestait la symétrie des réfractions opérées

7.



48 SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES.

auntour de chaque zénith. Mais la discussion précédente le rend plus assuré,
en faisant voir comment il se produit. ' .

» D'apres cela, quand I'élément Jumineux, poursuivra son trajet dans
les circonstances régulieres que nous avons spécifiées, les couches 'd’égalé
densité qu'il traversera successivement se présenteront toutes 4 lui, au
point de rencontre, suivant des directions au moins trés-approximative-
ment perpendiculaires aux verticales locales, et qui se trouveront étre
exactement telles, en somme, si elles ne le sont individuellement. Laissant
donc aux portions infiniment petites de ces couches dans lesquelles la
réfraction s'est successivement opérée, leurs densités, leurs températures
les pressions qu'elles supportaient, et le mode de superposition qu'eﬂﬂs
avaient entre elles, & I'instant du passage de I'élément lumineux, je les
rassemble toutes par leurs prolongemerits dans une sphére compléte, don
les couches d'égale densité, rigoureusement sphériques, seront assujetties
dans tout leur contour, aux mémes conditions physiques qui n’étaient que
locales dans ses éléments générateurs. Cette sphére instantanée qui devra
étre constituée spécialement pour chaque trajectoire lumineuse, confor-
mément aux conditions réelles de son parcours, sera évidemment un cas
particulier de celles que les géométres congoivent spéculativement pour
établir la théorie des réfractions atmosphériques. Mais, au lien de se pré-
senter a esprit avec le caractere contestable d'une hypothése mathémati-
que, elle sera seulement une construction aunxiliaire légitimement permise,
et complétement déduite de réalités, i laquelle, d’ailleurs, le caleul ne
s'appliquera que sur la trajectoire méme qui I'a fournie. '

» Les géometres assujeltissent encore leurs atmospheres fictives a une
autre condition. C'est que les densités y soient réparties dans le sens E
vertical, de maniére que toute la masse gazeuse se trouve dans un état
d’équilibre stable. Or, nous ne pouvons nous prévaloir, dans la nétre, de
cette disposition arbitraire, puisque la distribution des densités, des tempé-
ratures et des pressions, nous est donnée. Nous bornant donc toujours,
comme Je I'ai fait précédemment, a déterminer deux limites, entre les-
quelles la réfraction soit comprise, il nous va falloir examiner, jusqu'a
quel point cette condition d’équilibre pourra étre violée dans notre secteur
idéal; et dans quelle proportion, nos deux limites, calculées en la supposant
satisfaite, pourront se trouver fautives. C'est 4 quoi je vais procéder.

» Les instruments météorologiques placés 4 la station d'observation,
mdiquent & chaque instant I'état physique de I'air en ce point central de
la base de notre secteur atmosphérique. On y connait done sa température
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#,, la pression p, qui s'y exerce, d'ou l'on pourra conclure sa densité

actuelle p, par les lois de la dilatabilité ou de la compressibilité des gaz,
en tenant compte de la petite proportion de vapeur aqueuse qui s’y trou-
vera mélée, et qui est indiquée par les épreuves hygrométriques. Des
expériences trés-précises faites par Arago et moi, d’apres le désir et avec les
conseils de Laplace, ont prouvé que, a force élastique égale, la vapeur
d’eau, et I'air sec, exercent des forces réfringentes si approximativement
pareilles, qu'on peut, dans le calcul des réfractions atmosphériques, sub-
stituer, sans erreur appréciable, aux molécules d’air humide, des molé-
cules d’air sec exergant la méme pression, comme Laplace l'avait infére
d'une considération physique, qui rendait cette équivalence tres-vraisem-
blable (1). En conséquence, ne voulant pas ici compliquer la question de
particularités qu'il serait facile ensuite d'y introduire, et ayant surtout
pour but d'exposer le raisonnement qui la résout, je supposerai, pour
simplifier, que le secteur atmosphérique qui contient notre trajectoire lumi-
neuse est enticrement composé d’air sec, auquel jappliquerai les lois
simples de compressibilité et de dilatabilité établies par Mariotte et Gay-
Lussac, en remplacant dans celle-ci le coefficient fautif 0,003-5, par
0,00366 qui est sa valeur plus exacte, assignée par MM. Regnault et
Magnus, quand la pression est maintenue constante et le volume laisse
variable. Pour abréger je représenterai ce nombre par :.

» Ceci admis, soit a la station d'observation, ¢, la température mesurée
au thermometre centésimal, p, la densité de I'air rapportée i celle du mer-
cure sous l'influence commune de la gravité locale g,; &, la colonne de
mercure ramenée a la température de o°, qui est soutenue dans le baro-
meétre par la pression p, qu'exerce l'atmosphere supérieure. Etablissons
idéalement autour de la verticale de I'observateur un cylindre trés-mince.
ayant pour base I'unité de surface, composé d’air ayant partout la den-
sité p,, et dont la longueur [ soit telle, que toute sa masse étant sollicitée
par la gravité g,, qui alieu au nivean de la station, y exerce la méme
pression p, que l'atmosphere réelle. La condition de cette égalilé sera
évidemment :

Pi=gupl

» Quand on connait, par I'expérience, le rapport des densités de I'air sec,
et du mercure sous U'influence d’une gravité commune et connue G, on

1) Mémoires de laClasse des sciences physiques ef mathématiques de U'Institut pour 1807,
Piysig q F ]
1" semestre, page 39. :
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déduit aisément [ de cette relation (1). Par exemple, si 'on suppose la
température ¢, égale 4 o degrés, et la pression p, mesurée par une colonne
de mercure a cette méme température, ayant o™,76 de longueur, les expé-
riences faites a Paris par M. Regnault, sous Vaction de la gravité g, = G
qui avait lien dans le laboratoire on il a opéré, donneront pour ce cas
d’application

1 = 7990™,26,

et dans toute autre station ou la gravité sera g,, la température ¢,, la lon-
gueur de la colonne barométrique g,, on aura

{ = 7990™,26 g— (1 =+ ety)

Cette quantité [ revient sans cesse, dans la théorie des réfractions atmo-
sphériques. Mais elle n’y entre jamais que divisée par le rayon a du sphé-
roide terrestre, que Laplace suppose en moyenne contenir 6396198 metres.
En adoptant cette évaluation, ou la recherche d'une rigueur locale serait
inutile, on aura généralement 4 une latitude quelconque ou la gra*ute
sera g, et la température ¢, :

{ G
- = 0,0012551 - (14 et,);

la longuenr &, de la colonne barométrique n'entre point dans V'évaluation
de (.

» La base du secteur atmosphérique qui contient notre trajectoire ne
s'étend que jusqu'a 2°19'20", au sud de la station d’observation que nous
avons placée a I'Observatoire de Paris. Sur un arc si restreint, le rapport E

est a peine différent de 1, et les variations, si I'on 'mulalt avoir égard, ne

modifieraient pas sensiblement le facteur numérique de E ; mais nous de-

{1} Je dois supposer les éléments de ce calcul méteorologique, conpus du lectenr. Il les
trouverait au besoin, exposés en detail, dans les Additions & la Connaissance des temps
de 1830, pages g et suivantes. Seulement, au lien du nombre 10462 que nous avions obten
Arago et moi, comme exprimant le rapport des densités de l'air atmosphérique sec, et du
mercure sous l'influence de la gravité G, il faudra substituer le nombre 10513,5 qui a éte
abtenu par M. Regnault sous Uinfluence de la méme gravité, au moyen d’expériences plus
exactes que les ndtres n'avaient pu I'éire & I'époque od nous les avons faites.
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vous nous attendre que la température ¢, et la colonne barométrique A,
ne seront pas rigoureusement égales sur toute cette base, au méme instant.
Pour exagérer leur dilférence occasionnelle, supposons que la tempéra-
ture, étant 0° 4 Paris, elle se trouve étre = 10° a l'origine australe de
notre secteur, ce qui serait presque incompatible avec la condition d'un
temps calme & la station de Paris. Alors, en donnant au coefficient ¢ sa
valeur 0,00366, il en résultera

¢ . G G
- = 0,0012551 — = 0,0000459/ — ;
[ A £ Ii 945‘

- 4 e ) YT .
la fraction numérique 5 restera donc encore trés-petite, et moindre que
.3 =on P a L] o |
e dans ces suppositions exagérées. Cette constante exiguité de ses va-
i
leurs possibles nous sera tout 4 'heure trés-importante.

» Etudions maintenant la composition, non plus conventionnelle, mais
réelle, du petit cylindre d’air élevé autour de la verticale de I'observateur,
depuis sa station jusqu’a la limite extréme de notre atmosphere sphérique
idéale. Si, 4 une distance quelconque r du centre de la terre, nous isolons
par la pensée, dans ce cylindre, une tranche infiniment mince, dont la hau-

Hl
teur soit dr et la densité p, son poids sera g, f—:pdr, a étant la longueur du

rayon r a la station d'observation, parce que I'action de la gravité décroit en
raison du carré de la distance au centre commun de la Terre et de I'atmo-
spheére ainsi formées. Nommons généralement p la pression qui a lieu dans
cette atmosphére a la méme distance r du centre. La tranche considérée
sera soulevée de bas en haut par la pression p, qui sera exercée sur sa sur-
face inférieure; et, & sa surface supérieure, elle sera poussée de haut en bas
par la pression p + dp, le signe + affecté i la différentielle dp ne fixan
rien autre chose, sinon que nous la considérons analy tiguement comme po-
sitive, en méme temps que dr. La pression p, qui tend a soulever la petite
tranche d’air, sera donc combattue par son poids, jointe i la pression sup¢-

rieure p + dp, c'est-a-dire par g, ;pdr-k p + dp. Retranchant des deux
parts p, qui est commun, la petite tranche se trouvera, en définitive, pous-
sée de haut en bas par la résultante g, f-;p + dp. Ainsi, pour qu'elle de-

meurdt en équilibre 4 la distance r, ot nous la supposons placée, il faudrait
que cette résultante fit nulle, cest-i-dire qu'on edt :

(1) dp= — g, % pdr;
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et, pour que toutes les tranches pareilles, dont le cylindre se compose,
fussent de méme individuellement en équilibre a leur distance propre r, il
faudrait que, depuis la station d'observation jusqu'au sommet de I'atmo-
sphere, I'équation (1) et généralement lien entre les éléments variables
psiigy P

» Nous ne pouvons pas supposer a priori que cette condition d’équilibre
se trouve naturellement remplie dans le cylindre d'air de notre atmosphere
sphérique, construit avec les valeurs de p et de g, qui ont existé simultaneé-
ment aux distances r, prises sur chacune des verticales de notre secteur, au
moment ou I e]:ement lumineux les a traversées. Clest pourqum, deslguanh
en général par + dp, ce qu'il faudrait analytiquement ajouter au dp réel,
pour que chaque tranche infiniment mince demeurit fixe a la distance )
avec sa densité actuelle g, je remplacerai 1'équation (1) par son analoj
ainsi corrigée, qui sera

(2) dp—1—d‘p=—g. pcfr,

dans celle-ci, dp devra étre considérée comme une fonction de r, toujours
tres-petite de l'ordre dr, mais qui peut varier discontiniment, de maniere
a devenir au besoin, et par intermittences, positive, nulle ou négative. i1
restera a chercher piua tard quelles peuvenletre physiquement les valeurs de
dp aux divers étages de notre cylindre d’air, et quelle influence leur en-
semble peut avoir pour modifier la réfraction opérée par le secteur sphé-
rique dans lequel la trajectoire est comprise. En outre, on devra se rappeler,
que, par convention, les dp de I'équation (2) sont ceux qui ont réellement
lien & chaque étage de latmnspher& auxiliaire que nous avons construite
avec les éléments des couches aériennes que notre trajectoire lumineuse a
traversées; en sorte que leur somme équivaut i la pression p,, qui s'exerce
au niveau de la station d’observation, et qul est mesurée par la hauteur du
mercure contenue dans le barometre qu'on y a placé.

» Maintenant, je prie le lecteur de vouloir bien se reporter 4 mon
moire sur les réfractions atmosphériques inséré parmi les Additions a la
Connaissance des temps pour I'année 1839, et dans lequel j'ai obtenu deux
¢valuations analytiques, I'une certainement trop faible, I'autre certainement
trop forte de la réfraction, correspondante a une distance apparente quel-
congue G,, dans une atmosphere ou les couches d’égale densité sont suppo-
sées sphériques et en équilibre. Dans notre étude actuelle, la sphéricité de
ces couches est un résultat de construction, puisqu’elles ont été formées par
cette condition méme, d'apres la série réelle des densités que I'élément lu-
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. mineux avait rencontrée sur son passage, en décrivant la trajectoire isolée
que nous considérons. Jusque-la toutes les formules établies dans le Mé-
moire cité sont applicables. Mais de plus, en le consultant aux pages 37 et
67, on y verra que pour obtenir les deux limites de la réfraction, il nest
nécessaire de recourir a I'équation (1) de I'équilibre que pour évaluer I'in-

' tégrale ;

1 Mol j-#—hﬁ kpadr
R oy
B ., FRFid P r

dans Iaquelle a désigne le rayon de la Terre a la station d'observation, g la
dﬁmﬁ‘té a la distance r du centre, et & un coefficient qui dépend du pouvoir
rﬁmgﬂnt spécifique de l'air 4 cette meéme distance. Les indices annexés au
ﬂgued ‘intégration signifient, selon I'usage, que 'intégrale doit étre effectuce
ponr toute Ia hauteur de I'atmosphere, depuis la valeur inférieure de r qui
esta, | !u&qu a la supérieure qui est a + %; de maniére que si elle se trouve
étre elpﬂmée analytiquement par g(r) -+ const., sa valeur définie seru
pla+h)—p(a)

» Dans la généralité du probleme des réfractions, k doit étre considérd
comme une fonction variable de r. Car, indépendamment de I'humidité
dont nous. avons fait abstraction, il changerait avec la hauteur si Iair
atmosphérigue avait une composition chimique différente 4 des hauteurs
diverses. Mais, comme les expériences faites jusqu’ici s'accordent 4 mon-
trer qu'elle est partout la méme, sauf de tres-petites différences locales
et accidentelles, qui tres-probablement ne se produisent que dans le voi-
sinage immeédiat de la surface terrestre, par I'effet des émanations gazeuses
qui en sortent, et des modifications chimiques occasionniées par I'action de
Phomme, je ferai abstraction de ces particularités propres aux couches d'air
tout 4 fait inférieures, et je traiterai le coefficient & comme constant. Le
faisant donc sortir, 4 ce titre, de dessous le signe [, 'intégrale & évaluer sera
simplement
X \ _ kf Pﬂ':‘."r

-__‘II__ J p |

i

- » Or, un procédé bien simple va faire voir pourquoi cette somme se conclut

immédiatement de la condition d’équilibre, quand elle existe, et powurquoi

on ne peut l'obtenir sans y avoir recours, a moins que des considéra-

tions particulieres au probléme que l'on traite, n'autorisent 4 s'en dis-

|

~ ».A cet effet, je donne a ['intégrale demandée la forme équivalente
£, 8
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a—l—h
g.ﬁri f 8ia Fa’ » qui, en remplacant g, hors du signe [ par sa valéu:f‘ ;
|'I I }I

tirée de la reiatmnp, = p, g, I, devient \ i o0}

ath g g d’r 1 50

a kp. p.f - FP ) s

maintenant, la quantité qui se trouve sous le signe d'intégration r«apré':s'-iz'ir::'llsﬂrﬁf
le poids de la petite couche aérienne située i la distance r du centre, ayant
pour densité p, pour hauteur dr, et pour base I'unité de surface. Ainsi, |
somme qu'il s'agit d’effectuer est celle de tous ces poids élémentmre.-s con
tenus dans la colonne verticale qui s'étend depms la station d’ obsm:vahu ‘I
jusqu’an sommet de I'atmosphére. Quand la masse gazeuse est El:l, équ :
libre, cette sommation est facile. Car alors, chacun de ces pmds é-quwmil :
Pinerément — dp de la pression a la dlstance r; et leur somme prise depuis
r = a jusqu'a r = a-+ hest représentée par la pression totale Pis de aorﬁ
que U'intégrale demandée multipliée par ses facteurs extérieurs, est :

i

'y ’.E
1!'

LU i‘-J
Pour apprécier limportance numérique de ce pmdult, e pﬂmds les ¢
nées suivantes qui ont été adoptées par Ivory, comme base d&aﬁa ‘l’iﬂ:lli!;!i
réfraction, (1l

e e ﬁ:pp By simpl&mﬁnt. -+ “‘EPI'

'

5:0,(10[19.-110, .&F,:n,uﬂﬂlﬁisﬁdﬁ.; |

. fEL Y i
cela suppose qu’a la station d’observation la température t = + 10 degrés

centésimaux, et la pression p, = 0 = 762, 4 oikB
» L e::lréme petitesse de ces nombres fait que leur Prndmt caﬁvqrtlm
secondes sexagésimales de degré, vaut seulement 0”,037846. 1l entre avec
cette faible valeur dans I'expression des deux limites de la réfrnnnun,-ﬂ 0=
pres 4 chaque distance zénithale apparente 6,; mais son influence s'y
agrandit rapidement 4 mesure que §, augmente. Toutefois, quand §, est
égal 4 Bo degrés, le terme le plus fort qui en provient s'éleve seulement &
137,815, De sorte que ce sera la son maximum d’effet pour les h-a]enmm
les plus basses que je veuille ici considérer. i A Of
» Damns notre recherche actuelle, nous ne pouvons pas prélﬁ"udre que g
éléments de couches sphénquea, pris sur les diverses verticales de I’atm
5plwre réelle aux pmnis ou la tra]e-l:tﬁwe Inmineuse les a traversées, comp
ront un systeme gazeux mnécessairement stable, quand elles seront ﬁlper-
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dans le méme ordre, avec leurs conditions physiques propres} pour
former l'al:mmphérﬂ -sphérique dans laquelle nous les assemblons. Or un
tel systéme étant donné; quand chaque petite couche de 1'épaisseur dr,
n'est pas individuellement équilibrée par I'incrément de la pression a la
hauteur on elle se trouve, la pression p, que supporte la couche d’air infé-
rieure située an niveau de la station d'observation, et que le barometre
indigue, n'est plus seulement produite par la somme de leurs poids. Elle
représente cette somme accrue par la résultante de toutes les forces étran-
geres a la pesanteur, qui agissent aux divers étages de la colonne aérienne
pour soulever ou abaisser chague conche élémentaire dans le sens vertical.
Aussi notre équation corrigée (2 ), donne-t-elle, pour ce cas :

E

_ 80T = — dp — p;
d'ou I'on déduit

i .
e T SRR S N e
{3). '*_kF'P-.f g ﬂ&P'F{L ez he F:j;. -

Le premier terme du second membre a pour éléments les dp réels, qui,
pr&iﬂj;ﬁnﬁlme, composent la pression totale Pus manifestée par le baro-
metre a la station d'observation. L'intégrale de ce premier lerme, effectuée
depuis la base de I'atmosphére sur sa limite supérieure sera donc o — p, ou
— i, laquelle étant affectée extérieurement du signe — donnera pour résul-
tat + p,, commeé précédemment. On aura ainsi en définitive :

& Fai 1 =k gatpdr { ! 1 5
' | P = B A Bt T s M ]
{‘3} ﬂ,.:l'-l *F‘ Puf r & a P & kF. thp‘, &P

Pour avoir la valeur complete du premier membre qui est I'objet spécial de
noire recherche, il reste a évaluer la somme des dp, qui nous sont indivi-
duellement inconnus.

~» Or, sans conmaitre leurs valeurs ni méme leurs signes propres, la notion
quenous avonsde leur provenance physiquesuffit pour leur assigner plusieurs
caractéres qui nous feront apprécier avec une suffisante approximation,
quel peut étre Uordre de grandeur de leur ensemble. D’abord, a la surface
supérieure de I'atmosphére ¢ p sera nulle, puisque la pression est nulle dans
toute cette surface. Il est aussi physiquement présumable que les valeurs indivi-
duelles de & p devront étre trés-faibles dans les couches aériennes trés-élevées.
Car lesaccidents météorologiques, dont I'effet pour troubler la stratification de
da masse atmosphérique est le plus manifeste, sont presque toujours excités

Ll
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pardés causes physiquement appréciables : par exemple, I'action ealorifique
du Soleil immédiatement exercée, en proportion prédominante, sur cer-
taines parties de la surface de la Terre ou de la mer; un développement local
exagéré de la vapeur aqueuse, ou sa précipitation soudaine et pareillement
locale sous forme de pluie, de neige, de glace; & quoi se joignent des déga-

gements et des recompositions d’électricité qui déterminent des expansions
ou des vides partiels dans les points ou ils s'opérent. Or, tous ces phéno- ‘"
menes perturbateurs doivent cesser de se produire, ou devenir au moins.
tres-faibles et trés-rares, dans la portion de 'atmosphére qui, étant Eﬁﬂé
traite par sa distance aux perturbations calorifiques engendrées par le con-
tact immédiat de la surface terrestre, est en outre préservée contre la cause
la plus puissante d’agitation, par cette circonstance que la vapeur d'ean n'y
existe plus en quantilé sensib]e, ce qui a lien vers gooo ou 10000 métres
de hauteur. De la, jusqu’au terme supfneur de I'atmosphére, on ne:fvﬂi:
aucune raison physique ou mécanique qui puisse empécher les couches
aériennes de s’étre disposées i la longue dans un état de stratification per-
manent, conforme aux conditions d’équilibre relatif que la gravité lear
impose : ou, si des causes qui nous sont inconoues peuvent pmdﬂllp-ﬂ[l'
quelque*a-un'-'. de leurs points des dérangements a{:cldentals, ils doive
par cela méme tres-faibles, pen durables, et de sens oceasionne
contraires a diverses hauteurs, sur chaque verticale, 4 un méme instant. J
conclus de ces considérations, que, dans toute cette étendue Eupériem‘e it
gono o1 10000 Métres, les valeurs du terme corvectif d p, qui exprime les
écarts de I'état réel autour de I'équilibre, doivent, si elles ne sont pas nulles;
étre extrémement petites, et de nature a se compenser en partie mutuelle-
ment sur les divers points d'une méme verticale. Or, comme nous :’l'aﬂhf 3
pronvé, la trajectoire lumineuse qui arrive sous la distance zénithale aj
rente de 8o degrés, i la station d’ebservation, telle que nons 'avons plac

isolée du sol terrestre, accomplit la plus grande partie de son cours:
cette région élevée ; de sorte que, tant qu'elle y reste comprise, |'équa
de Péquilibre peut, en somme, lui étre légitimement appliquée, su
quand on I'emploie seulement, comme je I'ai fait, pour évaluer, dans 1
pression totale de la réfraction, un terme trés-petit, anqgnel les faibles
dérangements, tout au plus supposables, dans P'équilibre de la masse
gazense i de grandes hauteurs, ne pourraient apporter que des modifications
bien plus petites encore, qui, par cela méme, dewendmmnt lnapprémm
a l'observation. : 0% 4l ﬂ ,

» Suivons maintenant notre trajectoire quand elle mmm&d& A entrer




SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES. 59

dans les El?ﬂhﬂs d’air plus basses que 10000 metres. Alors elle n'est plus
séparée de la verticale de I'observateur que par un angle au centre de 30'; et

: Iursque cet angle est réduit a 15, elle se trouve encore i plus de 4goo me-

tres au-dessus de son niveau, par conséquent bien plus haut que le domaine

habituel d‘e.s nuages. Il me suffit done, pour assurer ce reste de sa marche,
_d"avoir spécifi¢ que I'observation est faite par un temps calme et serein. Car
8 :l est ala station, les couches aériennes comprises dans une amplitude
de 15" antour du zénith seront calmes, et leur stratification, toujours
tf&;-npprﬂnmatlvement horizontale, ne pourra déroger que trés-peu aux

lois de I'équilibre, en des sens divers Ainsi dans cette derniére portion

‘méme, la plus ordinairement exposée au trouble, les valeurs individuelles
du terme correctif & p seront encore trés-restreintes, et de nature i se com-
penser en partie dans leur somme totale.

» Il résulte de cette discussion que, dans les circonstances d’observation

" que nous avons spécifiées, lm’tegralef = /sera, par elle-méme une tres-
oy, A

petlte ﬂ‘iétiﬂn de I'unité. Or, elle n Entre dans le second membre de 1'équa-

. Wi
llnll {3}, que multipliée par le facteur - ﬁp‘ lequel est déjasifaible, qu'ilinflue

g

pour moins de 14" dans ]P?aluatmn des deux limites de la réfraction
a lﬂdmnm:ezémthale apparente de 8o degrés. Done, i cette distance du zénith,

Ie *l.’hrme cum-:hf s Ko f 5.7 e pourra donner que des fructions excessi-

\!ggppl_:;_ faibles ou msenslbles de ces mémes quantités. Par conséquent, dans
ces circonstances et dans ces limites d'application, les réfractions calculées
pa!_'_.lﬁgrgoméh:&s, sur I'hypothése d'une atmosphére sphérique en équilibre,
dgﬁ'pllﬁﬁ};ﬁ?ﬂﬂ?ﬂl‘, comme elles se trouvent en effet, trés-approximativement
conformes aux réfractions réelles, parce que la condition de sphéricité pent
¢tre remplie rigoureusement par construction pour chaque trajectoire iso-
lément considérée, et que ce qui pent manquer alors a la condition d'équi-
lihp ne pourrait produire, 4 cette distance du zénith, que des effets tres-
petits, le plus souvent insensibles, toujours accidentels, et dt* nature a se
compenser en grande partie par opposition.

» Quoiqu'il puisse paraltre inutide de matérialiser la démonstration précé-
é nte par.des preuves numériques, j'en rapporterai une qui sera fondée sur

la supposition la plus démesurément exagérée que I'on puisse imaginer pour
la trouver en défaut. J’admettrai, en premier lieu, que, depuis le sommet de
atmosphére jusqu’a la station d'observation, la valeur du terme correc-
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tif #p, est,dans chague couche mﬁmmf—*nt mlnce de dp. Gest—a dire que

si deux couches sphérigues de notre dllﬂDSphﬂl‘E mst.mtanee se trmweut,- en
réalité, sonmises a_des pressions diflérentes entre elles de 1o centimétres de
mercure, il faudrait, pour les ramener a I'équilibre, réduire cette dlfférem;a -
4 g cenlimetres, ou la porter a 11: ce qui semble incompatible avec la ¢ ﬁ '
dition que j'ai posée, que le temps soit calmé et serein a la station d’ obs.er- r.

vation. J' admeltrai en outre, contre toute vr.usf_-mblance physa.qpe que, daus
i épaisseur entiere d'am traversée par la tmjt'l:tuuelmmlwuss‘ Ces (:ﬂrret.:tmus '
se trouveront étre toutes de méme hlgne, S0k pumtlvea s.ml;negauve&, sansau-

cune compeunsation. Alors l'intégrale f %, prise depuis le sommet de l'at-
ko PEE i 3 1 1 RN
mosphere jusqu’a 'observateur, sera = —: et comme ce = doit étre multi-

W { a = - g - 5 TR , -
plié par ;a{-p“ il en résulterait une correction moindre que == 1", 4, dans

I'évaluation des deux limites de sa réfraction & 8o degrés de distance zéni-
thale apparente. Or, si toutes les exagérations que je viens d’accumuler, P
donnent encore si petite, a quel point ne devra-t-elle pas se trouver atténu&:-_- '
et rendue insensible, dans les conditions réelles dont nous avons reconnu
plus haut les particularités! , A
» Tel est le dénotiment du paradoxe que j'ai stg,nalﬂ en commencant ces
communications. Les réfractions calculées par les géometres, dans 'hypo-
these d'une atmosphere sphérique en équilibre, s'accordent avee les réfrac-
tions réelles jusque vers 8o degrés de distance zénithale, en vertu de deux
causes maintenant évidentes : d'abord, parce que la condition de sphéricité .
n'entre dans le calcul qu'a titre de construction géométrique, légitimement
applicable a chaque trajectoire lumineuse considérée isolément ; puis, pai*ce;‘e:i-f
que la condition d’équilibre n’y est employée que pour évalugr un terme
des formules qui, ayant une valeur tres—petlte quand cette condition se
trouve remphe en toute rigueur, ne peut éprouver que des modifications
insensibles ou & peine sensibles, par les dérangements accidentels qui peu-
vent physiquement se produire dans le secteur atmosphérique peu écarté de
la verticale de 'observateur, ou sont comprises toutes les trajectoires qui
lui arrivent depuis le zénith jusqu’a la distance apparente de 8o
Cette derniére considération ne peut plus étre appliquée aux trajectoires qtu
arrivent i 'observateur trés-prés de Lhorizon, a cause de la grande ampli-
tude du secteur atmosphérique on elles s"accomplissent, et des perturbations
#normes, impossibles a prévoir, qu'elles doivent généralement éprouver, en
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rampant longtemps, prés de la surface terrestre, dans les dernieres portionsde
leur cours. (% deux cas, |'un de certitude que la science géométrique peut
atteindre, I'autre d'meertitude ou elle est véduite par les nécessités phvsiques,
;iﬁimeut, 4 son honneur, étre soigneusement distingués. Jusque vers 8o de-
grés de distance 2énithale, les Tables de réfractions théoriquement caleu-
lées par Laplar.‘:e peuvent étre employées avee sireté, dans tous les climats,
dans toutes les saisons, 4 toutes les hauteurs, quand I'observatear prendra
soin de se plm:er dans les conditions pour lesquelles on les a établies. Elles
dcgmhmm toujours, et partout, des 1ésultats pareils, également vrais. Plus
pr@‘sxda I'horizon, au contraire, on n'en peut espeérver I‘.II.IE‘ des moyennes
locales, qui pmlrrnnl: différer sensiblement d'une station & une autre, et
probablement aussi dans les divers azimuts autour d'une méme station.

» Les considérations que je viens d'exposer justifient, au point de vue
physique, une expression approximative de la réfraction jusque vers 8o de-
grés de distance zénithale, dans toute atmosphere sphérique et en équilibre,
que Laplace a donnée le premier, dans le tome V de la Mécanique ce-
leste (1) ; et elles expliquent la conformité de ses indications avec les réfrac-
tions réelles. Cette expression s'obtient par un développement en série, qui
est aqalthuemﬂnl: mf-:pmnhahle dans les bornes d'application que Laplace
lui assigne, comme Ivory s'est plu a le reconnaitre, en le mentionnant dans
son beau travail sur les réfractions inséré aux Transactions philosophiques
de 1823 (a). Mais ce savant géométre parait n'avoir pas vu pourquoi cette
formule, fondée sur deux hypothéses mathématiques qui ne sont jamais
ccrmpl&mmt réalisées dans notre atmosphere, peut néanmoins donner, el
donne effectivement des résultats concordants avee U'observation, qlmmi on
,nedépm po}m les limites qui lui sont propres. Car, fante de s’en étre
rendu compte, il apprécie mal, 4 mon avis, sa justesse physique, I.-quellf:
est assurée par les deux causes que j'ai tout a I'heure signalées. En effet, Ia
mhdiﬂun de sphéricité y est rendue légitime par son application isolée o
chaque trajectoire lumineuse; et ensuite la condition d'équilibre n'y est

m‘pioyéeque p-uur évaluer ce méme tenhelrea—petlt qui ne peut pas étre

A } ﬂcmqm‘ :r!.'-ﬂr.: tome I, page 268, 1™ édition, 1806, D'aprés cette furmule. en

2

famﬂt Epy EER S -:ﬁ!* » la réefraction i la distance zénithale 9, qui n'excéde pas 8o de-
I

grés, est:

3 X o i
R=ua (l o —;.} tang 8, — :(E—;a:) tang®f.

(2) Philosophical Tmnmﬂicigi:, 1823, part. II, pages 430 et 431.
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sensiblement modifié par les accidents physiques, dans Famplitude des dis-
tances zénithales, auxquelles I'application astronomique est B’hrnée.-ynst’-
envisagée, cette formule de Laplace ne donne prise i aucune objection.
» En résumé : des deux conceplions abstraites sur lesquelles la théorie
actuelle des réfractions atmosphériques repose, 'une, la sphéricité,.‘:nfﬁﬁ
point hypothétique, gquand on sait voir Uindividualité de son applicagiﬁll 3
[autre, la condition d'équilibre, I'est toujours en fait; mais, dﬁpﬂ‘lﬁlﬁq
zénith jusque vers 8o degrés de distance aiuith-tle, son emploi est justifié.
par les restrictions qu ‘on lui donue, et le peu qu’on lui emprante. Voila. les
deux principes que j'ai voulu mettre en évidence. En le faisant, je .cmqu
avoir suffisamment soustrait cette théorie aux charges que Fon a récemment
¢levées contre elle dans cette Académie, et aux perfectionnements dange-
reux que l'on avait prétendu y apporter. Telle qu'elle est, elle donne des
valeurs exactes dans tous les cas ou le phénomene est régulier; et elle
tournit des moyennes tres-approchées, lorsqu'il est rendu irrégulier pir
des influences lointaines dont les caprices, la notion méme, échappent :{; d
Loute prevlsmn Les gl ands gemnetres qul I'ont Etabllﬁ ne nous ont, l-mﬂ
rien a y faire, au point de vue analytique, si ce n'est peut-étre de former des
limites de la réfraction a toute distance zénithale, qui seraient cumpl&ah
ment indépendantes de la condition d’équilibre; et d'y mtmdmre p’]ud
rigoureusement la diminution progressive de Phumidité dans le sens ver-
tical, ce qui ne pourrait amener dans leurs résultats que des modifications
f:xcEsisivE:mem faibles. Mais, daws la partie physique du probleme, ils
nous ont donné beaucoup de choses a rechercher. Depuis eux, la megmﬁ
des éléments météorologiques a é1é rendue plus précise, et leur dém‘iﬁ.
nalion moins incertaine. La pratique des ascensions aém;stat:lquea deve G
plus familiere, nous fournit, pour explorer la constitution de I'atmosphere
des moyens qui, de leur temps, n'ont pu étre que tres-rarement employés.
Avec tous ces secours nous pouvons utilement travailler a améhnmfﬁ
données physiques de leurs caleuls, pourvu que nous en comprenions a €2
I'esprit, pour bien connaitre ce qu'ils exigent. Dans une dem'tém,_-- ‘
munication j'essayerai de rassembler quelques vues sur ce sujet, m’efforcant
au moins d’ appeter le concours des expérimentateurs de cette gmuﬂﬁr voie
de recherches, ou je ne puis plus marcher avec enx. » T el
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¢ (._'S'e’cmce' du 15 janvier 1855.)

Sur le degré de confiance que U'on doit accorder aux Tables de réfractions
actuelles. Détermination des circonstances hors desquelles leur applica-
tion cesse d'étre legitime. :

« La question que je me propose de traiter ici n'est pas d'une petite im-
portance pour 'astronomie. Car, presque tous les éléments des mouvements
célestes, qu'elle conclut des observations, dépendent de la mesure des
réfractions dont celles-ci sont affectées. Et I'on s'efforcerait vainement de les
rendre précis, jusque dans les centiemes de seconde de degré, comme on
se flatte aujourd’hui de le faire, si I'on ne se mettait pas en garde contre les
erreurs, d'un ordre bien plus considérable, que les Tables de réfractions
pourraient y introduire, étant appliquées dans des circonstances, ou leurs
indications, bien loin d’étre assurées, ne sont pas méme légitimement dé-
duites des hypotheses employées i lenr confection. Or cest la malheureu-
sement ce qui arrive tous les jours, ainsi que je le montrerai trop évi-
demment.

» D'apres la discussion que j'ai établie dans mes communications précé-
dentes, on a vu que la théorie générale des réfractions atmosphériques
comprend deux applications d’une difficulté trés-inégale. L'une, la moins
dépendante des accidents Physique.'i,s'éteml tic.‘ptli.-; le zénith jusque vers 3o°
de distance zénithale apparente. L'autre, qui en estincomparablement plus
troublée, embrasse les trajectoires lumineuses plus voisines de 'horizon.
¥'ai montré comment, et pourquoi, la formule approximative établie par
Laplace, pour le premier cas, estirréprochable dans sa composition mathé-
matique ; n’empruntant a 'atmosphere réelle que des caractéres généraux
parfaitement justifiables, dans les conditions d’application auxquelles on la
restreint. Quant aux réfractions qui s’opérent plus pres de horizon, il n’est

possible de les obtenir par un calcul théorique, méme approximatif,
sans définir mathématiquement 'atmosphére, ou au moins la portion de
I'atmosphere, parcourue, i chaque instant, autour d’'un méme observateur,
par les trajectoires lumineuses qui les produisent. Cela ne saurait se faire
aujourd’hui que par des hypotheses plus ou meins assorties au peu que nous
savons des réalités. Et encore, dans la voie que les géometres ont jusqu’a
présent suivie, on ne peut tirer parti de ces fictions que si elles se prétent

B. 9
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a des intégrations générales, ce qui restreint considérablement la justesse de
leur appropriation physique. Telle est la double difficulté de ce probléme,
qqu’ont successivement attaqué, avec toutes les ressources de la science ana-
Ivtique, Laplace, Bessel, Ivory. Pour apprécier utilement leurs théories, je
déduirai de chacune d’elles, son mtErpretal;mu physique. Je reconstruirai
les atmospheres qu'elles supposent, et je montrerai leurs caracteres spe-
ciaux. En les comparant, alors, i ce que nous savonsde I'atmosphere réelle,
a ce que nous pouvons croire présumable, on espérer de découvrir, on verra
clairement ce qui, dans ces théories, est assuré, incertain, inexact; et, par
SllltE ce qlll nous reste a Ehl"‘l"l‘...hﬁl‘ }
» Mais d'abord, puisque la formule approximative de Laplace est théo-
riquement incontestable dans les limites d’ app!uatmn auxquelles il la
treint, il faut achever de la rendre pratiquement siire, en donnant a se
éléments physiques des valeurs plus exactes qu'il ne les avait, et telles qu'on
les a, ou qu'on peut les avoir aujourd’hui. Ges éléments physiques sont au
nombre de deux, qu'il désigne par les lettres { ete. Le coefficient / ne con-
tient de variable que la température de I'air a lastation d’observation, et la
proportion de vapeur aqueuse qu'il renferme ; deux choses qui peuvent étre
a chaque instant accusées par un thermométre exact, et par les procédés
hygrométriques de M. Regnault. A cela se joignent deux constantes, égale-
ment bien connues aujourd’hui. La premiére est le rapport de la densité du
mercure 4 celle de I'air atmosphérique sec, pris i la température de la g
fondante et sous la pression 0™,76, 4 la latitude ou l'on observe ; rappq,‘
que M. Regnault a aussi déterminé trés-exactement. La seconde est le co of-
ficient de la dilatation des gaz permanents, sur lequel ses expériences et celles
de M. Magnus ne laissent plus de doute. Rien ne manque donc pour calculer
le coelficient ! dela formule de Laplace dans toutes les conditions d’observa-
tion ou elle doit s’employer. Je n'y ai méme mentionné I'intervention de la
1-"21'!?1"" le.'lll{"l.l'iE !'.['t'le E'I'DI,lr' ne rien omettre dﬁ ce qul le Cﬂmpose, car, C
les circonstances naturelles o se font les observations aﬁﬂﬂnﬂqur
sera bien rare que sa valeur en soit sensiblement affectée (1). 3

(1) Dans la formule (B), insérée au§ g du livre X de la Meécanique céleste, le coeffici
ast calculé dans la supposition que l'air, i la station d’observation, est exempt de vap
aquense, et se trouve i la température .. En conséquence, si I'on désigne par 4 sa vale
la température de la glace fondante, et que ¢ soit le coefficient de dilatation de 'air 0, 00360,
que Laplace suppose étre o,00395, on aura, pour ce cas, il

I=hit+en);

v'est aussi 'expression que Laplace lui attribue. Maintenant, supposez que I'air autour de | 3
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‘» L'autre coefficient de la formule, que Laplace appelle &, dépend du
pouvoir réfringent que I'air exerce dans la conche atmosphérique ou I'ob-
servateur est placé; de sorte qu'il doit varier avec la densité de cet air, et
avec sa composition chimique. On sait maintenant, qu’abstraction faite de
la vapeur aqueuse qui peut s’].r trouver contenue en qu:mtité ]ﬂllﬁ. o1l MOIns
abondante, cette composition est la méme dans toutes les régions du globe
et 4 toute hauteur, sauf quelques variations accidentelles dans les propor-
tions relatives de I'oxygene, de I'azote, de T'acide carbonique, qui sont
beaucoup trop petites pour que les réfractions en soient sensiblement affec-
tées. Quant 4 la présence de la vapeur aqueuse, nous avons prouvé, Arago
et moi, par des expériences directes, que Pair sec et Pair humide, étant
soumis & des conditions identiques de pression et de température, exercent
la méme action réfringente, sans différence appréciable, comme Laplace
Pavait soupgonné (1); d’ou il snit que 'on peut évaluer le coefficient « de
la formule, d’apres les conditions météorologiques apparentes, en suppo-
sant l'air complétement sec. On admettait aussi, d’apres quelques expé-
riences d'Hansbee, que, dans toutes les températures naturelles on les
réfractions s'observent, le pouvoir réfringent de I'air est constamment pro-
portionnel a sa densité actuelle, calculée par la loi de Mariotte, sans que la

station contienne une certaine quantité de vapeur aqueunse dont la tension propre soit o, ,
en sorte qu'elle soutienne cette portion de la pression totale p, qu'on observe, La valeor de {
sera alors

=1 (14et) 'ﬂ'a :
By rBed
elle ne différera donc de la précédente que par 'adjonction du facteur -—ﬂ-a-—: qui, dans
. ¥ EEI

les conditions hygrométriques naturelles i I'air libre, ne surpassera 'unité que par une frac-
tion trés petite, dont l'influence se trouvera encore excessivement affaiblie dans 'expression
de la réfraction, ob elle n'entre que divisée par le rayon a de la terre.

Ces divam_mudiﬁﬁti:}ns des valeurs de { sont démontrées en détail dans la premiére partie
de mon Mémoire sur la réfraction astronomique, inserées anx Additions & la Connaissance
des Temps pour 183g. L'expresion de {, que je rapporte ici, s'y trouve i la page 16. Comme

A - o ik :
on supposait alors ¢ égal & 0,00375 on Bog! Javais, dans les calenls subséquents, rem-

[ 3 - W - "
placé le factenr £ Eeie Mais cette substitution ne peut plus avoir lien quand ¢ est

o,00306; et il faul restitner au facteur 3 son expression explicite comme je le fais ici.

(1) Mémaires de la Classe des Sciences physiques et mathématiques de I Institut pour 1806.

g..
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chaleur y intervienne autrement que pour modifier sa force élastique. Nous
avons vérifié ce fait capital, Arago et moi, par des expériences nombreuses
et precises, entre des limites de températures qui ont varié naturellement
depuis —1°,5 cent., en hiver, jusqu'a -+ 31,4 en été; el nous les avons
étendues artificiellement fort au dela de ce dernier point. Quant aux pres-
sions, nous les avons varides depuis le vide parfait, jusqu'aux plus grandes
hauteurs du barométre qui se réalisent naturellement i la surface dela terre.
Cela suffisait pour notre but (1).

» Sachant ainsi calculer les valeurs relatives du pouvoir réfringent, et par

suite celles du coefficient «, dans tous les états de pression et de température
que puisse éprouver la couche d’air, oul'astronome se trouvera placé, onn'a
plus qu’a connaitre sa valeur absolue, pour une température et une pression
assignées, par exemple, o® et o™,76, i une latitude définie; ce que je désigne-
rai par z,. Borda avait entrepris cette recherche. Mais la mort I'avait inter-
rompue, sans qu'on ait pu en retrouver autre chose que I'appareil ingénieux
qu'il avait imaginé pour I'effectuer. Nous avons été chargés, Arago et moi,
de la reprendre, avec ce méme appareil; ce que nous avons fait par une
suite d’expériences que nous avons eu lien de croire tres-précises, y ayant
consacré plusieurs mois, avec d'excellents baromeétres et un nombreux as-
sortiment de thermometres tres-exacts, que Gay-Lussac avait construits et
divisés lni-méme pour nous (2). La constante ainsi obtenue s’est trouvée a
peine différente de celle que Laplace avait adoptée d’aprés un autre mode
de détermination dont je parlerai tout a 1’heure. Mais nos résultats avaient 3
besoin d'étre caleulés de nouveau, avec les véritables dilatations de I'air et
du mercure, qui n’étaient pas exactement connues alors. Une personne aussi
zélée qu’'habile, M. Caillet, examinateur de la marine, qui a déja rendu le
méme service aux Tables de Laplace, a bien voulu se charger de ce soin; et
nos déterminations ainsi rectifi¢es, se sont montrées encore plus concor-
dantes entre elles qu’elles nele paraissaient auparavant. L'Académie en peut
juger par le travail méme de M. Caillet que j'ai eu 'honneur de lui pre-
senter, dans sa derniére séance, et qui est inséré au Compte rend.

» L'autre procédé auquel je viens de faire allusion consiste a déduire la
constante #, des observations astronomiques elles-mémes. Pour cela le
moyen le plus exact, et je crois pouvoir dire le seul légitime, ¢’est de n'y

(1) Mémoires de la Classe des Sciences physigues ef mathématiques de 'Institut de
France pour 1807.

(2) Ibid., 1806 et 1807.




SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES. 65

employer que des passages supérieurs et inférienrs d’étoiles circompo-
laires, observés, pour chacuve, i peu d'intervalle, entre des limites de
distance zénithale qui n’excedent pas ou seulement de trés-peu 80°. En
effet, le pouvoir réfringent de lair, étant déja trés-approximativement
connu, et le coefficient { de la formule étant toujours directement caleu-
lable, la réfraction Ry qui correspond a chaque distance zénithale 9,
observée dans ces limites peut se mettre sous la forme suivante :

R; = Az, + Ba?

ou les valeurs actuelles des coefficients A, B, peuvent toujours étre assi-
gnées en nombres. Alors chaque couple de passage supérieur et inférieur,
fournit une équation de condition, qui ne contient d'inconnue que la
constante g,, et la distance D du pole, an zénith du lien d'observation. De
sorte qu'en formant un grand nombre d'équations pareilles on peut déter-
miner trés-exactement ces deux quantités. Les avantages particuliers qu’of-
frent ainsi les étoiles circompolaires pour déterminer directement les
valeurs des réfractions, 4 diverses distances du zénith | sont connus de tous
les astronomes; et personne n'ignore les app]icatimm multipliées que
Brinkley, Delambre, surtout Bessel, en ont faites & ce probléme. Mais,
outre I'imperfection des données physiques alors admises, et sur lesquelles
ils ont dit s'appuyer, 'espérance qu'ils avaient d’en déduire des Tables de
réfraction complétes, leur a fait combiner ensemble, pour ce but, des ob-
servations qui descendent bien au dela de 80° du zénith; de sorte quielles
entrent dans cette région incertaine des réfractions, ou leur coordonnation
dépend des hypothéses que 'on adopte sur la constitution de 'atmosphére ;
et ainsi, la valeur de la constante «,, conclue d'un tel ensemble, se trouve
toujours plus ou moins mélée anx incertitudes que ces hypothéses com-
portent. Delambre, qui a fourni 4 Laplace la valeur de cette constante dont
il a fait usage, est tombé plus que tout autre dans cet exces, puisqu’il
déclare y avoir combiné les observations d'étoiles circompolaires, avec des
observations du Soleil étendues jusqu’a go® 20, de distance zénithale! 11 me
semblerait donc essentiel que cette détermination fut reprise dans son appli-
ecation spéciale i la formule approximative de Laplace; soit au moyen d’ob-
servations astronomiques nouvelles; soit en extrayant des observations
antérieures, celles qui ne sortiraient pas des limites de distance zénithale
qu'elle embrasse. Et pour aider a obtenir ce perfectionnement désirable, je
la joins ici en note toute préparée avec les données les plus minutieuse-
ment exactes que 'on y puisse aujourd’hui introduire.
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» Les corrections expérimentales que je viens d’énumérer étant supposées
faites, la formule de Laplace fournira une Table de réfractions théoriquement
assurée, jusque vers 80° du zénith, et applicable dans toutes les régions du
globe, comme i toutes hauteurs ot les observateurs voudront se transporter.
Les perturbations accidentelles de U'atmosphere, a moins qu’elles ne soient
excessives, n'oceasionneront, dans ses résultats, que de trés-petites erreurs,.
variant, a différents jours, en des sens divers ; et de nature 4 se compenser
entre elles, dans une série d'observations, méme peu nombreuses, comme on
en a la preuve matérielle, par celles que j'ai faites 4 Formentera, en 1825,
Ce précienx présent, I'astronomie le doit tout entier & Laplace. Yoyons
maintenant ce que lui-meéme, et ses successeurs, ont pu faire pour étendre
la théorie des réfractions au dela de ce premier pas si important. :

» La, nous sortons de la seule approximation qui soit légitime, pour ,
entrer dans le domaine des hypothéses. Or il s'y présente tout d’abord une
cause d'incompatibilité fondamentale, entre 'application réguliére du caleul
theéorique, et les exigences des astronomes. Les réfractions qui s’opérent prés
de I'horizon, sont rendues perpétuellement variables & une méme distance
du zénith, par des accidents météorologiques lointains qu’il est impossible de
prevoir et d'apprécier. Dans ces circonstances, tout ce que le géométre
pourrait espérer, ce serait de concevoir une atmosphere tranquille, con-
stituée, aussi approximativement que possible, comme le serait la véritable
si elle était soustraite aux canses qui la troublent, et d'en déduire les valeurs
des réfractions qui s'opéreraient ainsi en moyenne, si ces accidents pertur-
bateurs n’existaient pas ; mais cela ne satisferait nullement les astronomes,
qqui demandent des Tables de réfractions applicables aux divers états météo-
rologiques de la couche d’air on se trouvent leurs instroments; de sorte
que le géometre qui ne peat établir ses caleuls que pour le cas idéal d'une
atmosphére tranquille et d'une constitution fixe, est ensuite obligé d'en
rendre les effets optiques variables pour satisfaire aux nécessités des ebser-
vateurs. Les Tables que I'on a déduites de la théorie de Laplace n'échappent
pas a cette incompatibilité plus que les autres. Mais il en a eu le sentiment.
Car, apres avoir soigneusement expliqué les réductions que son expression
approximative de la réfraction exige, pour étre adaptée aux divers états de
pression et de température de la couche d’air ot se trouve I'observateur, il
ne dit nulle part que 'on doive, ou que I'on puisse, faire subir des réduc-
tions analogues & la partie hypothétique de ses formules, afin d’en rendre
I'application aussi étendue. Ce sont les astronomes calculateurs, qui, voulant
les convertir en Tables usuelles, leur ont donné, tant bien que mal, avec




SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES. 69

son agrément peut-étre, ce caractere général de variabilité qu'elles ne com-
portent point.

» Voici la conception géométrique qui leur sert de fondement. Laplace
établit ses calculs pour un observateur placé au niveau de la mer; la tem-
pérature ¢, a sa station étant o°, et la pression p,, o™ 76. Il n'entend donc
pas les appliquer a 1'état moyen, mais &4 un état special de l'air, dans notre
climat. Autour de son observateur, il coonstitue une atmosphére dair sec,
dont les couches d'égale densité sont spheriques et en équilibre ; deux condi-
tions qﬁ'il faut concevoir restreintes i la pertion angulaire de cette atmo-
sphére qui est parcourue presque instantanément par chacune des trajec-
toires lumineuses que I'on veut considérer. Jai montré, qu'a ce point de vue,
la sphéricité des couches peut étre légitimement admise, a titre de construc-
tion auxiliaire. Mais I'équilibre sera un cas exceptionnel, d’autant plus rare
que les trajectoires considérées devront traverser, dans une plus longue
portion de leur cours, les plages inférieures et troublées d'un secteur atmo-

~sphérique plus étendu. Ces conventions ¢tant faites, il ne reste, pour achever
de définir la constitution de ce secteur, qu'a y établir arbitrairement une
relation générale entre les températures ¢, les pressions p, et les densités p,
4 une distance quelconque r du centre. Car la condition d’équilibre, et la
loi de dilatabilité des gaz, fournissent déja deux relations obligées entre ces
quatre variables. De sorte que, si on leur en assigne arbitrairement une
troisieme, les trois premiéres ¢, p, g, se trouveront déterminées, pour
chaque distance r du centre. Ainsi la constitution de 'atmosphére idéale
sera complétement fixée ; et 'on n’aura plus qu'a en déduire, par le calcul
analytique, les réfractions qui doivent s’y opérer a toute distance du zénith.

» Clest uniquement dans le choix de cette troisicme relation arbitraire.
que consiste la différence des théories de Laplace, de Bessel, et d'Ivory.
L'exposition préliminaire que je'viens de présenter servira done également
pour toutes, et je n'aurai plus a la répéter.

» Laplace onvrait une voie nouvelle, 1l commence par en sonder les
abords, et se procure un signal certain pour sy diriger. Tl s'impose, comme
condition déterminative de toute hypothése, que, dans les cireonstances
météorologiques assignées par lui a la station d’observation, I'atmosphere
idéale y fasse la réfraction horizontale égale a 35" 67, valeur qu'il admet
comme étant une moyenne entre toutes celles que les astronomes observent
dans ces mémes circonstances. Quoique le choix d'une telle donnée ne
comporte pas une rigueur absolue, du moins le nombre adopté 35 67, ne
peut étre que tres-proche de la vérité, dans le cas particulier d’application
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quil lui donne; et ainsi, la légitimité de son emploi, comme type
approximatif de la réalité physique, est alors incontestable. Laplace s’en sert
pour éprouver la convenance relative des systémes d’atmosphéres que les
geométres avaient employés avant lui, pour caleuler les réfractions. L'hypo-
these qui fait décroitre les températures par différences égales, pour des
accroissements égaux de hauteur, lui donne une réfraction horizontale
beaucoup plus faible que 356" dans les circonstances météorologiques
supposées; celle qui fait la température constante lui donne cette réfraction
beaucoup trop forte. Or, dans.la premiere, les pressions se trouvent étre
proportionnelles au carré des densités; et, dans la seconde, elles sont
proportionnelles 4 la premiére puissance de ces mémes densités. 11 en
conclut que la relation véritable, ou du moins celle qui s'assimilera le plus
approximativement a I'atmosphere réelle, doit étre un assemblage de ces
deux puissances. Alors, il compose une expression mathématique qui les ]
reunit, en se prétant aux intégrations, et en conservant, dans sa contexture,
une quantité indéterminée, dontil dispose pour y rendre la réfraction hori-
zontale, conforme a son type. L'atmosphére ainsi définie se trouve done
conslituee spécialement pour les circonstances meétéorologiques que ce type
suppose ; ses constantes déterminatives, seraient autres, si ces circonstances
etaient différentes, parce qu'il aurait fallu les approprier 4 un antre type
de réfraction horizontale, Cette extension, pour devenir générale, exigerait

une masse d’observations et de caleuls numériques si effrayante, que per-
sonne ne les entreprendra j:?tm:lis, tant I'hypothése mathématique adopté.e; g
par Laplace est d'un emploi difficile; mais, par cela méme, les réfractions
que on en peut déduire, sappliquent senlement anx circonstances physi-
ques pour lesquelles son atmosphére fictive est fabriquée. A la vérité, il
prouve que le décroissement des températures qui en résulte, entre la
surface terrestre et la plus haute station de Gay-Lussac, différe peu de celui
que cet habile physicien a observé, quoique cette donnée ne soit entrée
pour rien dans la confection de I'atmospheére hypothétique. Mais cette
concordance approchée, n'a que trés-peu de force comme épreuve confir-
mative, parce que, dans I'ascension de Gay-Lussac, la température de lair
A la station de départ, était 30°,75, et non pas o° Or, rien n'autorise a
penser que le décroissement diit étre le méme, dans les deux cas; et il y a
an conlraire toute raison de croire qu'il serait différent. Enfin, la relation
mathématique, employée par Laplace pour caractériser son atmosphere
fictive, lui donne une étendue infinie, tandis que la notre est bornée; etil
a é1é contraint de la faire telle, pour y pouvoir adapter les formules géné-
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rales d'intégration propres a ce probléme, formules laboricusement prépa-
rées par Kramp, et les seules que I'on posséde encore aujourd’hui. Par
tous ces motifs, on est obligé de reconnaitre que cette théorie de Laplace,
relative aux réfractions qui s'operent 4 de grandes distances du zénith, n'a
d’application légitime que dans I'atmosphére idéale qu'il a considérée, et
dans le cas spécial de pression et de température inférienre pour lequel il
I'a établie ; limitation qu’il me parait avoir lui-méme sentie, et reconnue
par son silence, n'ayant indiqué nulle part qu'on dit I'étendre a dau-
tres cas.

» En montrant ces vérités, nécessaires au progrées de la science qu'il a
aimee avant toutes choses, je ne crois pas manquer de respect i sa mémoire,
Elles n'Gtent rien au mérite qu'il a eu d’attaquer le premier ce probléme,
en s'efforcant d'assujettir I'analyse aux conditions physiques dont il dé-
pend; et d'y avoir appliqué, en les étendant, les travaux pénibles que
Kramp avait faits pour surmonter les difficultés d'intégration qu'on y ren-
contre. Par ce double service, il a tracé i ses successeurs la route qu'il
fallait suivre, etleur a préparé les moyens d'y pénétrer. Clest ce que I'on va
voir quand j'analyserai leurs théories. Quoique celle de Bessel soit la pre-
miere en date, je la réserve pour une derniére étude, tant i cause des par-
ticularités physiques qui la distinguent, qu'en raison de I'importance qu’elle
a acquise, ayant servi de fondementila Table de réfraction, que cet habile
et savant astronome a inserée dans ses Tabule regiomontane, comme
Fexpression la plus approchée des réfractions réelles, opinion qui semble
confirmeée par 'usage presque général qu'en font aujourd’hui les observa-
teurs.-Je m'attacherai donc d'abord a la théorie d'Ivory, qui est posté-
rieure de 18 ans a celle de Laplace, et de 5 4 celle de Bessel. Mais les vues
et les efforts de ces hommes distingués, sur un sujet si difficile, méritent
bien d’etre appréciés séparément. C'est pourquoi je remettrai I'examen de
la théorie d'Ivory i la séance prochaine, dans le dessein de voir, si ce savant
géometre a été plus heureux, ou plus habile, que son devancier. »

Note relative & la Formule approximative de Laplace.

Plhl;ﬂl'ls d'abord 1'observateur dans nne conche d'air dont la Il!{:mpéml,uri_: soit 0% et qui
supporte actuellement la pression d'une colonne de mercure i cette méme température ,
ayant pour longueur 0,76, laquelle se trouve sollicitée par la gravité g,. Nommons [
densité de cet air, et désignons par R, la réfraction qui, dans ces circonstances, s'opére i

B. 10



70 SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES.

la distance zénithale apparente 9, n'excédant pas So° sexagésimaux. Alors la [l;lrmult
approximative de Laplace donne <
dll Y
(1) Ro = a, tang 6 4 o ('+E;E'_E‘) tangﬂ—%%ﬂ« -*Iiu“
oy {4y @@, sont trows coefficients constants , indépendants de 6, et dont je vais déﬂnﬁ*_': )
signification précise. Je commence par les deux derniers, dont les valeurs sont '
immédiatement assignables en nombres. L
I, se conclut du rapport des densités du mercure et de ['air, celui-ci étant pris & la
pérature de %, et sous la pression de 0™,76, dans un lieu dont la latitudeé e est assignee, ce
qui définit l'intensité de la gravite qui s’y exerce. On peut voir tous les détails de cette de-
duction dans la 1™ partie de mon Mémoire sur la refraction astronomique, miére 3
Additions & la Connaissance des Temps pour 183g. D'aprés des expériences trés- e:liﬁtq ;
M. Regnault , i la latitude de 45°, et an niveau de la mer, lorsque I'air est exempt de vapeur
aqneuse , on 4 en metres : oL

1,= 10516,8 o™, 76 = 7g92™, 765.

Cette valeur varie réciproquement i intensité de la gravité; de sorte que si G d psi
cette intensité au niveau de la mer sur le paralléle & 45°, on aura i la station d'observatic
of nous 'avons désignée par g, :

= 7992™,765 :—

tome Il de mon Astronomie, on a trouvé en moyenne entre 4g° et 43° de latitude b oréale ,
c'est-a-dire & peu prés dans I'étendue de la France :

gout 0,002484 cos 24,

Nommons & la hauteur de la station au-dessus du niveau de la mer, le rayon .ntl\-:--bai'r e
supposee sphérique etant «, on aura trés-approximativement ;

E':M-__—-([ +E):=]+ﬂ.
L L [ @

De |a on tire par substitution :

G, 2 '

E: (: - ?) (1 4 0,0024584 cos24d);
consequemment

= 7992™,765 (1 4= z:ﬁ) (1 4+ 0,002484 cos24 ).
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Ceci suppose que la couche d'air ot se trouve observateur est exempte de vapeur aqueuse
Mais si elle contient une certaine proportion de cette vapeur, dont la tension propre soit =, la
pression totale étant p,, 'expression de /, acquerra un factenr additionnel dépendant de cette
circonstance, et deviendra :

(2) i = 7992™,765 (l+ nTf‘){l 4+ 0,002484 cos24). -— 1"'3_.. :

PL'-'EI:I.

Rien ne manquera done pour I'évaluer numériquement.

{:t_muii;émns maintenant le terme a qui lui est annexé comme diviseur dans la formule {1 ).
Dans son application exacte, il représente le rayon de la sphére qui serait osculatrice i I
couche d'air de la station, suivant le plan vertical oii la réfraction s’opére. Mais, 4 cause de
la grandeur de ces rayons, comparativement i [, le quotient, qui seul nous intéresse, s'ob
tiendra avec toute I'exactitude nécessaire, si nous remplacons a par le rayon qui est oscala-
teur i la surface de la mer suivant le méridien , i la latitude § de la station. Or si 1'on se reporte
4 I'expression géncrale de ce rayon, et des dimensions de I'ellipse terrestre, dans le deuxiéme
volume de mon Astronomie, pages 186 et 221, on trouvera facilement qu'en nommant ¢, celui
qui a lieu pour la latitude de 45°, et  celui qui a lieu pour la latitude §, on a trés-approxi-
mativement

4 =7s(1— 0,0047 7588 cos2}), et en métres logy, = 6,503 9237.

Effectuant done la division des deux facteurs de /, par les deux facteurs numérique et sym
bolique de ¢, on aura, par la réunion de cenx-ci en un seul du méme ordre,

3
by =— = £,

5

_ {3-} 2=_u,m|15537 (H— ?) {1+ 0,00725004 cos2d). — AL

expression qui s'appliquera maintenant & tous les cas possibles de la formule (1), lorsque [
température de 'air i la station sera o® et la pression 0™,76, comme nous I'avons suppose.
D'aprés la petitesse du coefficient de cos 2, le terme qui en dépend diminuerait seulement I
réfraction de 0,377 & 80° du zénith, si 'on transportait la formule du paralléle de §5° jus-
qu'a I'équatenr; et il 'accroitrait de cette méme quantité si on la transportait de §5° jusqu’an
pole. L'influence de cette correction sera conc le plus souvent négligeable. Néanmoins jai
era devoir la signaler, parce qu'il n'y a aucun avantage i l'omettre , quand il est si aisé 'en
tenir compte.
En désignant par p, la densité de I'air & la tempeérature de la glace fondante et sous la pres-
sion d'une colonne de mercure gyant pour longueur 0,76, i la latitude oi 'on opére, l'ex-
pression mijmpan'dmte de «,, dans la formule (1), est:
L

L akp,
& : Ay i T

Le produit £g, est toujours moindre gue 0,000015, quelle que soit la latitude sous la-
quelle on P'évalue. On peut, comme je I'ai dit dans le texte, I'obtenir par des expériences
directes sur le pouvoir réfringent de 1'air; et alors, si l'on suppose ces experiences faites

10.
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snus le paralléle de §5°, ou réduites i ce paralléle, on aura reproduit 4p, pour toute autre
latitude 4 , en le multipliant par le facteur 1 —0,002484 cos 24, parce que la densitep
varie proportionnellement & l'intensité de la gravité qui affecte la colonne barométrique.
Mais, pour le déduire des observations astronomiques faites dans un lien assigné, il E"!E
adapter I'équation (1) & des conditions plus générales que celles pour laquelle nous l'avions
prcp.am,, 1
A cet effet, supposons que, la station d'observation restant la méme, la mnperamm d! L
I"air y devienne ¢, la pression p, ; et faisons 8 .

&y = ”I = : '
=== 3 8 . gl
1Yaprés les experiences que nous avons faites, Arago et moi, sur I'egalité du pauwu;r#nn-
gent de l'air sec et de l'air humide, quand ils ont la méme température et la méme fore .
clastique, la densité g,, qui entre &aus la_composition de z,, pourra se rattacher a g,, comme
si I'air etait, dans les deux cas, exempt de vapeur aquense. De sorte qu'en désignant par ele
coefficient de la dilatation des gaz qui est 0,00366 compté de o, on aura & la station dah-ﬂ_.. L
servation , et pour ce calcul spécial : '

Bl 0% :
P G 26 (14 e1,) ?

Or, dans ces suppositions plus generales, le développement approximatif de Laplace donne
encore la réfraction correspondante i la distance zenithale apparente 8 par une ﬂm
pareille & la précedente, et qui est ‘

By : s [ 1 _ &l tang
& lﬂ_nllﬂn!’n+“l( . zmﬁl’)m“gEl a cos'f

! etant une nouvelle constante qui se rattache & J,, par la relation simple :
i=|“'{t+i-:1}l I ":”.

On peut egalement rattacher =, 4 ,, par la série de transformations suivantes :

E-IE'FI — B . 2"]5‘# : L o ‘il"Fl - &h (I P, .Ii]'(EI_ E'}): :r_
P

T £ TR 7 Py 7 ey 3
g "

=E-,;' (l+2:'{-£.:PIJ)' -l-'!.F.

" i 5.9

d"oii I'on tire ' i -8
Eul.ﬂ' y o p

- T E‘- T = t
._m(m;&)
2 -

—5

La valeur du terme 22, (n' ) » qui accompagne l'unité dans le dmmmmteur du s

. : E
cond membre, dépendra des écarts accidentels que la densité g, de I'air i la station d"nl;é‘:
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vation éprouvera autour de la densité normale p,. I pourra done arriver souvent que son
influence sur =, soit négligeable , si la station est pen élevée au-dessus de la mer, et situee
Jlans un climat tempéré. Mais il sera toujours facile d'en tenir compte sans cercle vicieux ,
n le calculant avec la valeur de ,, qui est donnée par les experiences physiques, puis-
juelle ne peut comporter qu'une trés-petite erreur. Faisant done, par abréviation,

,_H,(P;—_P-),
Pa

¢, sera connu dans chacque etat particulier de la densite g, ; et, en remplacant le rapport £
[

o=

par sa valeur en éléments meétéorologiques dans le numérateur de «,, on aura

= E il g
=='_':'m'c:n,;i:n|_|-||-:h]
ceei élant substitu¢ dans Péquation (4), concurremment avee expression de ¢, il en
resultera

P 4 1 1( x M >
o e o™, 76 (1411, s A \n“‘,qﬁ(|+:n}) ('

)
tang &
+1ms'a) Ang

— T {'.-i --'t‘r-l— m“*;ﬂ-t
‘“a 0"b cos't .

Cette expression concorde avec celle que Laplace donne au livre X de la Meeanique oo
leste, § g; sauf qu'il y a supposé notre coefficient ¢, constamment égal a unite, et que la

valeur de ~ y est un peu moins compléte.

Pour chaque distance zénithale apparente 8 qui aura été observée, tous les éléments qui

la composent, excepté x,, seront numeériquement caleulables. On en deduira done une ex-
pression de la forme
ﬂ,j. = Aa, + B:: :

oil A et B seront deux coefficients connus. Quant i la maniére dont il faut 'employer pour
en conclure z,, par les observations d'étoiles circompolaires, je I'ai exposée avec deétail dans
le tome II de mon Astronomic, page 41q; et j'en ai fait I'application & guatre observations
de Méchain, ce qui suffira comme tvpe des caleuls & effectuer. Senlement, i la suite de cet
exemple, j'ai eu tort de dire, page 425, que 'on pourrait y employer des ctoiles plus basses
que Ha®, on méme 832, pour que la réfraction devint plus forte. Car elles sortiraient des
limites de distances zenithales dans lesquelles la formule approximative de Laplace est legiti-
mement applicable. J'avais aussi, d’aprés Delambre et Bessel, indiqué comme des auxiliaires
utiles les observations du Soleil faites aux environs du solstice d’été. Mais elles offrent moins
de précmon;\ﬂ plus de chances de trouble, que les étoiles circompolaires auxquelles il ne me
semblerait pas aujourd'hui profitable de les associer. Dans tout cela, je m'étais laissé trop
entrainer par l'autorité de ces deux habiles astronomes, qui, au lieu de se borner i établir la
formule approximative de Laplace avec toute la précision qu'elle peut receveir, avaient
congu Vespérance, 4 mon avis mal fondée, de composer, d'aprés I'observation seule, une
Table de réfractions qui s'étendit & toute distance du zénith.
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(Séance du 22 janvier 1855.)

Sur le degré de confiance que U'on doit accorder aux Tables de réfractions
actuelles. Examen de la théorie d’ Ivory.

« Alafin du paragraphe de la Mécanique céleste, oii Laplace développe
I'hypothese mathématique, par laquelle il avait essayé d'embrasser le pro-
bleme des réfractions dans toute sa généralité, il fait remarquer, qu'aun lien
de la réfraction horizontale, il aurait aussi bien pu prendre pour donnée, le
décroissement de la température dans I'atmosphére ; et il ajoute, que, si I'on
connaissait, par des observations nombreuses, les valeurs de ce décroisse-
ment, ou des réfractions horizontales qui correspondent aux divers états
météorologiques de la couche d'air inférieure, dans laquelle I'observatenr
se trouve placé, on pourrait en déduire une Table de réfractions beau{:uup
plus exacte que Celles dont on fait usage, quoiqu’elle ne fut pas exempte
d'incertitudes accidentelles. Ivory parait s'étre proposé de traiter le pro-
bleme a ce point de vue; mais il n’a pas suffisamment apprécié les difficultés
physiques que Laplace y avait signalées. '

» 1l se guide sur lui, sans le dire. L'expression dans laquelle Laplace
avait associé les deux premieres puissances de la densité, & la pression,
¢tait pen commode pour la détermination numérique des constantes qu’elle
renferme. Ivory ]'ﬁbrége, et Ini donne une forme plus simple, la plus
simple méme que 'on pat lui assigner, si elle se trouvait suffire. Il suppose
qu’a toute hautenr dans I'atmosphére, ces deux éléments sont liés entre eux
par une méme équation parabolique du second degré, quiest (*) :

o AR |

P P i

A et B sont deux coefficients constants et positifs dont la somme doit tou-
jours étre égale a -+ 1, pour que la condition d’égalité soit satisfaite a la
station d’observation, ot p devient p, et g, p,. De sorte qu'?isénl' des
denx reste disponible, pour accorder ultéricurement I'atmosphere ﬁi:l‘tfié
avec |'atmosphére véritable. '

rl

vy

i

(*) Ivounx, on the astronomical Relractions, Phil. Trans., 1823, pages 455, 457.
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» Ivory n'adopte cette formule simple qu'apres une longue discussion et
de savants caleuls destinés & en justifier la convenance. Je passe ces prépa-
ratifs, qui sont hors de mon sujet. Mais, pour que I'on puisse voir immédia-
tement, dans son ensemble, la constitution physique de ['atmosphere qui en
résulte, quand on la combine avec les conditions de I'équilibre et de la
dilatabilité des gaz, comme Ivory le fait, et est oblige dele faire, je place a la
suite de la présente communication, les formules qui en définissent toutes
les propriétés caractéristiques; non-seulement pour la relation qu'lvory
adopte, mais pour celle-ci, plus générale, et que I'on verra étre nécessaire :

(2) £=a (ﬁ) —+ B(FFI)!-I— G

ou C est une constante, telle que 1'on a

1= A -+B <+ C.

En m'autorisant de ces formules, je n'aurai qu’a énoncer les résultats qui
s'en déduisent a mesure qu'ils me deviendront nécessaires, sans interrompre
la suite des raisonnements. Je préviens seulement que, pour abréger le dis-

cours et I'écriture, je représenterai désormais le rapport ;PT par x , et
::- par x; par suite de quoi notre équation (2} s'écrira
] - e . §

x=Ar+Br*+C,

la somme A 4 B + C des coetficients du second membre, devant étre tou-
jours égale & + 1.

» Je ferai remarquer d'abord que la relation (1), qui fait la densité nulle
en méme temps que la pression, n'est pas physiquement propre a représen-
ter une atmosphére de dimension finie telle quest la notre, caractere
qu’Ivory reconnait lui appartenir. Poisson, dansson Mémoire sur la Théorie
de la chaleur, pages 21 et Go, me parait avoir trés-bien prouvé, qu'en un
tel cas, pour que, a la limite de I'atmosphére ou la pression devient nulle,
les dernieres molécules d’air ne se dissipent pas dans I'espace extérieur, il faut
que P'abaissement de la température les ait privées de toute expansibilité
propre ; ce qu'il spécifie en disant que air doit étre alors lignéfié ; et cette
idée hardie aurait été plus juste encore, s’il avait dit qu'il doit étre a P'état
de congélation. Un calcul théorique dont on peut contester les détails,
mais non les principes généraux, lui donnait méme la trés-petite densité
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locale que devrait avoir, a cette limite, I'air congelé. Sans nous prévaloir
de ces considérations, si 'on’admet entre les pressions et les densités la rela-
tion 2 ), qui comprend celle d'Ivory, et qu'on la combine rigoureusement
avec les équations de I'équilibre et de la dilatabilité des gaz, en tenant
compte du décroissement dela pesanteur quine peut pas étre négligé, quand
on laisse a cette formule la généralité de son application aux atmosphéres
d'une étendue quelcongue, on trouve que la condition de I'équilibre y né-
cessite toujours 1'existence d'une densité finale, qui subsiste quand la pres-
sion devient nulle; densité, qui s'affaiblit & mesure que 1'atmosphére consi-
dérée devient plus haute, mais qui n’est pas absolument nulle, méme quand
elle s'étend a l'infini. Cette conséquence irrécusable du caleul, si conforme

aux considérations physiques, ne se voit point dans le travail d’Ivery, parce

quil a négligé dans ses formules le décroissement de la pesanteur, meéme
quand il les applique a des atmosphéres d'une étendue infinie, comme I'est
celle qu'il adopte pour y calculer définitivement les réfractions. Mais, outre
que tel n'est pas le eas de la notre qui est bornée, comme il le reconnait lui-
méme, la supposition d'une atmosphére infinie et celle d'une gravité con-
stante, ne sont pas conciliables physiquement.

» Ces remarques faites, j'arrive & la considération par laquelle Ivory dé-
termine le coefficient B de sa formule (1). La donnée qu'il prend, comme
déterminative, je devrais plutot dire qu'il présente comme telle, c’est la valeur
mitiale du décroissement de la température atmosphérique a partir de la
surface terrestre, condition qui, dit-il, a été fusgu‘fﬂf entiérement ﬂﬂ'gﬁ-
gée (*). 1l oublie que Laplace en avait formellement indigué P'usage facul-
tatif, en signalant les incertitudes physiques qu’on y rencontre. Reste a voir

comment on peut l'introduire dans le caleul, et quel degré de streté son
emploi actuel preésente.

» Le premier point est trés-facile. Nommons [, la valeur en metres de la
constante { 4 la température de la glace fondante, valeur qui, d’aprés le
rapport des densités de I'air et du mercure trouvé par Arago et moi, serait
pour la latitude de Paris, 10467.0™,76 ou 7954™,92 : cest celle qu'lvory
adwmet. Soit ¢ le coefficient de la dilatabilité des gaz pour 1 degré centésimal,
qu'il suppose, d’aprés Gay-Lussac, étre 0,00375 en partant de o degré. Ap-

pelons, comme précédemment, ;; x. et::-, y. Enfin, désignnﬁ? par +dr

le nombre de metres dont il faut s'élever pour que la température ¢ s'abaisse

(*) Phil. Trans., 1823 , page 423 , ad calcem.
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de 1 degré centésimal, en partant de chaque couche d’air, ou x et y ont
des valeurs déterminées. Ceci convenu, dans toute atmosphere dont les
couches d'égale densité seront sphériques, en équilibre, exemptes de vapeur
aqueuse, et définies par la relation

(2) x=Ar +Br*+C;

qui comprend celle d'Ivory comme cas particulier, 'expression générale
de d'r, a toute distance r du centre, sera (%)

{3] .:?*r-::!,,e%(: +ﬁ}f-—_c)

A la station d’observation, rest a; et x, ¥ sont tous deux égaux a 'unité.
Nommant done (d'r), la valeur de dr quis’y rapporte, on aura

(3) | {&rj+=fﬂs(1+ﬂlu),

et, dans 'hypothése d'Ivory, ou C est nul,

(o=l (I + %), conséquemment : % =

e

ok

rl -

D

» Quand (d'r), sera donné par I'observation, cette relation fera connaitre
la valeur du coefficient B d’Ivory, puis celle de A qui est 1 — B, dans son
hypothese. La formule (1) ne contenant plus alors rien d'indéterminé, on
n'aura qu'a la combiner avec les équations de I'équilibre et de la dilatabilité
des gaz, pour obtenir les expressions générales des variables ¢, &, 7, en
fonction de r; de sorte que I'atmospheére considérée se trouvera définie dans
toutes les particularités de sa constitution. Mais, par cela méme, elle sera
entierement appropriée a cette valenr spéciale de (dr),; et les réfractions
que l'on en déduira ne pourront étre légitimement attribuées qu'a ce cas
unique. D'ou il suit qu’on ne pourra pas les transporter a des états météo-
rologiques quelcongques de la couche d’air inférieure, si 'on suppose (4'r),
cnns'tant.. Or c’est la ce qu'lvory prétend faire, comme on le verra plus
loin.

» Je montrerai dans nun moment [Ilui: cette limitation résulte de la sup-
pression du coefficient C, dans la relation parabolique dont il fait usage.
Mais je vais préalablement continuer de le suivre dans la détermination de

[*) Faoirla note insérée i la suite do texte.

B. I
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(@r);. Pour I'obtenir, Ivory se fonde sur les mesures barométriques de Ra-
mond, de M. de Humboldt, et sur la différence observée par Gay-Lussac
entre les températures de I'air a son point de départ et & sa plus haute sta-
tion (*). :
» Je rapporte dans le tableau suivant Ies valeurs de (¢'r), qu'il tire de ces
o] 3 } qui s'en déduisent. Le numég

rateur ¢/, est 2g™,831, d'apres les évaluations ci-dessus établies :

diverses observations, ainsi que celles de —-

VALEURS ""‘LE[;"'S
de (dr), yets

tinéoa des, obsarvat. [ e, -
conclues, : 4T ]

!5.'."'.“:? 0,1891123
61,0 0, 185287

174,0 Iﬂ,t'}llﬁ.ﬁ

» Ivory trouve sept unités de plus sur la troisieme décimale des nombres
contenus dans la derniére colonne, parce qu'il les a calculés en donnant a
la constante [ la valeur qu'elle a quand la température est m“ (*); tam:lls

que sa vraie valeur est Iy, dans cette application {***).

» Au point de vue physique, la diversité¢ des nombres rapportés dans lu '
prem:ere colonne, et leurs incertitudes propres, doivent faire douter qu m:
puisse, avec sureté, les prendre pour base d'une détermination fondamen-
tale, comme Iest celle des coefficients A, B dans la formule (1). Leur emploi,
a ce titre, serait fort contestable, étant conclus des observations par une
regle empirique. Mais ces difficultés de détail s'effacent devant I'éva-
luation arbitraire qu'Ivory substitue aux quotients qui s'en déduisent, el
qui sont rapportés dans la derniére colonne de notre Tableau. Car, au lieun
de prendre une moyenne entre eux, comme cela était naturel, et comme on

(*) Mémoire, pages {27, 428. | e
(**) Tbid , page §24.

(***) Foir la note placée a la suite du texte.
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devait s'y attendre, nous pouvons, par approximation, dit-il ("), faire I;il}

égal & + ou o0,2; valeur notablement plus forte que toutes celles qu'il a

déduites, des données expérimentales qu'il a rasseni])]écl-s.. Le rapport et

étant ainsi rendu égal 4 L, B devient L et A £; ce qui donne en définitive

R O]

(est la détermination # laquelle il s’arréte, aprés avoir essayé beaucoup
d’autres formes d’atmosphéres. Mais, quoigu’elle ait pu lui convenir,
comme élément de calcul, pour obtenir des réfractions approximativement
conformes a celle que produit I'atmosphére réelle, on ne peut pas dire
quelle resulte des données sur lesquelles il semble appuyer. Elle est au

. e ‘ -
contraire fort en dehors du cercle de leurs valeurs. Car, si _[';F,'l' est ¢gal a L,
Ll

(dr), devra étre 5el, ou 14g™,15. Cest-a-dire, qu'en moyenne, il faudrait
s'élever de cette quantité au-dessus de la surface terrestre, pour voir la
température baisser de 1° centésimal. Or toutes les mesures barométriques
citées par Ivory indiquent des décroissements beaucoup moins rapides.
Mais il a été obligé d’en écarter le sien dans ce sens, par I'hypothese méme
qu'il avait admise. En effet, si, dans I'expression générale de &r, applicable
a toutes les atmospheres paraboliques, on fait C nul, et que I'on remplace x
par sa valeur Ay + By?, elle donne

dr :fﬂ,a;(J e Bi_r)

Alors le décroissement initial (d'r), est .'*,:,E(n + E) > et toutes les valeurs

ultérieures de d'r surpassent de plus en plus celle-14, 4 mesure que ¥ devient
moindre; de sorte que le décroissement de la température se ralentit 4 me-
sure qu'on s'¢leve. Ivory s'est conformé i cette conséquence de son hypo-
these, en faisant {¢'r), moindre que les décroissements moyens indiqués par
les uh-genratiuns qu’il rapportait. Mais le motif quelle lni a donné dagir
ainsi, la met en contradiction avec les faits. Car, dans l':ltmusphém réelle,
le décroissement de la température va en s'accélérant & mesure qu'on

(*) Phil. Trans., 1523, page 4aB.
It..
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s'eleve, au lieu de se ralentir; comme le montrent ces mémes observations
de Gay-Lussac, de M. de Humboldt, et celles de M. Boussingault, quand
on les discute exactement dans leurs détails (*).
» Ivory ne dit nulle part les raisons qu'il a eues, pour donner & son coef-
ficient B cette valeur précise §, plutdt que toute autre; et néanmoins il té-
mmgne y avoir une telle confiance qu'il 'emploie conme établi en fait sur .
I’observation, non-seulement dans toute la suite de ses calculs propres, mais
méme i titre de type incontestable pour éprouver les théories de Laplace et
de Bessel (**). On peut difficilement croire qu'il ait fondé une telle certitude,
sur le choix arbitraive de la valeur qu'il lui avait primitivement attribuée,
en dehors des observations qu'il rappnrl:e et nous lui en trouverons bientot
une raison meilleure, qu'il semble n’avoir pas voulu découvrir. Mais aupa-
ravant, je crois qu'il sera utile de montrer I'étendue d'application que _prem;i
la formule parabolique, lorsqu’on n'y supprime pas le coefficient C.

» On a alors :

(2) 1‘=h_;r'—I|—B_}r‘+E,
avec la relation

1=A+ B+ C.

Attribuons a I'atmosphere active une densité finale u quand la preséion x est
nulle. Tl en résultera :

o= Au + Bu*+ C.

Pour prendre un cas de caleul simple, supposons cette densité finale u si
petite, que son carré soit né.gllgeable comparativement i sa preme'ér@

puissance. L'équation de condition 4 laquelle elle doit satisfaire,, lim:marl.
alors immeédiatement : _ it

C=—Au, n

d'on 'on tirera aussitot : ¢ e N

B=1—A<4Au, etparsuite: B—C=1—A+2a2du

[*) Additions & la Connaissance des Temps de 1841, pages 93 et 107, tableaux. Meénta res
de I' dcadémie des Seiences, tome XVII, page 784, et tableaux additionnels.
(**) Phil. Trans., 1823, pages {78 et 481.
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Or I'équation (3), qui détermine le décroissement initial de la température,
donne :
by
(3r)”
fye

(@)

B—-—C=

I

F R L :
Prenons, comme Ivory, {_a!:_}. égal a }; il en résultera :

At
B_L_i

conséquemment A (1 —2u)=

L

De la,en négligeant toujours «*, comparativement a i, on tirera :

353
: A_FI—b;u,

et par suite, dans le méme ordre d’approximation :

1 3
BT

ce qui satisfait 4 la condition :
A+B+C=1.

» Les coefficients A, B, C, ne différent de ceux d'Ivory que par l'adjonc-
tion des termes en z; et ils s'y accorderaient exactement si la densité
finale # était supposée, non pas tout a fait nulle, ce qui serait incom-
patible avec la condition de I'équilibre, mais si excessivement petite, que
sa premiere puissance méme fut insensible comparativement aux termes
de A ou de B qui en sont indépendants. Ce cas particulier est donc le seul
auquel I'hypothése d’Ivory soit légitimement applicable.

» Ce sont les valeurs attribuées 4 la densité finale &, qui déterminent les
hauteurs diverses des atmosphéres, définies par la relation générale (3);
comme on peut le voir par la note insérée a la suite de ce texte. Par
exemple : si I'on fait successivement u égal A 0,001 et i o,0001, en dési-
gnant par z la hauteur totale de I'atmosphere qui en résulte, on obtient les
valeurs suivantes :



3 1 :
<+ o0,0015 — 0,00075 — ©0,00075

§

§ 4- o,00015 — ©0,000075 — 0,000075

4

» D'aprés les présomptions les plus vraisemblables, la hauteur de l'at-
mosphére terrestre est comprise entre ces deux valeurs de z, et plus pm-che.-ﬁf
de la premicre que de la seconde. C'est donc seulement jusqu’a ces hau-
teurs, et pour la dégradation des densités qu’elles supposent, qu'il ﬁmdm&
conduire les intégrations, si I'on admettait la relation parabolique, comme -
représentant I'atmosphere réelle. Mais les réfractions que 'on nhﬁéndmh
ne s'appliqueraient encore qu'a I'atmosphere spécialement constituée pour
la valeur de (dr), qu'on lui aurait attribuée. '

» Pour Iu&txﬂer I'emploi de la formule parabolique (1) privée de con-
stante, qui donne i 'atmosphére une étendue infinie, Ivory compose une
autre hypothése mathématique trés-générale, qu'il présente comme com-
prenant dans ses applications extrémes, 'hypothese de Cassini d'on résulte
une atmosphere bornée, et celle de Newton ot la température est con-
stante, d’ot résulte une atmosphére d'une étendue infinie. Le cas ou la tem-
pérature décroit en progression arithmétique, et qui donne comme le pre-
mier une atmospheére bornée, tombe, dans la formule, entre ces deux-la.
Ivory trouve que ce cas, et 'hypothese de Cassini, font la réfraction horizon-
tale beaucoup trop faible; tandis que I'hypothese d'une température con-
stante la fait beaucoup trop forte; d'ot il conclut que la distribution des
températures dans P'atmosphére réelle, devra étre intermédiaire entre l'in-
variabilité et le décroissement uniforme. C'est ce que Laplace avait prouvé
bien plus simplement, et plus directement, avant lui. Le type seul de compa-
raison est différent. Ivory prend, comme circonstances météorologiques mor-
males de la couche d’air inférieure, la température de 50° Far. ou 10° cent.,
et la pression de 3o pouces anglais on 0™,9617; & quoi il attache une réfrac-
non horizontale moyenne de 34'17°,5, plus forte de 25" que ne serait celle
de Laplace, dans les mémes circonstances, La différence est de 'ordre d'in-
certitude que comporte I'évaluation de cet élément.

» 11 tire encore de ses caleuls une autre conséquence : ¢'est que toutes les
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r

atmospheres, dont la hauteur s'étend depuis environ §2 000 metres jusqu’a
infini, donnent, a tres-peu pres, une méme valeur i la réfraction horizon-
tale, quand leur base est dans le méme état météorologique. Mais la démons-
tration ne vaut que pour les atmosphéres comprises dans son hypothese
mathématique; et, pour celles-la méme, elle est contestable quand elles

atteignent de grandes hauteurs. Car il n’obtient leurs caractéres spécifiques,
et les réfractions qu’'elles doivent produire, qu’en y supposant la densité
nulle & leur limite supérieure, et en négligeant, pour la commodité de ses
calculs, le décroissement progressif de la gravite dans Uéquation de 'équi-
libre & laquelle il les assujettit. Or, étant ainsi constifuées, pour le cas idéal
d’une gravité constante i toute distance du centre, elles ne resteraient pas
en équilibre sous I'influence décroissante de la gravité réelle; et elles se dis-
siperaient dans I'espace en vertu de 'élasticité propre i Vair qui les com-
pose, laquelle ne se trouverait plus contre-balancée.

» Ce résultat, qu'lvory s'efforce ainsi d’établir par de savants calculs,
peut se déduire immédiatement d'une considération tres-simple. Conce-
vez une atmospheére dans laquelle les densités, les pressions, les tempéra-
tures décroissent progressivement, suivant une loi quelconque, & mesure
qu’on s'y éleve; faites seulement cette loi assez lente pour que, vers 28 ooo
ou 30000 métres de hauteur, la densité conserve encore une valeur tres-
petite, par exemple - de ce qu’elle étaita la surface du sol. Distribuez alors
ce reste de densité suivant toute autre loi de décroissement, complétement
arbitraire. La petite portion de la réfraction, méme horizontale qu'il pro-
duira, sera toujours comprise entre deux limites faciles i évaluer, et qui ne
s'écarteront I'une de l'autre que de quelques fractions de seconde. De sorte
qu'a cette différence pres, elle sera la méme dans toutes les atmospheres
ultérieurement plus étendues. Dans 'atmosphére parabolique d’Ivory, par
exemple, la densité se trouve réduite a 17, quand la hauteur est 32 755 me-
tres; et, de quelque maniére qu'on distribue ce 1, la portion qu’il ajoute
a la réfraction horizontale est 57,4933, avec ume limite d'erreur de
o' 146 (*):

» Toutes ces épreuves préparatoires étant faites, Ivory revient définitive-
ment & I'hypothése parabolique simple :

.(1} x=1 *{} b i e .

(*) ddditions & la Connaissance des Temps de 183g, pages 73 et 81,
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on 1] laisse maintenant indéterminé ce méme coefficient constant f qu'il
avait trouvé d'abord égal a §, et que javais désigné par la letire B. Mettant
alors 'atmosphere résultante en équilibre, sous I'influence d’'une gravité
constante, quoiqu'il Jui attribue une étendue infinie, il lui applique, avee
une rare habileté, les formules d'intégration de Kramp; et il parvient 4 en
déduire une expression générale de la réfraction a toute distance du zénith,
en conservant au coefficient f une entiere indétermination. 1l se trouve done
libre de fixer sa valeur, de maniere a reproduire la réfraction horizontale

adoplée comme moyenne par les astronomes; ou par la condition gue la
formule s’accorde, en imoyenne, avec des observations faites a de petites hau-
teurs. Mais, considérant les irrégularités que les réfractions présentent dans

ces deux cas, il est doutenx, dit-il, gue Uon puisse assigner au coefficient f
une valeur plus satisfaisante que celle de 4, que nous lui avons trouvée
d'abord (*). Le prenant done tel, sa formule lui donne la réfraction hori-
zontale égale a 34'17°,5, et, par suite, les autres 4 toute distance du zénith,

C'est la son résultat définitif. .

» Il serait naturel de penser qu’Ivory, ayant successivement attribué dif-
férentes valeurs a son coefficient f, dans sa formule générale de la réfraction,
il se sera arrété a celle de 4, qui lni donnait une réfraction horizontale
suffisamment conforme aux observations, dans les circonstances météoro-
logiques qu'il avait admises, et que c’est de la, bien plutéot que des mesures
barométriques, qu'il a tiré le décroissement initial 149™,15 dont il le pre-
sente comme dérivé. En cela encore, il aurait snivi Laplace. Mais, sans

prétendre décider cette alternative, prenons cette valeur du cnafﬁciant-jj:

telle qu’il Padopte ; et voyons si, en la maintenant constante, comme il le
fait, !'expressiml de la réfraction qui en résulte peut étre légitimement trans-
portée a des états météorologiques de la couche d'air inférieure, autresqgm
celui pour lequel il I'a établie.

» Cette expression, comme toutes celles qui ont été obtenues par d’aulsmﬂ;

geometres, renferme deux éléments physiques, désignés généralement par-
les lettres I et o, lesquels varient avec la température ¢, et la densité g, dela
couche d'air inférieure ou 'observateur se trouve placé. Leurs valeurs algé-
briques sont o
2 kp

I:Iﬂ{]""’“ Ef,}l, ﬂ=mls

(*) Mémoire d’Ivory, page 4?3' | .

X




SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES. 85

I, est une constante qui dépend du rapport des densités de Pair et du mer-
eure, évalué pour la station d'observation, la température étant o® et la
pression 0™,76; ¢ est le coefficient de la dilatation des gaz; k est un nombre
constant qui dépend du pouvoir réfringent de I'air, et qui est connu par des
expériences de laboratoire. Dans toute expression générale de la réfraction,
théoriquement établie, ces deux éléments [ et  entrent explicitement, sous
des formes définies par la nature de U'atmosphere fictive ou 'on suppose la
réfraction opérée. On pourrait done déterminer symboliquement les chan-
gements que leurs variations doivent produire dans la grandeur de ce phé-
nomene & toute distance du zénith, si I'on savait assigner les changements
correspondants qui doivent survenir dans la constitution de I'atmosphere
fictive, quand I'état météorologique de la couche d’air quila supporte vient
a varier, Mais ceux-ci n’étant pas assignables par nos connaissances actuelles,
onn'en tient pas compte. Cest-a-dire, qu’apres avoir déterminé les constantes
specifiques de cette atmosphere pour un état météorologique spécial, et, si
I'on veut, moyen_de la couche inférieure, on l'applique avec ces mémes
counstantes a tous les autres, ce qui implique une impossibilité mathéma-
tique manifeste. '

» Elle ne l'est pas moins au point de vue physique. Je prends comme
exemple la formule d'Ivory. Apres y avoir fait le coefficient fégal i £, elle
lui donne la réfraction horizontale conforme 4 sen type 34'17%,5, quand ka
température ¢, est 10° Farenheit, et la pression p, 3o pouces anglais, ce qui d¢é-
termine [, p, et par suite 2. Alors il calcule les changements que doivent éprou-
ver [ et &, quand ¢, et p, varient autour de ces valeurs fondamentales; et il les
introduit comme correctifs, dans son expression geénérale de la réfraction

sans y changer le coefficient f. Or, puisque ce coefficient détermine mathé-
~ matiguement le décroissement initial de la température dansson atmosphére
hypothétique, et qu’il fixe meme complétement la constitution absolue de
cette atmosphere, la constance qu'lvory lui attribue, équivaut asupposer que
ce décroissement, et par suite I'atmosphere tout enticre, se maintiendront in-
variables, quel que soit I'état météorologique de la couche inférieure. Ceci est
physiquement impossible. Car les mémes causes qui font varier accidentelle-
ment |'état de cette conche, agissent toujours, en méme temps, mais avec des
intensités inégales, sur les supérieures qu’elle supporte; ce qui doit changer
continuellement leurs relations de densités et de températures 4 une méme
hauteur, comme en effet Vexpériende nous le montre tous les jours. L’at-
mosphére d'Ivory, rendue constante par l'invariabilité de son coefficient f,
ne se préte done pas i ces variations. Elle ne s'applique légitimement qu’a

B. 12
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I'état météorologique pour lequel il I'a fabriquée. Vraie ou fausse, elle ne
peut donner les réfractions que pour cet état spécial, non pour aucun autre.
Cest dove a tort qu'lvory prétend la leur appliquer, et qu'il la présente
comme élant, sous ce rapport, plus générale que celle de Laplace. Toute la
ditférence, c’est quil a méconnu cette limitation, que Laplace avait com-
prise.

» Dans un Mémoire postérieur de quinze années, qui est inséré aux Trans-
actions philosophiques de 1838, Ivory a repris ce travail avec de nouveaux
développements analytiques, appliqués 2 des hypotheses de méme forme,
seulement composées de plus de termes que celles de 1823, Mais, il entre-
prend toujours le probléme & ce méme point de vue, qui renferme l'incom-
patibilité que j'ai signalée tout 4 heure. Car il se propose de constituer
une nlrmnsphém fictive en équilibre, représentant I'état moyen de I'atmo-
sphere réelle si elle était soustraite aux causes qui la troublent, d'y calculer
les valeurs moyennes des réfractions, et de les adapter ensuite a des états
météorologiques quelconques de la couche inférieure, sans changer les
¢léments déterminatifs de I'atmosphére moyenne, qui est supposée les pro-
duire (*). Voila aussi ce qu'il fait en définitive. Car, aprés avoir déter-
miné¢ de nouvean son coefficient f, qui dépend du décroissement initial de
la température, il le conserve constant dans ses réductions, par la raison,
dit-il, ge'itl ne parait pas sujet a changements dans notre climat (**). Or il
est au contraire perpétuellement variable. Dans ce méme travail, il entre-
prend d’étendre sa théorie & une atmosphére humide, admettant d’apres
les expériences faites par Arago et moi, que cette circonstance influe seule-
ment sur la stratification des couches aériennes, sans que le pouvoir ré-
fringent de l'air, & pression et température égale, en soit sensiblement
altéré. Mais, avec cette simplification méme, le probléme ne serait acces-
sible que si I'on connaissait, au moins approximativement, la proportion
moyenne, et graduellement décroissante de vapeur aqueuse, qui existe dans
I'atmosphere adiverses hauteurs. Cette difficulté a été cachée a Ivory, par une
fausse équation de dilatabilité de I'air humide sur laquelle il se fonde (**%),

(") Phil. Trans., 1838, page 187.
';'1-} I.{lfda, pabﬂ'zgl_ : |

[***) Ibid., 1838, page 1gg. Soit (=) la densité de 'air Aumide, sous la pression p et
3 la température . Nommons (¢}, p,, £, les élements analogues daps la_couche inférieure
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et qui, dit-il, équivant a celle que M. Biot établit dans les Additions a la
ﬂbnnmmmce des Temps de 1839, page 18. Mais cette équivalence n'est pas
réelle. L'équation d'Ivory n’est vraie que dans deux cas: lorsque les cou-
ches "air sont tout a fait’ privées de vapeur aqueuse; et lorsque la tension
de la vapeur aqueuse y est partout proportionnelle a la pression, ce quin’a
pas lien dans notre atmosphére, puisque la vapeur aqueuse y devient insen-
sible & des hauteurs ou la pression est encore tres-forte. La preuve de cette
erreur est si simple, que je l'insére en note au bas de cette page; et, par une
conséquence inévitable, la suite entiére de ses caleuls en est viciée.

» De tout cela, cependant, Ivory déduit une Table de réfractions appli-

de l'atmosphére. L'équation de dilatabilite, posée par Ivory, est .

£ (T-et) (p)
) P (et (p)

‘¢ etant le coefficient de la dilatation des gaz. Désignons maintenant par p et p, les densités de
lair sec, sous les mémes pressions , et les mémes températures. On aura encore, dans e cas :

_(i+sr)p
_.u. 14, g,

(2)

cette seconde équation ne peut saccorder genéralement avee la premiére , que si 'on a :

) ..
(FL. .p

or cette egalltede rapports ne peat exister que dans denx ecas : 1° si la quantité de vapeur
contenue dans (¢ ) et (p), est nulle; 2° sila tension de cette vapeur est, dans (p) et (p).,
proportionnelle aux pressions p et p,.

La véritable équation de dilatabilité, que j'ai établie a la page 18 de mon Mémoire , et

qu'lvery a citée, est :

P ‘*%) _ fustseiip)

FI(I_%E)—(u-Hr,J.;p],‘

(¢) et (p), representent les densités actuelies des deux melanges gazeux, et @, =,, les ten-
sions de la vapeur qu'ils renferment. Comme je supposais alors le coefficient & égal i 0,00375
ou i, j'avais remplacé 5 par sa valeur 100¢. De plus, ayant spécifié la signification des
symboles employés dans mes formules , 'y avais exprimé les densités actuelles des mélanges
gazeux par ¢ et p,, sans parenthéses. C'est 13 probablement ce qui aura trompé Ivory.

1%..



A8 SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES.

cable a toutes les distances zénithales, et a tous les états météorologiques
de la couche d’air inférieure, Table, selon lui, bien plus exacte que celle de
la Connaissance des Temps, et concordante avec celle de Bessel jusque
vers 88” ou 88° L de distance du zénith. Mais cette conformité de nom-
bres, conclus d’hypothéses diverses, prises en dehors des réalités, ne
prouve point la justesse physique de ces hypothéses. On n’y peut voir que
le résultat commun d'un empirisme différent. Or, autre chose est de com-
poser une formule, qui reproduise approximativement, et en moyenne, les
réfractions qu'on observe, ou de les déduire d'une théorie générale, fondée
sur des principes physiques et mathématiques rigoureux. Aux distances
du zénith qui sortent de I'approximation générale, la théorie d’Ivory n’offre
pas plus que celle de Laplace ce dernier caractére, quoi qu’il ait cru pou-
voir le lui attribuer &4 meilleur titre. 1l nous reste 4 voir si Bessel, en se
bornant au dessein plus modeste, de composer une Table des réfractions
moyennes, suffisamment approchée pour les besoins des astronomes, a été
conduit i des formules, dans lesquelles les caracteres réels de notre atmo-
“sphere se trouvent plus fidélement empreints. C'est ce que leur interpréta-
tion va nous apprendre ; et je terminerai par la cette longue étude.

Formules qui définissent les propriétés caractéristiques de I'atmosphére d'Teory.

Ces formules ne seront que des applications particuliéres de celles que j"ai établies dans les
Additions & la Connaissance des Temps de 183g et de 1841, pour des atmosphéres quelcon-
ques, séches ou humides, dans lesquelles la relation générale des densités aux pressions , est
donnée. Clest pourquoi je me bornerai ici & montrer la marche du caleul par laquelle on les
obtient, en indiquant les pages de ces deux Mémoires, on 'on trouvera les details des
démonstrations.

Soit géncralement e L= ¥ et designons par £, la valeur de la constante Z, i la

I 1
station d'observation, quand la température ¢, est o degré. Nommons ¢ le coefficient de la
dilatation des gaz. Alors|'atmosphére considérée étant supposée séche, I'expression genérale
de { sera

{= (1 + ¢t,) Mémoire de 1839, page13.
Dans ces meémes circonstances, on aura :

(1+e2) = Memoire de 1841, pages 6g et 70,
T en y faisant nuls w et w,, qui re-
présentent les tensions de la va-
peur arqueuse.

I"éqquation de la dilatabilite (1)

-
Vequation de Péquilibre  (2) lda=— ,EF ydr
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La premiére étant differentiée donne :

(3) PR Lobank L e RN
EX
et
dr
~ sil'on désigne par + dr le nombre de métres dont il faut s'élever au-dessus de la distance r
du centre, pour que la température ¢ s'abaisse de 1 degré centésimal, les formules genérales
de variation, etablies dans mon Mémoire de 1841, pages 71 et 72, étant appliquées i ce cas

spécial, donneront :

En divisant cette valeur de dr, par celle de dr, prise dans I'équation {2), on au . Or,

1

fr = — ——

(%)

%

en effectuant les calculs indiqués, on trouve ainsi :

r r
dr= lf..“ﬂ—,(l—{- T)‘
IE_ x

quand la relation donnée entre x et y est:
(4) z=Ay+By'+C,
il en resulte
. 7 A
gr= :.’,;(14— m)

C'est I'expression que j'ai rapportee dans le texte.
1.'équation différentielle (3 ), étant retournée, donne :

b g g S0
z (1=t )
Remplacez dx par sa valeur, prise dans I'équation de I'équilibre; puis divisez les deux mem-

: dt I :
bres par dr, et substituez & . 54 valeur — 770 vous obtiendrez :

rf‘r L ﬂ-? _r1 lfi
dr = FE+IEI+IE|I‘I3FI
Ivory remplace r par une autre variable s, telle qu'on ait

L]

r=a-ls; etdeplusilfait y=1—w,
il en résulte donc généralement, dans sa notation,

de ay iy’

— Lief) ——
s rlox rdr
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A la station d'observation rest a2, et x, y sont tous deux égaux a < 1. On a done alors :

(j_j)::;— ‘ 'f:'}.’

c'est I'equation de condition qu'Ivory pose & la page 424 de som Mémoire. Mais il éorit mal
4 propos, dans le second membre , / an lieu de 4,.

Il ne reste plus qu*h découvrir la relation qui existe entre les densités et les hauteurs, l:IJ
I'atmosphére considérée, Pour cela, de 'équation ( § ) qui la définit, tirez, par la di
tiation, dx en fonction de dy, et subSiliibe-15 dacis I'équation de I'équilibre. 1l en mnl‘téri

Integrant les deux membres de celle-ci, et ajoutant une constante arhutrmre C’ on a, en lu-
garithmes tabulaires : f &

i { A
S (ﬁlﬂﬂr+ nll.r) +C';

Mest le module 0,43§2945, dont le logarithme tabulaire est 1,6377843. La constante €'
i

s¢ détermine par la condition que 1'égalité subsiste & la station d'observation, ol y est 4+ 1
ot regal & a ; cette condition exige qu'on ait :

I=EH£ -+ "
AT

En retranchant la premiére egalite de celle-ci, la constante G’ disparait, et l'on a enfig :

Ly "[ I-:-g( )+=n(t_;}]

r a

r — a st la hauteur au- dessus de la station d'observation. Nommons-la z; et faisons, pour

abreger,

A

H_.."[-—-Iug( )+iﬂ[:—_r]

M x : b

on aura f.+'
z _E r
ez a’
«l, par suite,
Hi "Ik
(5) s=H+ —0-

La hauteur = devient infinic quand H = 4, ce qui répond a une certaine valeur de y, do- iy
pendante de celles des coefficients A, B. Ainsi, dans le cas méme ol I':Imnaphweunua—'
risée par I'équation (4 ) aurait une étendue infinie , la condition de son équilibre exige que la
densité ne devienne pas nulle 4 sa limite. Si on lui assigne toute autre densité finale u, plus
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grande que celle-1a; sa hauteur sera limitée, et on la connaitra par équation (5). C'est ainsi
que J'a caleulé les deux exemples rapportés dans le texte, en attribuant i {la valeur §253=,23,
qui résulte des donnees adoptées par Ivory, lorsqu'on l'applique i la température de 50° Far, ,
ou 10° cent. pour laquelle ses calculs sont établis.

|| pourra ne pas dtre 5Iﬂ.ll'i'|l!' d "ajouter ici un mot d’ -E'I]]]l{:al.lnu, relativement au passage de
mon Mémoire, inséré aux Additionsé la Connaissance des Temps de 1841, sur lequel je me suis

appoyé. Dans ce passage, pages 71 et 72, dr etdy expriment géncralement les variations al-
gébriques de ret de y qui répondent & un acervissement £ — ¢ de la température, égal i

ts I : !
1° centésimal. Alors 4 rest + F“; et dy est —f——nt.-‘—" Mais, si ['on veut que ces mémes
| 7) (%)

dy
symboles, repundent 4 un abaissement de 1°, il faut supposer ¢ — ¢ égal 3 — 1°; ce qui
donne :

I 1
.—.——Er— et [i‘_j"':— 'Tl
E (%)

c'est ainsi que j'ai di les employer dans Papplication actuelle ; comme je I'avais fait egalement
dans le tableau numérique inséré i la page 73 de mon Mémoire.

(Séance du 1q février 1855.)

Sur le degré de confiance que Uon doit accorder aux Tables de réfraction
actuelles. Examen de la théorie de Bessel.

« Avant de commencer cette nouvelle lecture, j'ai besoin de répondre i
une pensée qui s'est présentée a lesprit de plusieurs de mes amis, dont la
bienveillance, ainsi que les lumicres, me rendent les avis scientifiques tres-
précleu Considérant que la constitution réelle de latmns]}hcrp terrestre
ne nous est pas connue, quelle a méme été Jusqu'ici, a peine explorée
dans ce qu'elleaurait d’accessible; pourquoi, disent-ils, vous obstinez-vons

. ascruter minutieusement des théories qui ne peuvent étre qu'hypothétiques,
 au lieu d'employer le peu qui vous reste de temps et de forces, a des re-
~ cherches d'un intérét plus immédiat, et plus apparent? Je sais gré du con-
* seil; je ne sanrais accepter la conséquence. On enrichit les sciences quand
& i_m.l'e-ur apporte des vérités nouvelles; on les fortifie en les débarrassant des
' fausses appréciations. Si les Tables de réfraction, actuellement en crédit,
{ n'avaient d'autre défaut que de devenir incertaines aux approches de
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I'horizon, elles ne tromperaient personne. L'excessive mutabilité que les
phénomenes acquierent alors, par des accidents lointains hors de toute
prévision, montre suffisamment qu'aucune théorie ne peut enchainer leurs
caprices. Mais supposez que, pour les réunir approximativement dans une
méme loi avec ceux qui sont plus réguliers, les auteurs de ces théories aient
affaibli insciemment la rigueur, la certitude, qu’elles pouvaient avoir, étant
limitées a des distances zénithales moindres ; qu'y aurait-il de plus utile que
d’en avertir, quand on songe que toute la précision de I'astronomie obser-
vatrice en serait compromise? Les Tables de Bessel, aujourd’hui presque
universellement adoptées, sont-elles, en ce point, irréprochables? c'est
ce que je me propose d’examiner. I'y procéderai avec tout le respect, et
toute la défiance de moi-méme, que doit inspirer un nom si justement
célébre ; mais aussi avec la plénitude de la liberté scientifique. Maintenant,
comme toujours, on peut aimer Platon; mais il faut aimer davantage la
verité.

» Les recherches de Bessel sur les réfractions astronomiques, datent de
1818 elle sont posteérieures de 13 ans, a la théorie que Laplace avait donnée
de ces phénomeénes dans le livre X de la Mécanique celeste. 11 fut conduit
a les entreprendre par son mémorable travail sur les observations de Brad-
ley; car leur réduction exigeait la détermination exacte des réfractions qui
les affectent, en méme temps qu’elles lui fournissaient les données les plus
précieuses, comme les plus abondantes, pour I'obtenir. I'exposé de ces
recherches se voit au chapitre IV des Fundamenta astronomie, avee la
Table générale de réfractions que Bessel en a déduite. Cest la méme qu'il
areproduite, avec quelques modifications relatives a 'emploi des éléments
météorologiques, et a la valeur absolue de la constante o, dans le célébre
recueil intitulé : Tabule Regiomontane, qui est anjourd’hui comme le
code légal des astronomes. Mais il n'a rien changé aux principes mathe-
matiques sur Ir.-sqtm]s il I'avait établie, non plus qu’aux formules génémles
qu'il en dérive. Nous pouvons donc apprécier complétement les bases et
les conséquences de sa théorie, dans ce premier travail, ou tous les détails
des calculs analytiques sont exposés.

» Laplace avait mis en évidence les difficultés physiques du probleme, -
que lui-méme avait ouvertement signalées, Considérant la presque impossi-
bilité de former une hypothése assurée, sur la loi de décroissement des
densités dans 'atmosphere terrestre, parmi les continuelles perturbations
qu'elle éprouve, Bessel déclare « qu'il s'est uniquement proposé, de cou-
» poser une expression géncrale des réfractions qui satisfasse le mieux pos-
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» sible aux observations des astronomes (¥ ). » Or, ayant atteint ce résultat
4 sa propre satisfaction, que partage le plus grand nombre des observateurs
de nos jours, il y a un grand intérét, non pas a contester I'hypothése mathé-
matique dont il est parti, mais 4 en déduire les hypotheses physiques qui
s'v trouvent imp]icitement comprises; a voir ce qu'elles représentent ; jus-
qu’a quel point elles s'accordent avec les réalités; et enfin si toute la série
de ses caleuls s’y adapte fidelement. C'est a ce point de vue d'une explora-
tion, pour ainsi dire expérimentale, que je vais me placer. Pour la faire, je
n'aurai qu'a m'autoriser des formules générales que j'ai exposées a la suite
de ma communication précédente; et c’en sera une application trés-facile.

» Désignons, comme je I'ai fait toujours, ;% par x, if[*E- par y. Bessel

adopte pour circonstances météorologiques normales de la couche d'air
inférieure, la température de 48°,75 Farenheit, ou 9°,3056 centigrades ; et la
pression p, de agP**,6 anglais, ou 0™,7518. A cette température, il prr-ml la
constante [ égale a 4226',85 ou 8236™,73; et comme l'expression génerale
de Zest:

L =1 (1 + et,),

e étant le coefficient de la dilatation des gaz, qu'il suppose d’apres Gay-Lus-
sac étre 0,0375, il en résulte :

lo=7959°0 logl,= 3,go0o8585.

Les autres données linéaires, qu'il exprime de méme en toises de Paris, et
que je traduis aussi en métres, sont :

» 1°. Le rayon terrestre 2 la station d’observation :
a = 6 372 g6g™, log a = 6,8043418,
d’ou il résulte
. iy [ 5
== 0,00124887, log - = 3,0065167,
» 2° Une constante arbitraire g, dont jexpliquerai I'emploi tout a
I'heure, et dont la valeur est :

§ = 227775%6,  logg = 5,3575073,

{*) Fundamenta astronomiee. Preefat., page 27.
B. 13
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d’on il résulte

Tqa

= 0,0349423, Jngfé_: — 2,5433512.

Ces éléments de caleul étant préparés, Bessel les associe dans une com-
binaison analytique tres-simple, qui lui permet d’emprunter toutes les for-
mules d’intégration que Laplace avait établies pour le cas d’une température
uniforme, en les rendant susceptibles d'une application plus générale. Dans
ce cas d'uniformité si I'on fait, comme Laplace au § 5 du livre X de la Mé-
canique céleste :

')

.‘I".l - 1 4,

s, etant une nouvelle variable, dont les valeurs extrémes sont o et + 1, on

trouve, aprés avoir introduit la condition de I'équilibre, que les densités &

[

ou ¥y, sont lices & la variable s, par I'équation snivante :

ry=e ', ‘

dans laquelle e désigne la base des logarithmes hyperboliques. Bessel lui
substitue hypothétiquement :

-

l'r-ﬂ} y=e i

i, etant un coefficient, qui a pour expression générale :
- { o
i=1— - -

-

ou g est la constante arbitraire dont on a va plus haut la valeur numérique;

et il dit 'avoir déterminée, par la condition de représenter le mieux pos-

sible les réfractions inférieures de 24 étoiles circompolaires, que Bradley
avait observées un tres-grand nombre de fois dans leurs deux culmina-
tions (7). D'apres ces mémes epreuves, il adopte, pour la constante &, une

(*) Fund. Pref., page fo. En exposant page 27 son hypothése mathématique, Bessel dit
que le produit s représente la hawteur de la couche aérienne. Ce ne peut étre i qu'un
énonce approximatif, frequemment usité, mais qui n'est applicable qu'a des hauteurs res-

: ; : S e . P
treintes. En effet, si as était supposé rigourensement egal i r—a, s serait e Alors ,




e

SUR LA THEORIE DES REFRACTIONS ATMOSPHERIQUES. 95

valeur moindre que celle de Laplace, et qui s’accorde moins bien avec les
déterminations physiques. Il la fait, en secondes sexagésimales, égale i
57,538 dans les circonstances météorologiques qu'il a choisies comme fon-
damentales. Celle de Laplace, transportée i ces mémes circonstances, serait
57",940. La différence absolue des deux évaluations o”,4 est fort petite;
mais son influence s'agrandit considérablement, dans les réfractions voi-
sines de I'horizon. Sur ces données, le calcul algébrique s'achéve par les
formules de la Mécanique céleste, que la présence du coefficient i, n'em-
péche pas d'étre analytiquement applicables; et ¢’est de 1a que Bessel conclut
les valeurs numériques des réfractions, dans I'état normal de Vair i la sta-
tion d’observation. I les transporte ensuite & tout autre état de cet air, en
faisant varier analytiquement la température et la pression inférienre, dans
tous les termes de leur expression algébrique qui contiennent ces deux éle-
ments, et en calculant les réductions qui doivent en résulter. C'est le seul
moyen correct de les obtenir. Ivory et d’autres, lui ont emprunté cette mé-
thode sans le citer; et une phrase des Tabule Regiomontane, qui fait allu-

sion a cet oubli, montre que Bessel n’y a pas été insensible (*).

» La relation hypothétique (2) doit, comme celle qu’il remplace, éwe
supposée astreinte a la condition de sphéricité des couches aériennes, ainsi
qu aux équations de I'équilibre et de la dilatabilité des gaz. J’ai montré que
la sphéricité est toujours admissible, pour chaque trajectoire lumineuse, i
titre de construction auxiliaire. La condition d'équilibre est nécessitée, non
seulement par I'analogie des formes, mais aussi parce que, sans elle, on ne
saurait admettre qu'il pit exister une relation fixe entre les densités et les
hauteurs. D'ailleurs, la constante [, n’a d’application physique, qu'en ad-
mettant que la pression p, représente le poids total des couches supérienres
a la station d’observation ; et la ¢ondition de dilatabilité, est également sup-
posée par le mode de variation que I'on attribue i cette méme constante,
en fonction de la température ¢,. Nous pouvons done & juste titre appli-

dans application & des atmosphéres indéfinies, les intégrales relatives 3 la variable s de-
vraient éire prises depuis s = o jusqu’a s = . Or celles gque Bessel emprunte i Laplace,
r—a

pour des cas pareils, sont prises depuis s = o jusqu’ s =1, parce que s y est fait ¢;al i
Ce doit donc étre 1 aussi Pexpression exacte de la variable s dans les formules de Bessel | et
cela se voit aussi, par la forme sous laquelle il la fait entrer, page 28, dans Vexpression com-
pléte de la densiteé, donnée par la condition de equilibre.

(*) Tabule Regiomontana, Introduction, page LX.
13..
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quer ces deux conditions & I'équation {-:.«.) de Bessel, pour en drdmre]es
caracteres constitutifs de atmosphere, ot elle existerait. :

o

» La condition d’équilibre établit entre la pression f ou x et la dis-

tance r, la relation suivante :

lidr = — ﬂ::_;rdr;

qqui, en remplacant r, par son expression en s, devient :
ldr = — ayds.
O 'équation hypothétique (2) donne :
i
dy = —; ayds;
il en résulte done :
idx =dy
et en intégrant :
x4+ ¢c=Y;

¢ est une constante arbitraire, qui doit se déterminer de maniére que I'éga-
lité subsiste a la station d'observation, ou = et » deviennent tous deux
égaux 4 + 1. Cette condition donne ¢ = 1—7; d'ou résulte ensuite géné-
ralement :

(3) LE A L= = T}

si l'on construit géométriquement cette équalion en prenant les prminns"l :
i

ou &, pour abscisses, et les densités £ ou ¥ pour ordonnées, elle repré-

P

sente une ligne droite, inclinée sur I'axe des pressions d’un angle I, tel que

tangl = i.

Or, d’aprés ascension de Gay-Lussac, comme d'aprés les mesures baro-
métriques de MM. de Humboldt et Boussingault, cette relation rectiligne
est effectivement celle que 'on trouve exister dans I'atmosphére réelle,
quand on sy éleve au-dessus des couches d’air les plus habituellement trou-
blées par les accidents météorologiques; et méme, la valeur de I'angle I qui
se déduit de ces observations differe tres-peu de celle que I'hypothése de
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Bessel donne pour les valeurs correspondantes de la constante {, comme je
le prouverai dans un moment par les nombres.

» Ala limite supérieure de I'atmosphere, ou la pression x doit devenir
nulle, I'équation (3) assigne 4 la densité une valeur finale , qui est

u=1—1i;

w - E " L
dans hypothese de Bessel, i est 1 — = il en résulte donc :

i
= —
g

=0,0349423 (1 + ¢¢,).

D'apres la petitesse du coefficient ¢, et le pen d’étendue dans laquelle les
températures ¢, oscillent naturellement, on voit que la densité finale restera
toujours une petite fraction de I'unité dans les applications; c'est-a-dire
qu'elle ne sera jamais qu'une faible partie de la densité inférieure o,, qui
est prise pour unité de toutes les autres.

» Le faitd’'une densité finale, qui subsiste encore quand la pressiop devient
nulle, est conforme aux considérations physiques. Mais la formule de Bessel
la ferait varier avec la température ¢,, dont I'influence ne pourrait s”’étendre
aussi loin. Cet inconvénient sera commun a toute h}'pﬂthésv ou l'on pre-
tendra lier les pressions aux densités par une méme loi de dépendance
continue, s'étendant 4 toute 'atmosphere. Car I'état de celle-ci ne varie
trés-probablement que dans les couches inférieures, et doit se maintenir
constant, ou a peu pres constant, 4 une certaine ¢lévation. '

» Puisque la condition de I'équilibre exige que la densité finale «, soit
égale a 1 —i, tous les systemes d'atmospheres, résultants de I'hypothese
mathématique de Bessel, prise dans sa généralité algébrique, seront com-
plétement définis par les deux équations suivantes :

-{1-qu:

(2) y=e ;
(3) y=(1—u)x -+ u
dans lesquelles on a :

! r— z
== (58 i — — ¥
4 r a4+ =

en nommant z la hauteur de la couche atmosphérique dont la distance au
centre est r, et la densité y.
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» Quand la densité finale # sera donnée par son expression couvention-
I W . . Lo n ¥
nelle =, I'équation (2) fera immediatement connaitre chaque valeur de la

densité y qui correspond i une valeur assignée de la variable s, et récipro-
quement. Car, en prenant les logarithmes tabulaires des deux membres, on
obtient :

log (lr) = -—-u}li}slo.ge

loge a pour valeur 0,4342845... Je le désigne par M, dont le logarithme
tabulaire sera !,53'}734&1 Si 5 est donné, on aura tout de suite _-;lr Si au con-

traire y est donné, on dégagera s. Pour connaitre la hauteur z de la couche
aérienne qui y correspond, il n'y a qu'a remplacer s par I'expression équi-
valente T et alors, en faisant, pour abréger :

=
-

1= i )

on obtiendra :

H
i — H .

5} / ZIH—I—

si 'on prend y égal a la densité finale u, z sera la hauteur de I'atmosphere i
laquelle cette densité appartient. Je la désignerai généralement par Z.

» En la calculant avec les données numériques que Bessel adopte,
pour des valeurs graduellement croissantes de la température inférieure ¢, ,
par conséquent aussi de la constante [, on trouve qu’elle en résulte de plus
en plus grande. Toutefois, méme en laissant a I'expression quila donne toute
sa généralité de variation analytique, la hauteur Z ne peut jamais devenir
infinie. Car, pour que cela arrivat, il faudrait que le produit que j'ai désigné
par H, pit se trouverégal a a. Or, d'aprés les conditions assignées par Bessel
il restera toujours inférieur a la constante g, qui est moindre que a.

» En effet, dans son hypothése, la densité finale &, a pour expression

genérale g‘:- Remplacant done [, dans H, par sa valeur gu, et y par u, pour

5igniﬁe|- que nous cherchons Z, nous aurons :

T 0 I
H:" o .-‘_._T Dg--
loge (1 — ) [

La densité tinale u est toujours moindre que 1 qui represente la densité de
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la eouche inférieure. Représentons-la généralement par 1 — w, w désignant
une fraction positive quelconque. 1l en résultera :

-,'H =m+-§a+u]ﬂg{| —*tﬂ]l.

loge w
Le facteur logarithmique peut se développer en une série toujours conver-
gente, puisque » est moindre que 1. Enle faisant, et achevant les opérations
indiguées, on trouve en définitive :

= S gl LD, Gy
H_g(l Sy ey 34:..1._.J.
ce qui montre que H ne pourra jamais surpasser, ni méme égaler la con-

stante g, que Bessel a faite conventionnellement moindre que a.

» Si onlaissait cette constante g, parconséquent, la densité finalew, entie-
rement arbitraire, tout en conservant a [ la liberté naturelle de ses variations,
on pourrait rendre Z infini, en posant la condition :

|:I—I.:'ff

I l : F
'{I— u] Iuge lﬂg (E) =da, ce ql-H anllE : U= =28 :

et il ne resterait qu'a déduire u de cette égalité. Je me borpe i la mentionner
ici, parce que nous en retrouverons l'application plus l::u’{l.

» Ce point établi, je cherche le mode de distribution des temperatures.
On le connaitra par I'équation de dilatabilité, qui, dans les atmospheres
dépourvues de vapeurs aqueuses, comme celles que nouns considérons
ici, est :

| s ol 14 1ad) &

I4ef, ¥

en la combinant avec la relation assignée des x aux y, qui est :
(3) r=(1—u)x <+ u,
il en résulte :

B imem (o) (),

~ y étant toujours une fraction de 'unité si ce n’est dans la couche inférieure,
et la densité finale » étant aussi toujours moindre que 1, ¢ sera toujours
moindre que ¢,. C'est-a-dire que la température ira en décroissant de bas
- en haut. Pour une méme valeur de y, 'abaissement absolu ¢, — ¢ sera d’au-
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tant plus grand que la densité finale w sera plus sensible; ce qui dans I'hy-
pothese particuliere de Bessel, suppose I'atmosphere plus haute. Toutefois, 4
la limite de toutes ces atmosphéres, ou ydevient égale a la densité finale z,
u disparait du second membre de la formule, ainsi que ¢, ; et quelles que
soient les valeurs de ces deux éléments, elle donne toujours

i = — i;
|
mais ceci est seulement un résultat spécualatif auquel I'hypothese conduit.

» Si 'on nomme &7 le nombre de métres dont il faut s’élever au-dessus
de la couche aérienne dont lerayon est r, pour que la température s'abaisse
de 1 degré centésimal, l'expression générale de dr, dans une atmosphére
exempte de vapeur aqueuse, est:

I"-
Lo B dy
s .f.,e ok e .
T TF

En la particularisant pourla relation des x aux yassignée par I'équation (3 ),
il en résulte :

et
PIONiE (1 &t ];
g g
1l en résulte donc :
s R RS i
(7) O
u 0 Po= r ] #
au niveau de la couche inférieure - et y, sont, I'un et autre, égaux a + 1.
854™ 16
Le décroissement initial de la température est donc I_f' =» ou Ii_—:tr
i i

attribuant 4 g et ¢ leurs valeurs numériques. Il se trouve ainsi beaucoup
plus lent qu'on ne l'observe dans l'atmosphere réelle. Lors de I'ascension
de Gay-Lussac, par exemple, ¢, étant + 30°,75, on aeu(d'r), égal a 145", on
854= .16

4,38 I
atfaiblir la constante g dans le méme rapport. Mais alors elle ne satisferait
plus aux réfractions; etil en résulterait une densité finale u, cgale a 0,155
de celle de la couche inférieure, ce qui est également inadmissible.

+ Pour I'obtenir tel, par I'hypothése de Bessel, il faudrait done y
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» Le pmduit;;: 7 qui forme la partie variable de ¢'r dans la formule ( 7),

est composé de deux facteurs, qui, ayant d’abord la méme valeur 1, dans la

couche inférieure, s'écartent ensuite I'un de autre en sens opposé, dans
¥

tout le reste de leur progres. Le premier :T saccroit d’abord lentement ,
‘mais indéfiniment, 4 mesure que raugmente, tandis que, dans les mémes
circonistances, la densité y vas'affaiblissant toujours jusqu'a sa limite finale r.
Il résulte de cette opposition, qu'en partant de la couche inférieure la dimi-
nution provenant du facteur y prédomine d’abord, de sorte que les valeurs
de d r diminuent, et le décroissement de la température va en s'accélérant,
ce qui s'observe aussi dans l'atmosphere réelle. Mais si 'on pouvait attri-
buer a Patmosphére une étendue illimitée, I'accroissement progressif de

F - L L] [ L] - L] -
= se trouverait, 4 une certaine hauteur, prédominer sur la diminution de y;

et dés lors, dans tout le reste de 'atmosphére, le décroissement de la tempé-
rature irait en se ralentissant. D'apres I'expression générale de yen r que
fournit I'équation (2), ce passage s'opérerait analytiquement, quand on
aurait

: ad
= (-0

or, la constante [ ne pouvant jarﬁais, dans les applications, s'élever jus-

qu’'a 10000 meétres, ou environ Eﬂ? du rayon a, cette valeur de r dépassera

toujours Jooa. Elle excédera donc énormément les hauteurs de toutes les
atmospheres qui peuvent se deéduire de hypothése de Bessel pour des
valeurs phystquement realisables de ¢,. Ainsi, le décroissement local de la
température ira toujours en s’y accélérant depuis leur base jusqu’a leur
sommet, '

» Afin que I'on puisse voir, d’'un seul coup d'eeil, toute l'interprétation
physique de 'hypothese de Bessel, je rassemble, dans le tableau suivant, les
caracteres principaux des atmosphéeres qui en resultenr pour les trois va-
leurs de ¢, ; 0% + 9°,3056; + 30°75. La seconde est la température qu'il
a prise comme normale ; la troisieme est celle qui a eu lien dans I'ascension
de Gay-Lussac.
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| Gav-Lessac. ¢;==+ 369,75,

Decroissement initial de la
tempeérature. ... (dr)| 854,16 | Ba25m,35 195%,81
Décroissement local, quand

(37)| 430,99 | 416,36 155,04
Décroissement absolu, pour
—g%66 | — 10°,54

Densité finale, « ou . . éu,uﬁgﬁmi 0,0361616

Inclinaison de la droite sur
| T'axe des pressions .. I1/43°58'52" | §3°56'43"
Hauteur de I'atmosphére Z.| 27782™ 28497™

» On voit, par ce tableau, que les atmospheres résultantes de l’hypnlhé&qf—;
de Bessel s'accordent avec I'atmosphere réelle dans plusieurs de ses pro-
priétés, et lui ressemblent en beaucoup plus de points que celles qui se
déduisent des hypotheses de Laplace et d'Ivory. Mais ces analogies péchent
dans les nombres. On les rapprocherait de I'identité si 'on affaiblissait la 3
constante g. Mais alors la formule hypothétique ne reproduirait plus les
réfractions, comme c¢'était le but de Bessel. La plus remarquable des ana-
logies dont il s’agit, consiste en ce que, dans U'atmosphere réelle, lorsqu'on
s'éleve 4 la hauteur ou la densité y est i peu prés réduite 4 0,5, le lien ulté-
vieur des densités et des pressions, aussi loin que 'on a pu le suivre par les
expériences aérostatiques du baromeétriques, devient rectiligne comme celui
de Bessel, et avec des valeurs de I'angle 1 tres-peu différentes. Clest ce que
montre le tableau suivant o j’ai rassemblé ces valeurs, telles que je les ai
etablies dans les Additions a la Connaissance des Temps de 1841, et dans
le tome XVII des Mémoires e I Académie des Sciences.
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vALECRS DE L.

Gay - Lussac, ascension aerosta- Comprenant ses seize stations les
tique. .... . | 42°53' 28" 64 plus hautes; sans éearts sen=

Humboldt , ﬂlnmlmrar;u h[esure sibles.
barométrique. . ...... 39.51.17.33 )

| Boussingault, Chimboraco. Illesure Ces inclinaisons sappliquent a

barométrique......... .. 41. 0.53.5§ I'ensemble des plus hauntes

| Lz siue, Anhsana. Mesure bam— )} stations, les températures in-

' METOe it s enmgeinnesis | 39.49.50. 42 ferieures ayant vari¢ de ahe
Lr miue, Anhsana, autre série. a 26°.

Mesure barometrique. ... ... | 41. 6.33 41

»

» Bessel n'a pas signalé ces concordances physiques, et il y a lieu de
croire qu'il ne les a pas cherchées. Car, s'il avait remarqué que, d'apres
I'expression qu’il assigne au coefficient i de son hypothese mathématique,
toutes les atmosphéres qui peuvent en résulter dans les applications, se
trouvent avoir des hauteurs si petites, que les plus grandes valeurs de la va-
riable s ne s’y élévent pas jusqu'a 0,006; et qu'en outre elles conservent
toujours une densité finale fort sensible, il n’aurait pas cru pouvoir leur ap-
pliquer, sans explication, les intégrales de Laplace qui conviennent a des
atmospheres d'une étendue infinie, ayant des densités finales d'une petitesse
excessive, et dans lesquelles les valeurs de cette méme variable s s’étendent
depuis o jusqu'a + 1. Clest la pourtant ce que fait Bessel, et ce sont la
anssi les limites qu'il assigne a ses propres intégrations.

» Pour faire voir clairement ce qu'il y a d’irrégulier, dans ce transport,
J'ai besoin de rappeler la condition déterminative du systéme d’atmosphéres,
pour lequel Laplace établit les calculs que Bessel lui emprunte. Clest que
la température ¢ y soit constante i toute hauteur. Or, quand on néglige
Iintervention de la vapeur aqueuse, comme le font Laplace et Bessel,
I'équation générale de dilatabilité est

I1==cf i
I+”'ll_._'|f'

-]

3

donc, si I'on veut que ¢ soit partout égal a ¢,, il faudra poser genéralement
[I.] =X

C'est effectivement la relation que Laplace admet; et, en faisant par con-

14..
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vention,

[
; = l o Jr
il en tire, comme je l'ai dit, par la condition de I'équilibre,

[
-_—

[2] ye=ie ! oulona I=1(r+ ct,).

» Mathématiqguement parlant, les équations [1] et [ 2 | sont incompatibles,
En effet, la premiére suppose qu'a la limite extréme de latmus.phere ou "
la pression & doit étre nulle, la densité y devient nulle aussi; mais, d'apre 3
I'équation [2], ¥ ne peut devenir nulle que si s devient infini, ce que |f
comporte pas la nature de cette variable. Car la plus peute de ses valeurs
est 0, ce qui arrive dans la Lguche d’air inférieure ou r = a; et la ph iif
grande est = 1, ce qui arrive lorsque rest infini, auquel cas la ?aleur ]

est e =i I suit de la quiune atmosphére gazeuse ne peut pas se mam!eni'&
en éq:uizére, sous Uinfluence d'une gravité réciproque au carré de la &I';:L ¥
tance v, si la temperature y est supposée rigourensement constante. R

» Renoncant donca cette condition d’égalité absolue, qui donherait x égal
a ¥, proposons-nous de constituer une atmosphére en équilibre, on la réﬁs!
tion algeébrique des y aux x, soit seulement astreinte a étre linéaire, m:r_m '
I'érait I'équation [1]. La forme la plus générale que I ‘on puisse attribuer a
cette relation sera : y

r=ixr-+b, e

¢ et b etant deux constantes indéterminées. Pour que I'égalité ainsi expl;r

mee, se veérifie dans la couche inférieure, ot & et y sont tous deux égaux

a + 1, il faudra faire b = 1 — i3 ce qui donnera en définitive : -
[3] f=£.1"-'—!—i- I -

» Le coefficient i reste indéterminé. Mais, quel qu'il soit, on voit qu"‘ 1
limite supérieure de I'atmosphére ot a doit devenir nul, la densité g
servera une valeur finale 1 — i :

» Celte relation étant ainsi établie dans toute la generalité qu'elle pe
admettre, appliquons-lui I'équation de I'équilibre :

frfm:—nfds, *'
i '._'.
Il en résultera 4
d‘r i
L .
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équation dont I'intégrale est :

: L '%"_,
[2] cg
Il n'y a pas de constante arbitraire a ajouter, parce que la condition que y
soit + 1 quand s est o, se trouve satisfaite.

» En représentant la densité hnale 1 — 7 par u, les équations [2] et [ 3]
deviennent :
—E:l—u]ij
[2] »r=e Y [3] r=(—u)x+ u;
ce sont les deux mémes que nous avons déduites de 'hypothese mathéma-
tique de Bessel, sauf que nous y laissons maintenant le coefficient 7 indé-
terminé. Elles auront done les mémes conséquences générales.

» Si 'on veut que S soit la valeur de s, & la limite extréme de I'atmo-
sphére, ou y est u; I'équation [ 2 | donnera pour ce cas :

—(1—a)7 §
=10 & :

ce qui établit une condition de dépendance mutuelle entre u et S.

» Laplace fait § = 1; ce qui donne a son atmosphére hypothétique une
étendue infinie. Alors la valeur de u sera déterminée par I'équation :

— (1—u ;
: w=e 3

c'est en effet la méme que nous avons reconnue précédemment, comme
devant rendre la hauteur Z de 'atmosphere infinie.

» 11 est facile de prévoir, que la valeur de u qui satisfera a cette égalité,
sera d'une petitesse excessive. Car le nombre e est 2,7281823. .. ; et, dans

. u . it .
toutes les applications habituelles le rapport 7 surpassera 700; puisque la

valeur de [ ne deviendrait assez grande pour I'abaisser jusque-la que si la
température inférienre ¢,, s'élevait 4 + 38,372 de la division centésimale,
‘en adoptant le coefficient de dilatation 0,00375, comme le font Laplace et

. b i - . A
Bessel. Or, dans ce cas extréme, e ~ serait moindre que 10

» Pour mettre a profit cette circonstance, j'écris I'équation précédente
sous la forme :
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L " ﬂ & . = = .
et comme le produit = u, devra étre une tres-petite fraction, je développe

le facteur qui le contient en série, ordonnée suivant ses puissances ascen-
dantes ; ce qui donne :

4 :
s et g Li{EN Loy WOEARC S - T
i [1+jn —|—.2(I)u —i-[_z_a(})u‘ el:i:.],
d’ou l'on tire : :
£ #
] f a3 3 -
BT ] e RS Ty, g :
i _:[I+2(I) u +|_2_3(£)u etc.]
1-—En -
f 1

» En se bornant au premier terme du second membre qui est indépe
dant de &, on a :

» 11 est visible que I'erreur de cette approximation ne commence que
da e
dans les termes de l'ordre e 7. Cela suffit donc pour prouver que, dans
l'application de I'hypothése mathématique, définie par I'équation [a2], eny
laissant le coefficient i quelconque, au lieu de le particulariser comme le
fait Bessel, les atmospheres de toute dimension, que I'on en peut déduire,
conservent toujours une densité finale u ou 1 — i, qui ne devient jamais
absolument nulle, méme quand leur hauteur est infinie.  * ; ity
» Dans toutes ces atmospheres 'équation de dilatabilité donnera, cumﬁiﬁ
on I'a vu précédemment : Lo

[5] t= - (1) (e

seulement la densité finale # n'y étant plus rendue dépendante de ¢,
comme dans 'hypothése de Bessel, la liberté de ses variations est Besg’u i
coup plus étendue. Ainsi, dans le cas extréme que nous considérions tout
a I'heure, l'excessive petitesse de la densité finale u fera que ¢ paraitra
presque constant et égal a ¢,, 4 toutes les hauteurs ou la densité y pour-
rait avoir quelque influence appréciable sur les réfractions. Toutefois # 1
sera pas constant a la rigueur ; car, a la limite de I'atmosphére ot y devie
¢oal & u, la formule donne : Y

= — -.
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» Prenons une de ces atmosphéres, d'une hauteur quelconque, corres-
pondante a une certaine valeur S de la variable 5; et supposons, qu'a cette
limite, elle conserve une certaine densité finale . Pour évaluer la réfrac-
tion totale qui doit s’y opérer, sous chaque distance zénithale apparente 4,,
il faudra d’abord effectuer I'intégration générale depuis s = o jusqu’a s = S,
ce qui donnera la portion R, de cette réfraction qui est indépendante de
la couche terminale. Arrivé la, on calculera I'angle ¢' que la tangente a
cette derniére portion courbe de la trajectoire lumineuse forme avec le
rayon central r qui y correspond. Cet angle s'obtiendra généralement par
la formule :

¥

a sin B, A
rli—2a{t—r)]’

R S ge, it
smy' = dans laquelle 2, = — T Fo

* On pourra l'en conclure divectement si le mi}[_“_“-t;‘f est une tres-petite frac-

tion de 1'unité; mais il conviendra de I'évaluer par sa cotangente, si ce
rapport differe peu de 1, comme cela a lien dans toutes les atmospheres
peu étendues (*).

» ¢’ est 'angle de wéfraction intérieur suivant lequel I'élément lumineux
s'est dirigé, lorsque, sortant du vide, il a traversé la couche terminale, sans
épaisseur, dont la densité est z. Conséquemment, si 'on nomme o la dé-
viation qu'il a subie dans ce passage, son angle d'incidence extérieur, compté
de la méme normale, a diiétre v’ + w. Cette déviation s'opére suivant la loi de
Descartes, avec un rapport de réfraction qui est \'1 + 4Ap, . On doit done
avoir .

de la on tirve :

sinw — asin® = o tangy' = ———=—".
2 ==y 1=+ -I.i J*'Pi [

Si I'on ne tient compte que des termes qui contiennent la premiere puis-
sance du produit kp, u, ce que la petitesse, physiquement nécessaire de la
densité finale u, permettra presque toujours, I'égalité précédente donnera
simplement :
3 w"= a2R" kp,u tangv’,
R” désignant le rayon du cercle réduit en secondes, lequel, dans la division
sexagesimale, a pour logarithme tabulaive 5,3144251. La valeur compléte

(*) Voyez les Addditions & la Connaissance des Temps de 183q, pages 77 et suivantes.
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de la réfraction produite par 'atmosphére considérée, sera ainsi : .

‘ Ry —+ o, :

» Appliquons d’abord ces regles de calcul, & une atmosphére d'une
¢tendue infinie. C'est le cas que Laplace a traité. Pour former R, , on devra
¢tendre les intégrations depuis s = o jusqu’a s = 1. Clest ce qu'il fait.
A cette derniére limite, le rayon central r étant infini, I'angle ¢’ devient
nul, et la derniére tangente de la trajectoire lumineuse se tronvant perpei:p: ,
diculaire & la couche terminale, il ne peut s’y produire aucune réfraction
Ainsi, tant par cette circonstance, qu'a cause de I'excessive petitesse de l&"'n -
densité finale u, w" est nul, et la réfraction totale se réduit a R,. Le caleul
de Laplace est donc correct,

» Mais, d'apres les mémes principes, celui que Bessel applique a sﬁ- ¥
atmosphéres d'une’étendue bornée, semblerait analytiquement fautifen deux 1'|
poinis. Premiérement, au lien d’effectuer les intégrations qui s'y rapporta_n'f R
depuis s = o jusqu’a la valeur trés-petite S, qui a liena leur limite suijéj'_
rieure, et qui s'éleve a peine a 0,000, il les étend, comme Lapla-‘.:e'justp,l-’ﬂi 1
s = 1, c'est-a-dire jusqu'a des valeurs infinies du rayon central r; en
sorte qu'il continue ainsi de les appliquer & des hauteurs ou la pression
deviendrait algébriquement négative dans ses atmn%phére's, ce qui répﬂ'ﬁﬂ'ﬁ.
a‘toute interprétation physique. Secondement, il .ne tient aucun compte d
la portion de la réfraction qui se produit dans leur couche terminale, Or
il s'en faut qu'elle puisse étre négligée; non-seulement parce que sa

5 ; ; 2 TR
densité u est toujours fort sensible, mais aussi parce que le rapport E étant

tres-peu différent de T'unité & la limite’de ces atmosphéres, la derniere .
tangente des trajectoires lumineuses voisines de I'horizon, arrive a celle
couche sous des incidences intérieures tres-considérables, ce qui aceroit la
grandeur de la déviation que I'élément lumineux y subit. Si I'on’suppo:
par exemple, que, dans la couche d’air inférieure, la température soit o,
et la pression 0™,76, la valeur finale de I'angle ¢’, pour la trajectoire g
arrive horizontale 4 'observateur, est 84°50'41"; et comme la dEﬂ
finale u est alors, 0,035, la valeur résultante de " est 23",5, quan
trop notable pour qu’on puisse la négliger.
» Quoique les démonstrations précédentes ne me semblent pas pouvoir
¢tre contestées, 'autorité scientifique de Bessel est, 4 juste titre, si graud@f
et sa Table de réfraction est si généralement acceptée comme loi par les
astronomes, que j'ai jugé indispensable d’en vérifier les résultats par des
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épreuves numeriques directes et rigoureuses, avant de me hasarder a dire,
ou meme a croire, qu’ils pussent étre inexacts.

» Pour cela, j'ai encore eu recours au zeéle et a U'inépuisable obligeance
de mon ami M. Caillet, examinateur de la marine. Je I'ai prié de vouloir
bien appliquer aux atmosphéres bornées de Bessel la méthode générale des
interpolations paraboliques, dont 'exactitude semble avoir été suffisam-
ment prouvee par 'usage que J'en ai fait précédemment pour calculer les
réfractions dans les hypotheses analytiques de Newton et d'Ivory, comme
on le pourrait avec non moins de sireté et de concordance numérique
dans toute autre (*). Opérant donc ici, comme je 'ai tout a lheure expli-
qué, on effectue d'abord les interpolations depuis la couche intérieure de
ces atmosphéres jusqu’a leur sommet, ce qui donne la portion principale
de la réfraction que j'ai appelée R, On évalue ensuite la portion ultérieure
w” de cette méme réfraction qui s’opére dans leur couche finale, dont la
densité est désignée par I'hypothése méme. La somme R, + " représente
la réfraction totale qui doit se produire a la distance apparente 9,, pour
laquelle on a effectué le calcul.

» M. Caillet a d'abord cherché, par cette méthode, la valeur de la réfrac-
tion horizontale, dans |'atmosphere constituée pour les circonstances météo-
rologiques que Bessel adopte comme normale, et de laquelle jai consigné

haut tous les caractéres déterminatifs. Voici quels ont été les

résultats (**) :
Portion principale de la réfraction horizontale. .. ., ... .. By 35, 44" 609
Portion complémentaire opérée dans la couche terminale . . . w” o'.22",700
Réfraction totale résultante.. .. ... ..................... B+ w 36'.7",399
ILa méme, par ]a Table de Bessel. .. ........................ 36'.6" ,86
Excés des interpolations sur la Table.. ....................... + o.0", §4§

» M. Caillet a effectué le méme calcul pour I'atmospheére de Bessel, cor-
respondante aux conditions météorologiques t, = —o0°,6944 et p, = o™,76.
Quoique Bessel ait établi ses réductions analytiques de pression et de
température sur des considérations analytiques parfaitement exactes, la
complication des formules a pu le contraindre d’admettre quelque tolérance
approximative dans leur application. En outre, il y a une petite faute dans

(*) Additions & la Connaissance des Temps de 183q, pages 81 et 107.

(**) N'osant pas insérér ici les éléments des interpolations partielles, pour ne pas trop
étendre cette communication , je les dépose au Secrétariat, oi chacun pourra les consulter
et en vérifier I'exactitude,

B ih
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I'emploi du coefficient de dilatation de I'air, qui est pris a partir de 10 de- t

grés, comme s'il partait de o degré (*). Quoi qu'il en soit, voici le résnltat

de cette seconde épreuve :
. T

Portion principale de la réfraction horizontale. .. ... ... R,  38.40%,303

Portion complémentaire opérée dans la conche terminale. w 0'.23",48:

Réfraction totale résultante. ..........civounenaunss By 4w 3g'. r,ga‘qﬁ .'
La méme, par la Table de Bessel........................... 3g'.10",2 :_.'_‘ .

Excés des interpolations sur la Table. . ...................... — o. 6",§

» Cette différence, occasionnée par les réductions, est insignifiante dans
un résultat pareil. La premieére, de sens contraire, était presque nullq:-,-, e

v Ces épreuves nous conduisent i une conséquence fort étrange. L'hypo-
these de Bessel, régulierement interprétée, donne des atmospheres dont '
hauteurs, au-dessus de la surface terrestre, atteignent a peine 0,006
son rayon dans les applications qu'on en peut faire; et elles ont toutes d
densités finales dont I'effet réfringent est fort sensible. Bessel y calcule
réfractions, par les formules de Laplace, comme si ces atmosphéres, n’ayant
pas de densité finale, n'étant pas non plus assujetties aux t:ﬂnditiul.ils d'f;
quilibre, s'étendaient depuis la surface de la terre jusqu'a yne hau
infinie; et les résultats qu'il obtient se trouvent numériquement d'ace ord
avee ceux que fournit le caleul direct appliqué 4 ces mémes atmosphéres,
considérées dans leurs circonstances réelles de limitation et de densi
finale propre. Ceci présente un paradoxe de physique mathématique d 1

je dois remettre le dénofiment 4 une séance prochaine. » 3
. el

(*) Bessel adoptait le coefficient de Gay-Lussac , o,00375 ou %1 qui suppose hﬁmh
ool

perature comptée de o degré. Lui attribuer cette valenr quand on la compte de 10 degn
c'est le faire originairement égal i ;:T"” ou 0,0038g96; cette faute est corrigée dans

Tabula: Regiomontana , avec la particularité remarquable que, dans son introduct
page Go, Bessel dit avoir ét¢ amené , par des observations d’étoiles E"[rmmpnlniﬂu! '
basses , & prendre pour le coefficient de dilatation 0,0036438, i partir de o degré; ¢
st presque identiquement sa valeur véritable , trouvée sept ans plus tard par Rudberg.
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" (Séance du 5 mars 1855.)

Sur le degre de confiance que Uon doit accorder aux Tables de réfraction
actuelles. Examen de la théorie de Bessel. (Suite et conclusion. )

« Dans ma communication précédente, je me suis arrété & un point de la
théorie de Bessel, qui m'a paru avoir besoin d'éclaircissement, je dirais
presque de justification. Je m'étais borné a signaler la difficulté qu'il pré-
sente : je vais aujourd’hui 'aborder de plus prés, en spécifier le caractére,
et montrer comment on la peut résoudre.

» Laplace avait, apres Kramp, établi le calcul général de la réfraction
dans une atmosphere sphérique, en équilibre et de température uniforme.
Il commence par prouver qu'alors, la densité a toute hauteur r — a, a pour
expression :

—_—r

(1) e

s étant une variable assujettie a la relation
a

— =l —

r

de sorte, qu'étant d’abord o, dansla couche inférieure ou r= a, elle peut
s’accroitre jusqu'a -+ 1, si 'atmosphére a une étendue illimitée, ce qui est le
cas extréme que I'hypothése comporte, et auquel les expressions intégrales
des réfractions obtenues par Kramp et Laplace, s'appliquent spécialement.
» Bessel ne définit point la constitution statique de 1'atmosphére qu’il
se?propose de considérer. Il se borne a y supposer hypothétiquement

ia
—

{

(2) Y P s
i étant un coefficient positif, trés-peu inférieur a + 1, qu'il fait générale-
et é.ga[ il %' expression dans laquelle g désigne une constante tres-

grande comparativement a [.
» Cette nouvelle forme de y estempruntée a Kramp, auquel Bessel oublie

de attribuer (*). Elle ne différe de celle de Laplace qu’en ce que le coeffi-

i:*'_l Kramp, dnalyse des réfractions astronomiques et ferresires, page 24 et 121. Dans a re-
Jation de Kramp, la constante [ de Laplace st de Bessel est désignee par la lettre /4, etle rayon
central par y. Pour les applications a de petites hauteurs, il néglige le décroissement de la
gravité; mais, quand il y a égard, il remplace comme nous la hauteur y —a ou r — a par

- (J’ 3 “) dans I'exposant de la base logarithmique e (voyez page 35 de son ouvrage).
i
$i
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; a i s ] :
cient; est devenu - Sautorisant de cette analogie, Bessel admet, sans autre

explication, que I'expression nlla]}'tiqﬁe de la réfraction i toute distance du
z¢nith, donoée par Kramp et Laplace pour la ﬁ)rme (1) dev:ra s appliquer

¢galement ala forme (2), en remplagant le rappurt Pa] 2, dans tous les

termes qui la composent (" ). La Table des refractmns des Fuudammm,
produite dans les Tabule Regiomontane, est numériquement calculee,
sur la formule ainsi étendue. ey
» Toutefois, cette extension immédiate ne serait pas analytiquement lé-;*_
gitime. Les atmospheéres qui se déduisent de la forme (1), tout en satisfai-
sant & la condition de I'équilibre, peuvent avoir une étendue quelconque,
méme illimitée. Les formules de Kramp et de Laplace sont établies pour ce
cas extréme; el, en -:1[:-t1*:;11([11«13!1{_":31 les intégrales relatives i la variable s, $ :
ont été |]1‘IhL‘5 depmss == jusqu 'A $ = + 1. Mais les atmﬂspheres qul By
déduisent de la forme (2), assujettie de méme i la condition d’équilibre, ont
toutes des étendues bornées, telles que les plus grandes valeurs de la va-
riable s, ne s’élévent pas jusqu’a 0,006 dans les applications qu'on en peut
faire. Les intégrales relatives a la variable s, doivent donc y étre effectuées
depuis o, jusqu’a la limite restreinte de s qui est propre a chacune d’elles,
et non pas entre les limites infiniment plus étendues o et + 1. Cependant,
un caleul direct nous a fait reconnaitre que les réfractions déduites pni I
Bessel de ces intégrales ainsi prolongées, nie présentent pas d'erreurs numé-
rigues, sensibles. Clest la le paradoxe qu'il faut dénouer. »
» Pour cela il est nécessaire de rappeler ici une hypothese physique trés-
simple, trés-ingéniense, que Bessel emprunte textuellement a Kramp san's'.]g_,f:
citer, en la présentant méme, par oubli, comme sienne (**). Kramp I'avait
énoncée, et traduoite aussi en langage analyuque, dans son remarquable
ouvrage sur les réfractions atmosphériques, ou la théorie de ces phenumene!r
a été envisagee pour la premiére fois dans son ensemble, ouvrage qui a p‘.lﬁjg
en 1798, sept années avant la publication du travail de Laplace, trente-
deux ans avant celui de Bessel sur le méme sujet, et qui renferme toutes
les intégrales générales, qu'on v a, depuis, appliquées.

{*) Fundamenta, page 28.

(**) Comparez Bessel, Fundamenta, page 27, et Kramp, pages 23, 24. Le principe et son
énonce algébrique sont identiques. Il n’y a de difference que dans la valeur atribuce i la
constante g, Kramp a bien vu qu'elle devait étre beaucoup plus grande que la constante L.
Mais n'ayant pour la déterminer que des donnees trés-vagues, il 'estime beaucoup moindre
que Bessel, la faisant de 27000 3 30000 toises ; an lien de 116866, qui est le namﬁreldﬂﬁ""
Fundamenta. '
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» Kramp appelle élasticité spécifique d'un gaz, le rapport de la pression
qu'il supporte, a la densité sous laquelle son élasticité propre , le rend ac-
tuellement capable de la soutenir. Prenant donc pour unité de pression,
et pour unité de densité, les valeurs simultandes de ces deux éléments,
dans la couche inférieure d'une atmosphére en état d'équilibre, ce rapport, a

= # * ¥ [ . 1 g v
toute hauteur, sera exprimé généralement par e suivant la notation que j'ai

adoptée. Des considérations physiques, portent ensuite Kramp a admettre
qu'il doit décroitre en progression géométrique pour des accroissements
égaux de hauteur. Pour traduire cette loi en analyse, prenons une va-
riable s, qui dépende des distances au centre a et r, par la relation algé-
brique :

lI:!—.. .
";_—l--_-;'

le produit as, représentera trés-approximativement la hauteur d'une couche
quelconque. Alors, en désignant par g, une constante, que nous laisserons
d’abord arbitraire, et prenant pour raison de la progression géométrique la

base e des logarithmes hyperboliques élevée a la puissance é, ce qui sim-

plifiera les calculs, on aura généralement dans toute atmosphére en équi-
libre, ainsi constiluée :

s

[1] t=e

Et ces atmosphéres ne différeront entre elles que par la valeur que l'on
voudra attribuer i la constante g, qui représente ici un certain nombre
d’unités linéaires, de méme nature que celles dans lesquelles le rayon a est
exprime.

» La relation [1] est précisément celle sur laquelle Bessel se fonde, et
qu’il emprunte textuellement a Kramp, sans le citer. Je n'ai fait qu'y dési-
gner la constante par la méme lettre g dont il fait usage, pour rendre l'iden-
tité plus évidente.
hﬂu La relation hypothétique [1] étant combinée avec 'équation de dilata-

ilité :

I =+ et o
[2] P

et avec I'équation de I'équilibre :
[3] ldx = — ayds ,

détermine complétement la constitution de I'atmosphére résultante. Cette
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relation différentiée, donne d’abord :

e "
g a
dz=c " (dr - Syds), :
et 'équation | 3], particularisée pour cette valeur de dx, devient 0

constante arbitraire par la condition que y soit égal & +1 quand s est nul,

on en tire
(3
E-‘
_-§(!' ﬂ—l)—‘—;';la
[4] y=ea

» Bessel rapporte cette expression de la densité comme étant lamqi;i'?gg:-
quence de la relation [1], ce qui montre qu'il a di également I'en deériver
par I'équation de I'équilibre, en prenant la variable s dans la méme acception
que nous lui avons attribuée. Mais, en introduisant » comme une fonction
de s aussi complexe, dans I'équation différentielle générale de la réfraction
établie par Laplace au livre X de la Mécanique céleste, § 6, les intégrations
seraient inexécutables. Pour les faciliter Bessel simplifie 'expression de y.
1l développe, suivant les puissances ascendantes de s, I'exponentielle qui
s'v trouve en exposant, et s’arrétant a la premiére de ces puissances,"'
obtient "

Sous cette forme elle est immédiatement intégrable, et en déterminant‘g -
L1

sdh

Y as
(43

{I} J‘ﬁ e 5
ou, en faisant

as

; ) Triah

=1 — =: Jy = i
2

» Au point de vue purement analytique, cette déduction serait inco

2 !
s développement de ef j_'n’est légitime, du moins ne peut étre restreint i
ses deux premiers termes, que si le produit ;—i.r est une tres-petite fraction
de T'umité. Or, d'apres la valeur que Bessel attribue ultérieurement a
constante g, le rappm‘lg est presque égal a 28, Cela exigerait donc que

variable s restat tonjours individuellement tres-petite dans les applications;
ce qui est loin d'avoir lieu, puisque Bessel y étend ses variations jusqu’a leur
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limite extréme —+ 1.1l se justifie toutefois, en alléguant que I'expression sim-
plifiée (1) peut étre admise a priori comme hypothétique, tout aussi vala-
blement que la relation complete [ 4 ], qui ne l'est pas moins. A ce titre on
ne peut la lui contester; mais alors, pour se réserver le droit de I'employer
comme élément d'intégrales prises depuis s=o jusqu’a s=1, il faut expres-
sément specifier, ainsi que I'a fait Kramp, que I'on se propose toujours de
calculer les réfractions dans I'atmosphere rigoureuse, définie par I'équa-
tion [ 4], laquelle admet une étendue illimitée; et que l'expression simpli-
fiée (1) sert senlement i titre d’évaluation approximative de ses densités o
toute hauteur. Car, suppo&é que cette évaluation ne se trouve pas trop
inexacte en pratique, on obtiendra les réfractions qui y correspondent,
dans l'atmosphére définie par I'équation [4], en remplacant le rappori ;f

par f-';, dans les intégrales analytiquement établies pour le cas d'une atmo-

sphere de température uniforme ; et il ne restera plus qu'a voir si les valeurs
numeériques des réfractions ainsi obtenues s'accordent suffisamment avec
I'observation quand on aura déterminé convenablement la constante g.
Voila ce que Kramp a dit a la page 121 de son ouvrage, et Bessel n’a fail
que suivre, en cela, ses prescriptions, sans les rappeler. Seulement il a juge
nécessaire de justifier la substitution de la forme abrégée (1), a la forme
compléte [4], dans les éléments des intégrales, en montrant que ces deux
expressions assignent a la densite des valeurs a peine différentes quand on
les calcule pour des valeurs égales des hauteurs as. Voici le tablean de cette
comparaison, auguel j’ai ajouté deux termes intermédiaires qui nous servi-
ront plus tard. Les hauteurs as y sont exprimées en toises de Paris.

OBSERVATIONS.

0,8671
0,7508 0,7519
o,5618 0,5653

0,4953 0,5000
0,3116 0,3196
0,0021 0,1021
0,028q14 0,03616...| Limite de I'atmosphére qui serait)
0, 0068 0,0104 construite avee la valeur abrigée da y.

0,000018 0,0001 '
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» On voit que I'expression abrégée de Bessel donne toujours des densités
peu différentes de V'expression compléte, mais constamment un peu plus
fortes. Leur substitution dans les formules d'intégration devra donc donner
des réfractions un peu plus grandes qu’elles ne résulteraient de I’hypothése
de Kramp, si elle était soumise i un calcul rigoureux. Mais ce travail serait
fort inutile : car le décroissement des températures, dans I'atmosphére de
Kramp, ne s’accorde nullement avec 'observation.

» La loi de ce décroissement est immédiatement déterminée par I'équa-
tion de dilatabilité

I =g o
B ot 111 i ;

ax

En effet, le rapport ; étant, par Uhypothese e €, on en tire :

()

» Leterme exponentiel se trouvant toujours moindre que 1, pour toutes
les valeurs de as, la température ira en s’abaissant 4 mesure que la han-
teur augmentera. En cela, hypothése est conforme aux phénomeénes.

» La vitesse locale de ce décroissement a diverses hauteurs, pour 1 degré
centésimal, est généralement

1
d‘.i": — ? A
@&
or I'expression précédente de ¢ — ¢, étant différentiée, donne
as
dr R ) e a -
A e
on a en ontre :

ﬂ‘-r a’.r ds a dt

— — ==

de la, on dedmt -: et ensuite, par inverse

&r:mﬂ.

1 ==&

5 g r . » i e
Dans la cmmhﬂmfer;eure; est 1 et £ = t,, le décroissement initial est

done

(@r), = & 4710,

[—I-—s.;: =5 14 &8,

b el
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» Il est donc le méme que dans I'atmosphere limitée de Bessel, et se
trouve de méme beaucoup trop lent. Mais, dans celle-ci, sa vitesse ulté-
rieure allait toujours en s'accélérant, conformément 4 ce qu'on observe
dans I'atmosphére wéritable, quand on s’éléve au-dessus de ses couches
les plus troublées ; au lieu que, dans I'atmosphere de Kramp, I'expression
précédente de dr montre que sa vitesse se ralentit continuellement
mesure que la hauteur augmente, ce qui est contraire aux faits. Toutes
ces incompatibilités deviennent manifestes dans le tableau suivant qui est
calculé pour la température normale de Bessel, ¢, = ¢°,3056.

Tableau du décroissement absolu et local des températures, a diverses hauteurs, dans
Vatmosphére de Kramp.

» Il résulte de la discussion précédente que, ni I'hypothése physique de
Kramp, ni 'expression abrégée de la densité que Bessel en a déduite, ne re-
présentent, méme approximativement, la constitution réelle de I'atmosphére
terrestre, voulut-on se borner a‘la considérer dans son état moyen. Les
Tables de réfraction calculées d’apres ces hypotheses, ne peuvent donc étre
qu’empiriques, et Bessel n'a pas envisagé autrement la sienne. 1l a seulement
voulu qu’elle fournit les valeurs, aussi approchées que possible, des réfrac-
tions qui s'opérent régulierement a toute distance du zénith, dans chaque
état météorologique de la couche inférieure, sauf 4 n'en attendre que des
indications moyennes, mais toutefois les plus probables, pour celles aux-
quelles le voisinage immédiat de I'horizon imprime des irrégularités acci-
dentelles que I'on ne saurait prévoir. 11 reste & examiner comment ce but a
pu étre atteint.

» Oublions I'hypothese d’oti Bessel est parti. Prenons seulement la for-
mule analytique qu'il en a dérivée, et qu'il adopte comme I'expression géne-
rale des réfractions a toute distance du zénith, dans chaque état donné de la
couche d'air inférieure. Cette formule contient trois constantes [, &, g, qui,
une fois assignées en nombres, déterminent la valeur absolue de la réfraction

B. 16
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pour chaque distance zénithale apparente §,. La constante g est entierement
arbitraire; mais les deux premieres, [, &, ne sont pas au service des hypo-
théses. Elles entrent dans 'expression différentielle méme de la réfraction,
a titre d’éléments physiques propres a la couche d’air inférieure ot les tra-
jectoires lumineuses viennent aboutir. L'une ! dépend du poids spécifique de
cet air, l'autre & du pouvoir réfringent qu'il exerce dans son état de densité
actuel ; de sorte que toutes deux doivent étre prises et acceptées, telles que
les expériences Phj'si_quf:s et les épreuves astronomiques les donnent, pour
ces conditions spéciales, sans qu'on ait le droit de les altérer. Bessel viole
cette regle pour le besoin de son hypothése. Car, ayant entrepris de repro-
duire toutes les réfractions, depuis I'horizon jusqu’au zénith, par la formule
mathématique qu'il a fabriquée, il y traite, non-seulement la constante g,
mais encore la constante z, comme si elles étaient toutes deux entiérement
arbitraires. 1l I'applique avec ces éléments indéterminés, a ungrand nombre
d’¢étoiles circompolaires, tant hautes que basses, observées dans leurs pas-
sages supérieurs et inférieurs; puis il tire de la les valeurs qu'il faut leur
attribuer pour que toutes ces observations se trouvent I'E]}Féﬁﬂntéﬂ's, £n
somme, avec le minimum possible d'erveur. Cela lui donne la constante «
tant soit peu moindre qu’elle ne se conclut des expériences physiques, et des
observations mémes d’étoiles circompolaires, spécialement appropriées 4 sa
détermination. Or cette différence, toute petite qu’elle est, a une conséquence
grave, en théorie comme en pratique. Car, ainsi que Laplace I'a démontré,
depuis le zénith jusque vers 8o degrés de distance zénithale, 11EXPI';ESEiDII
compléte et générale de la réfraction se déduit directement de I'équation
différentielle, sans avoir besoin de faire aucune hypotheése sur la constitution
de I'atmosphere. 11 ne faut pour cela que développer cette équation en une
I—zu
cos’l,
fraction de I'unité, auquel cas ses deux premiers termes donnent la réfrac-
tion correspondante i chaque distance zénithale apparente §,, sans erreur
pratiquement appréciable, pourva que 'on attribue aux constantes [ et «,
les valeurs exactes que les expériences physiques et les épreuves astrono-
miques leur assignent. Toute cette ‘portion si étendue du phénomene, qui
peut étre calculée immediatement sans incertitude, se trouve done viciée
dans son évaluation, quand on veut l'associer, dans une méme hypothese,
avec la portion plus basse et plus difficilement appréciable, qui ne les em-
brasse toutes deux approximativement, qu'aux dépens de la rigueur dont
une seule est susceptible. C'est lale défaut inévitablementattaché an procédé

série, qui est rapidement convergente lorsque le rapport est une petite
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empirique d’aprés lequel Bessel a construit sa Table générale de réfractions.
Pour connaitre les erreurs qu'elle comporte, dans les limites de distance
zénithale ou l'exactitude a été sacrifiée a la généralisation, je compare ces
indications a celles que fournit le développement immediat de I'équation
différentielle, obtenue par Laplace, en attribuant aux constantes / et o leurs
vraies valeurs. Tel est I'objet du tableau suivant, qui est calculé pour la
pression p, = 0™,70, en attribuant aux températures ¢, les valeurs succes-
sives, — 5°, 0, + 10° du thermométre centésimal. Les réfractions de Bessel
sont prises des Tabule Regiomontance, ou elles sont déduites de la méme
hypothése, et présentées comme ses résultats définitifs (7).

DISTANCES EENITALES AFPARENTES, ] Go? y ke

o

Laplace. . .~ .....

taﬁﬂﬁm
106,228

zn';r':[ﬁg

220,220

339,154 |
337,625

— 0,392

104,561

104,200

— 0,939
222,710

221,830

— 1,529
332,344
330,944

— 0,36

100,650
100,358

— 0,880

214,282
213,560

— 1,400 |

320,454
318,320

— 0,301

— 0,742

o 11134

» Dans toute cette amplitude de distances zénithales, ot les réfractions
peuvent étre obtenues directement, sans incertitude, celles de Bessel se
montrent relativement trop faibles, par suite de la valeur moindre que sa
formule empirique lui a donnée pour la constante «, quand il a voulu lui
faire embrasser la totalité de ces phénomenes depuis le zénith jusqu'a I'ho-
rizon. Maintenant de quel coté est 'erreur? La formule approximative de
Laplace, dans les limites d’application qu'il lui assigne, est théoriquement

(*) Les réfractions données par la formule de Laplace sont tirées de la Table que publie
la Connaissance des Temps, d'aprés les calculs exécutés par M. Caillet pour y introduire les
veritables coefficients de l'air et du mercure. J'ai calculé les réfractions de Bessel d'aprés la
transformation trés-commode que M. Airy a faite de sa Table, dans I'Appendice au Recueil
des observations de Greenwich pour 1836.

16..
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incontestable. Des deux constantes { et o qu'elle renferme, la premiére [
s'obtient par des pesées comparatives de I'air et du mercure, auxquelles on
ne peut, anjourd’hui, rien objecter. La seconde a lui avait été donnée par
Delambre, qui I'avait conclue directement d’observations astronomigues. Sa
valeur s'est trouvée identique a celle que nous avons obtenue, Arago et
moi, par des expériences physiques sur le pouvoir réfringent de I'air, com-
prenant plus de foo observations faites a des températures et sous des
pressions trés-variées; observations dans chacune desquelles la réfraction
effectivement mesurée était toujours cing ou six fois plus grande que la
constante & qu’on en déduisait. Les indications d'une formule établie sur
des principes aussi assurés, et ne contenant que des données immédiatement
fournies par I'observation ou I'expérience, ne sauraient, ce me semble, étre
légitimement contre-balancées par celles que 'on tirerait d'une expression
hypothétique, dont les données se déterminent par empirisme, en associant
les phénoménes simples & ceux qui sont complexes, et les véguliers aux irré-
guliers. Nous pouvons done, sauf plus ample examen, regarder au moins
comme Lres-vraisemblable, que, dans les comparaisons précédentes, I'infé-
riorité relative des réfractions fournies par la Table de Bessel, donne a la fois
la preuve, et la mesure, des erreurs qu’elle comporte, dans les distances
zénithales auxquelles nous 'avons appliquée.

» Ces erreurs, si | ose les nommer ainsi, sont numériquement fort petites;
et il n’en saurait étre autrement. Car méme a 8o degrés du zénith, toutes les
atmospheres sphériques, en équilibre, composées du méme gaz que la nétre,
donnent des réfractions qui ne peuvent pas s'écarter des véritables au dela de

2" il Les différences que nous trouvons ici tombent fort en deci de cette limite.
Mais, toutes petites qu'elles sont, elles auraient une grande importance, se
produisant dans la portion du ciel, ou les observations astronomiques sont
les plus fréquentes, et les réfractions moins troublées par les accidents atmo-
sphériques. Elles sont de I'ordre des quantités que les astronomes sefforcent
aujourd’hui d'atteindre et d’assujettiv 4 des déterminations précises, Elles
rendraient ces déterminations impossibles, en les compliquant, en les vi-
ciant, de leurs propres irrégularités. Si, comme il y a lieu de le croire, ce
sont des erreurs, il n'est pas improbable que déja, 'emploi trop confiant
des réfractions de Bessel, a déjoué les espérances que des observateurs ha-
biles avaient légitimement fondées sur de longs et pénibles travaux.

» D'apres la série d'études que je viens de soumettre a I'Académie, la for-
mule approximative de Laplace, applicable jusque vers 8o degrés de dis-
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tance zénithale, est aujourd’hui la senle qui, dans cette amplitude restreinte,
donne, pour tous les états météorologiques de la couche d’air inférieure,
des valeurs de la réfraction que I'on puisse admettre, comme étant légitime-
ment déduites de la théorie et justifiées par la pratique. A des distances zé-
nithales plus grandes, la connaissance de cet état local ne suffit plus, pour
prévoir les effets des influences lointaines que les trajectoires lumineuses
subissent avant de parvenir i I'observateur; et la constitution réelle de I'at-
mosphere est encore trop ignorée, pour que l'on sache rattacher ces effets
lointains, aux mutations survenues dans le lien d’observation. On ne peut
plus alors espérer que de constater les valeurs moyennes, autour desquelles
les réfractions oscillent. Or, en s'aidant de la formule de Laplace, tout
observateur peut, sans aucune intervention d’hypotheses, se procurer une
Table complémentaire qui lui fera connaitre trés-assurément ces moyennes,
ainsi que les amplitudes des excursions qui s'opérent autour d'elles dans la
localité ou il est placé;et, s'il existe quelque relation simple, qui permette
de prolonger les prévisions un peu au dela de la formule, avec assez de
constance pour qu'on puisse s'en prévaloir, quoique la théorie ne I'ait pas
encore mise en évidence, il la découvrira infailliblement.

» Une condition essentielle a la bonne exécution de ce programme, ¢’est
de n'y faire servir que des étoiles, dont les distances polaires aient été dé-
terminées par des observations de distances zénithales qui n’excédent point,
ou meéme n'atteignent pas 8o degres, afin d'exclure complétement des ré-
sultats toute évaluation hypothétique de la réfraction. Ceci convenu, choi-
sissons des observateurs laborieux et habiles. Etablissons-les avec de bons
instruments dans des stations assez isolées et élevées au-dessus du sol envi-
ronnant, pour que la couche d’air située a leur niveau échappe aux pertur-
bations immédiates qu'engendrent des dispositions moins favorables. Puis,
Supposons, gu'ainsi prépares, ils entreprennent de déterminer les réfractions
moyennes qui se produisent autour d'eux dans un azimut défini, dans le
méridien, par exemple, aux distances de leur zénith comprises entre 8o et
88 degrés, s'ils jugent inutile d’aller au dela.

» Considérons d’abord des stations qui seraient situées dans notre hémi-
sphere boréal, sous des latitudes comprises entre 30 et fo degrés. Les obser-
vateurs qu'on y aura placés pourront se suffire 4 eux-mémes, ne leur
accordat-on que des instruments portatifs.

» Prenons en effet, comme exemple, la latitude de jo degrés. A cette limite,
la distance du pole au zénith est 50 degrés. Elle se trouve comprise dans la
tormule de Laplace. L'étoile qui passe au méridien, sousle pole, a 88 degrés
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de distance zénithale, a donc 38 degrés de distance polaire. Ainsi, quand
elle revient dans ce méme plan, au-dessus du pole, elle se trouve 4 12 degrés
au nord du zénith; ce qui donne la possibilité d’observer encore ce second
passage avec une suffisante exactitude, méme au cercle répétiteur. L'obser-
vateur que nous considérons, en s'aidant de la formule de Laplace, et de ses
propres observations d’éteiles circompolaires, pourra donc, sans autre
secours, déterminer la vraie distance du pole a son zénith, vérifier la con-
stante & de cette formule, et obtenir les valeurs des réfractions que les étoiles
observées auront subies dans leurs passages inférieurs, depuis 8o jusqu’a
38 degrés du zénith, en retranchant des distances zénithales apparentes
qu'elles ont eues alors, leurs distanceszénithales vraies, conclues des distances
polaires qu’il aura mesurées dans les passages supérieurs. La méme étude
aussi compléte, aussi indépendante, pourra s’effectuer par les mémes pro-
ceédés, sous toutes les latitudes plus méridionales, on les étoiles qui entourent
le pole ne descendront pas. dans leurs passages intérieurs, trop loin du
zénith pour que la formule de Laplace puisse s’y appliquer. Mais, dans ce
dernier cas, la distance vraie du pole au zénith se conclurait de distances
polaires mesurées sous des latitudes plus élevées, et le reste du travail
s'achéverait immeédiatement par I'observation.

» Transportons-nous maintenant sous un paralléle plus boréal; celui par
exemple, dont la latitude est 50 degrés, ce qui réduit la distance du pole au
zénith 4 4o degrés. Alorsles étoiles qui feront leurs passages inférieurs entre
80 et 88 degrés de distance zénithale, auront leurs distances polaires com-
prises entre jo et 48 degrés. Leurs passages supérieurss’ opéreront done, depuis
le zénith méme, jusqu’a 8 degrés an sud de ce point; et I'on ne pourra plus
les observer avec stireté aussi proche de la verticale, au moyen des cercles
répétiteurs portatifs. Mais, 4 défaut d’autre secours, on pourra emprunter
leurs distances polaires déterminées sous des latitudes plus grandes ou moin-
dres, 4 des distanceszénithales auxquelles 1a formule de Laplace s'applique,
ce qui donnera de méme les réfractions qu’elles auront subies dans leurs
passages inférieurs. Si I'observateur est pourva d'inistruments qui permettent
d'observer aussi prés du zénith, comme cela a lieu dans les grands observa-
toires fixes, on déduira ces mémes réfractions des distances polaires déter-
minées immédiatement. Ces diverses opérations seront également réalisables
sous toutes les latitudes plus élevées; et, en les assujettissant aux mémes re-
gles, elles feront connaitre avee la méme siireté, sans aucune intervention
d’hypotheses, les réfractions qui se seront opérées, au dela des limites de dis-
tances zénithales que la formule théorique de Laplace peat embrasser.

P—————
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» A mesure que I'on obtiendra ces résultats, on les enregistrera dans une
Table, présentant en regard, pour chaque observation, les indications du
barometre, du thermometre, de I'hygromeétre, ainsi que la distance zénithale
apparente, et la réfraction que l'on a conclue. L'ensemble de ces tableaux
fera connaitre, sans aucune hypothése, les réfractions moyennes, qui s'ope-
rent au nord du zénith, dans la localité choisie, sous toutes les distances
zénithales auxquelles les observations ont été appliquées; et si, par dela
8o degrés, il existe encore quelque relation approximativement constante
entre les réfractions et les indications des instruments météorologiques, on
" aura toute chance de la découvrir. On obtiendrait des résultats analogues
pour les réfractions qui s’opérent au sud du zénith, ou dans tout autre azi-
mut, en s'aidant des distances polaires déterminées sous d’autres latitudes, a
des distances zénithales auxquelles la formule approximative de Laplace,
permet d'évaluer théoriquement la réfraction.

» Dans la préface des Tabule Regiomontane, page LXII, Bessel ditavoir
vérifié sa Table par des observations d’étoiles circompolaires jusqu’a 85° de
distance zénithale. Mais si, comme cela est tres-vraisemblable, la valear de
la constante &, qui lui avait été donnée par son hypothése, est trop petite,
cette erreur a du affecter les distances polaires conclues des passages supé-
rieurs, ainsi que la distance méme du pole au zénith, de sorte que I'on ne
peut pas logiquement dire que la Table a été ainsi vérifiée, dans cette partie
supérieure de son application. La méme objection me semble s’appliquer
aux amplitudes d’erreurs occasionnelles de ses indications depuis 45° jus-
qu’a 89° 30’ du zénith, que Bessel rapporte comme lui ayant été commu-
niquées par I'habile astronome M. Argelander. Car toutes ces évaluations ne
peuvent étre réputées absolues, qu'autant que les couples d'observations
supérieures et inférieures d’'ou on les déduit, ont un de leurs éléments theo-
riquement assuré, condition que la formule approximative de Laplace peut
seule remplir ; soit qu'on veuille 'employer avec la valeur de la constante «
qu'il avait admise, et que les expériences physiques ont pleinement con-
firmée, soit que I'on juge convenable d’en assurer de nouveau la détermi-
nation par des observations astronomiques spécialement appropriées a ce
but comme je I'ai tout i 'heure expliqué. Elle seule est vraie et certaine en
soi, parce qu'elle ne repose que sur les propriétés statiques nécessairement
inhérentes 4 une atmosphére gazeuse, possédant un pouvoir réfringent
connu. Les discussions minutieuses, dans lesquelles je suis entré, mon-
trent, je crois, suffisamment, qu’il n'y a aucun fonds de réalité dans toutes
les hypothéses mathématiques, ou la portion complexe et irréguliere du
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phénomene des réfractions est associee a la réguliére, an détriment de la
rigueur avec laquelle celle-ci peut étre évaluée isolément, par la formule
théorique que Laplace nous a donnée. Je ne regretterais ni le temps ni la
peine, que m’a couté ce long travail, il pouvait persuader aux astronomes
de s'accorder a calculer généralement leurs réfractions par cette formule,
dans les limites de distances zénithales qu'elle embrasse; ce quiserait I'anique
moyen de rendre uniformes, et comparables entre elles, les déterminations
délicates qu'ils s'efforcent maintenant d’obtenir. Persister a évaluer ces
phénomeénes, dans les différents observatoires, par des Tables empiriques,
construites sur des hypotheses dissemblables, et dont les indications discor-
dent entre elles, cela équivaudrait, en physique, 4 mesurer les températures
par des thermometres, dont les échelles de graduation auraient leurs points
fixes inégalement placés, et mal définis. Quant & construire une Table géné-
rale de réfractions, qui soit théoriquement modelée sur la constitution véri-
table de notre atmosphére, I'espoir en est, au moins, bien éloigné. Trop de
données nous manquent. Lesunes, que I'on pourrait connaitre par des séries
d’ascensions aérostatiques convenablement instituées, seraient difficiles,
délicates, et surtout trop couteuses a recueillir, pour que I'on puisse, de
longtemps, les espérer. Les autres, ne se trouveraient qu'a des hauteurs, ou
'homme ne peut vivre. Une de celles-ci, et des plus importantes, parce
qu'elle intervient sans cesse dans ce genre de recherches, c'est I'élévation
absolue de 'atmosphére. Peut-étre réussirait-on & déterminer trés- approxi-
mativement sa limite sensible, par des observations longtemps suivies de la
courbe crépusculaire, surtout de son mouvement progressif d'ascension ou
de descente, 4 mesure que le soleil se rapproche de 'horizon oriental avant
son lever, ou s'abaisse sons l'occidental aprés son coucher. Des iles isolées
dans I'Océan, loin des cotes, offriraient des stations éminemment conve-
nables a cette étude. Mais ce sont la des veeux pour I'avenir. En atten-
dant qu'ils se réalisent, servons-nous de ce que nous possédons, et tichons
de l'accroitre par I'observation ou l'expérience. Mais craignons de le
gater, en le compliquant d’hypotheses, qui ne seraient bonnes qu'a nous
égarer »

PARIS. =— IMPRIMERIE DE MALLET-EACHELIER ,
rue du Jardinet, n® 12.
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ACADEMIE DES SCIENCES.

Extrait des Comiptes rendus des séances de I'Académie des Sciences, tome XL,
séance du 3 janvier 1855,

NOTE

Sur la valeur du pouvoir réfringent de Uair atmosphérique qui
résulte des anciennes expériences de MM. Biot et Arago;

Par M. V. CAILLET,

Examinatéur de la Marine.

« Lorsque MM. Biot et Arago entreprirent, en 1806, d'obtenir par des
experiences directes les forces réfringentes de différents gaz, on supposait,
avec Lavoisier, que le coefficient de dilatation du mercure était égal & L,
et, d'apres Gay-Lussac, que celui des gaz était 0,00375. L'erreur reconnue,
depuis cette époque, par MM. Dulong et Petit, dans le calcul des observa-
tions de Lavoisier, ainsi que la détermination plus récente des véritables
coefficients des gaz, due aux travaux de MM. Magnus et Regnault, ont fait
penser a M. Biot qu’il y aurait intérét pour la science, de voir si ces change-
ments apporteraient une modification sensible a la valeur assignée par lui,
il ya pres d’un demi-siecle, au pouvoir réfringent de I'air atmosphérique.
Sur le désir qu’il a bien voulu m’en témoigner, je me suis empressé de re-
prendre la réduction de ses expériences relatives a 'air, avec les nouveaux
coefficients +'- et 0,003665, et c'est le résultat de cette recherche que j'ai
I'honneur de faire connaitre a I'Académie.

C.
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» M. Biot a expose, dans deux Mémoires lus 4 I'Institut le 24 mars 1806
et le 31 aoit 1807, tous les détails des expériences auxquelles il s'est livré,
la premiere année, a de basses températures, avec le concours de M. Arago,
et la seconde année seul, a des températures beaucoup plus élevées. 1l a
développé en méme temps les considérations théoriques sur lesquelles re—
posent ses opérations, et l'on trouvera, dans ces deux Mémoires, tous les
documents qui ontservi de base 2 mes calculs, :

» Les expériences de 1806 représentent 166 observations ; parmi elles,
deux séries sont signalées comme doutenses, et si nous les rejetons, il reste
132 observations faites dans des circonstances favorables, & des tempéra-
tures comprises entre — 1°,5 et + 12° centigrades, dont la valeur moyenne
est - 4°,61. Les résultats que )'ai tirés de chaque série sont réunis dans le

S T o e ' e iy : ;
tableau suivant, ot I'expression — (p) désigne la moitié du pouvoir réfrin-
i

gent de l'air rapporté & la température de la glace fondante et i la pres-
sion barométrique o™,76, conformément i la notation de Laplace :

Il.'lpuqucs MNombre Valeur
des expériences.  des cheervations. de ':—f{lp:l.
13 frimaire. 20 o, 0002046075
S 20 0,0002937790
26— 20 0,0002938792
29 — 3o 0,0002038131
20 février. 10 0,0002937407
4 mars. 22 0,0002g53570
7 — 10 0, 0002037800

» Les expériem:{:s de 1807 embrassent 252 observations faites pendant
I'été : une seule série est a mettre de coté, parce que la température avait
été élevée artificiellement jusqu’a + 31°,43 (1). Les 232 observations res-
tantes ont eu lien par des temperatures qui s'étendent de + 22°,70 a
~+ 29°,74, et dont la valeur moyenne est + 25°,52. Voici les nombres que
m’ont donnés ces nouvelles séries :

[1) Dans la série du 27 acit, il existe une transposition évidente de chiffres, a larticle
de la pression de I'air intérienr du prisme ; d’aprés la réfraction caleulée par M. Biot, on
doit lire 0,0025 et non o,0205. Si I'on neégligeait, da reste, cette serie, on trouverait
0,0002936742 pour le résultat moyen conclu des hautes températures : le pouvoir réfrin-
gent moyen deviendrait 0,0005878616, et ce nombre se rapprocherait encore davantage de
celui de Delambre.




(3)

Epoques Nombre Valeur
des experiences.  des observations. de ? e}

8 JTuillet 20 0,000203q868
9 20 0,0002042314
10 20 0,0002020212
it 3o 0,0002q40166
1 18 0,0002933q0(7
12 24 0,0002g382q0
13 24 0, 000228847
13 36 0,000203q057
ab Aoiit 20 0,0002036385
29 a0 00002032605

» Les résultats moyens sont, d'une part, o,0002941874, et de l'autre
0,0002936393. La différence entre ces deux nombres ne porte que sur des
* chiffres d'un ordre trés-éloigné, ce qui est conforme aux anciens calculs de

M. Biot, et I'on peut admettre cette conséquence énoncée dans son Mémoire

de 1807, que la chaleur n'a aucun effet appréciable sur le pouvoir réfrin-
~ gent de l'air, abstraction faite des variations de densité qu'elle occasionne
dans les couches atmosphériques.

» En ajoutant I'un 4 l'autre les deux nombres précédents, on obtient
0,0qp5878267 pour la valeur du pouvoir réfringent qui résulte de toutes
les expériences. Delambre a donné la valeur 0,000588094 comme conclue
d'un trés-grand nombre d'observations astronomiques qu'il avait faites i
Bourges, combinées avec d'autres observations faites par Piazzi a Palerme.

. Ces deux nombres ne different 'un de l'autre que de 0,000000267, quan-
tité qui échappe aux expériences les plus précises Cet accord entre deux
procédés complétement différents est tellement remarquable, qu’il est a
regretter que Delambre n’ait pas publié ses observations de Dourges ; il ent
été curieux de reprendre également le calcul de ses réductions avec les
nouveaux coefficients de dilatation, et de s'assurer si cette coincidence ces-

. serait d’étre aussi intime, ou bien si elle ne serait pas rendue plus grande
encore, ainsi qu'il est arrivé des expériences physiques de MM. Biot et Arago.

» Lorsqu’on introduit le nombre 0,0005878267 dans la formule appro-
chée des réfractions de Laplace, la quantité qu'il appelle a« devient

0,0002937407. On en déduit, avec la valeur de :—] qu'il adopte, 60",472 pour

la réfraction astronomique correspondante i 45 degrés de hauteur appa-
rente, la température étant a o degré et la pression 0™,76. D'apres la valeur
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de Delambre, on aurait 60,500 dans les mémes circonstances, n&sl.-h-dmg" 1
un arce qui dlﬁéremlt a pﬂ%ﬂ de 3 centiémes de seconde du précédent.

» M. Ivory trouve 58”36 pour la méme réfraction rapportée a + 10° de.
température centigrade et i une pression barométrique de 0,762 ; la valeur
60",472 devient alors 58°,37. L'identité des deux.résultats était facile a pré-
voir, car M. Ivory adopte, comme Laplace, la constante de Delambre, et
la hauteur considérée est indépendante des lois plus ou moins exactes

qu’ils ont di ﬁupposﬂux régions supérienres de ﬁlr dans la rmhemhe

des réfractions voisines de I'horizon. » .

Paris. — Lmprimerie de Mareer-Bacuguien,
rue du Jardinet, 12.









