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RECHERCHES SUR QUELQUFS FORMULES D'ANALYSE ’ —EN
PARTICULIER SUR LES FORMULES D'EULER ET DE STIRLING.

————

Ce travail est divisé en deux parties. Dans la premiére partie, je fais con-
naitre lorigine et la loi des nombres de Bernoulli; dans la seconde, j établis
d'une maniére rigoureuse la formule d’Euler; je donne Iexpression du terme
complémentaire; j'en déduis ensuite comme consequence la formule de
Stirling.

PREMIERE PARTIE.

I.

ORIGINE DES NOMBRES DE BERNOULLIL; EXPRESSIONS GENERALES ET PROPRIFTES
DIVERSES DE CES NOMBRES.

1. Les nombres remarquables dont nous nous occuperons dans la premiere
partie de ce travail sont connus des géométres sous le nom de nombres de
Bernoulli ou nombres Bernoulliens. C'est effectivement J acques Bernoulli qui
les a rencontrés le premieren étudiant les séries dans lesquelles se développent
certaines fonctions simples, et depuis ils se sont présentés dans un grand
nombre de questions diverses.

Pour définir ces nombres, cousidérons la fonction

=

e —

dans laquelle e désigne la base des logarithmes népériens.

I
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Cette fonction se réduit & I'unité quand on fait z = o; on peut donc écrire

z

=1<4+¢E
o —1 B

¢ désignant une quantité qui s'annule avec z; on tire de la

1 |__=+l—-e’
T — 5 aslE—tk
d’on
- e
g 1.2 1.2.3 P
A Z
I =+ ...
1.2

On voi — 0, - se réduith — =, et si l'on
nvmtquepuurs__n,z.,r UIa—E:e sl 1 on pose

+ 92,

| m

la fonction gz s'annulera en méme temps que z; on‘a

La fonction ¢ z est impaire; en d’autres termes, elle change de signe quand
on change z en — z. En effet, on a

1 1
a1 z = et — 1 z S z’
donc

p(—2)=—¢z.

La fonction g z reste finie pour toutes les valeurs de z reelles ou imaginaires
dont le module est inférieur 2 27: donc, d’aprés un théoréme célebre de
M. Cauchy (*), cette fonction sera développable en une série convergente

(*) Ce théoréme aété énoncé pour la premiére fols dans un Mémoire publi¢ & Turin en
1832 par M. Cauchy. On lit effectivement dans ce Mémoire :

« La fonction f(z) sera développable en une série convergente ardonnée suivant les puissances
s dex,si le module de la variable réelle ou imaginaire x conserve une valeur inféricure @

v celles pour lesquelles la fonction [ (x) cesse d'étre finie et continue. »
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ordonnée suivant les puissances ascendantes de z, tant que le module de
cette variable sera inférieur 4 27, Et, parm'- que la fonction ¢z est impaire,
on aura un développement de la form

= z.'l .EI' gia—1
?I_E'jr_ﬂ I 334+B 1.2.3.456 T+ B

— e
1-2.3...28

Les coefficients B, B,, B,, ..., B,, sont dits les nombres de Bernoulli.

De'vedappement de cotx en série ordonnée sutvant les puissances
crotssantes de r.

2. Pour obtenir ce développement, nous partirons de la formule

—

|
o | -

+..___....._

Bi=

93 =

que l'on peut écrire de la maniére suivante :

z__lﬂ 1
‘F __;E _E._;1'
£ —
€n posant
zZ=uy—1,
il vient :
. B U —
(e -_I) 5 a'= gt oy g I
T R S e T
&

d'ou I'on tire

—r——('_‘ﬂt—uﬂ—'f'-il—?(ﬂ'h’f_._)

i 1 / & it T
& 2 2 ik —B‘:_:E+H*:,:t.3.?|+H“|.z.3ﬁ.5.ﬁ+""

formule qui subsiste pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de i dont
le module est inférieur 4 2 z. Faisant

H—Eﬁr?
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il vient
 §1 2By o ahBe Ly ) ahB, oy
(1) cotx=-—2B,x LT S moy E,é.ﬁ.ﬁ,q'r

mais cette nouvelle formule ne subsiste que pour les valeurs de
module est inférieur a .

Développement de tang x.

3. Si, dans la formule ,

# % &

x dont le

z = z P ) | =+B.=’ B,z o
T sl A W T T T
nous changeons z en 2z, il vient
2 2z 2’ B, 2? ot B, =
= = . - +1-ll
o 2 1.2 1.2.3.4
On a d’ailleurs identiquement
= o z 2z
&1 £ £ |
donc
z E B,z Bz 2z 2B, z* 2B, 2t
m—l———t e — e = | — — - .
e -1 3 g [.2.3.$+ [ 2 s 1.2.3.4 ]
01
4 L4 i‘_._ 1_ z"‘ f ‘,_ Bil'z"I e
41 2 \8 l]BII,E_I_"“‘1 i}l.2,3.:ﬁ g
ou encore
L o B STy Lt ihe g
2 15"+|_f-'l [:]B‘[J (2 1}1.13.44—""

changeant z en 2z et remarquant que l'on a identiquement

= s
1 I =7 ::"—t_t Elemmpg 3
. 2 41 241 2 & e
(b =l
il vient
I &% —pg—F B,z =
o Y ' 3.4
- 2.2* —=1)— —2%(2"—1)B +...
2 & et ( ]1 2 ( ) 21.2.3.4
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Si I'on fait maintenant
Z="r 'J:I_,

on pourra écrire

(2) tang x=2(2?— 1)B, z— »* {amxjn,{ﬂ-k 2% (2% — |]|H,m"%-&—a—...~

formule qui ne subsiste que pour les valeurs de & dont le module est infé-

rieur a

B

Déveioppement de coséc x.

#. Nous avons

1 cus’; x + sin® L x 1 1 1 I
cosbexr = —=""3% o = - Cot-x + ~tang - x,
sinr  a2sinfrcosix g 2 2
I 1 1 x Ty X
—Cot-xr=-—B, - — —_— — ———— — ..
2 2 z B, 2 B, 2.3.4 B, 2.3.4.5.6 .

tan -'—.:r—l’z’—-ljﬂ =+ (2'—1)B —':J——f—{::e“-—l'lii s
LT =1 e 2534 L g se oo

done
x 1 B+’ S
(3) cosec & = - + (2 — 1) B, x +{f‘])_3-?+ {15_1"3_-57575 + .
II.

LOI DES NOMBRES BERNOULLIENS ; EXPRESSIONS DIVERSES DE B, EN FONCTION DE .

3. Lexpression générale des nombres de Bernoulli a été donnée par La-
Place (Foyez le Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix,
tome III, page 107). Mais la méthode suivie par lillustre géomeétre est trés-
compliquée, et nous croyons pouvoir présenter ici une solution plus simple
et plus élégante de la question.

On a
—= = sin 2 (1 — sin? z)°%,
cos.x .

lﬂﬂgi" —



(8)

4 g A
et, en développant (1 — sin®a) 2 par la formule du binome, il vient

4 ¥ e . J : S PR 3.5.9...2rn—3 . i
‘tang;:smm—l— ;sm &L :L—sm I - —_ESII:I'J:+H.—5—2 45 z.n—:'s!m &£

4 2.4
35.9.(2n—3)(2—1)
2.4.6...(2n—2).2n

(4)

[sin™+ x 4... + ete. ].

Le coefficient de *"~' dans le développement de tang x en série ordon-
née suivant les puissances de x est

%

1 o 2= tang x
= - ,
1.2... (20 —1) el ),

d’apres la formule de Maclaurin; on a donc

= tangx\ _ (an—1){an—a]... 3.3 0 e __ 2 (2 —1)
( drte= )u_— 2.d.4...an 37 B 2n B

ou, a cause de la formule (4),

[ (d™'iangz\ _ (d™'sinx) 1 fd*™sin’ x 3 [d*"'sin‘z
( efpin—1 "_ tF)D"t" ; FJEF‘F ;Ji dpr—1 n+ e

+3. ...(2n—3) (d‘"”'siu“".r) s
x (]

(3) :
v
4.6...(2zn—2) dzin—

mais le développement peut étre arrété au dernier terme écrit, car il est évi-
dent que pour x = o, la dérivée d’ordre 2 n — 1 de la fonction sin 2?7+
se réduit elle-méme & zéro. Cette fonction est effectivement développable en
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, et le degré de son
premier terme est 27 — 1 + 2 k; en sorte que la dérivée d’ordre 2 2 — 1 con-
tiendra le facteur o dans tous ses termes,

Cela posé, différentions 2 n — 1 fois la formule connue

(2m—1) (2m —2)...(m=41) . (2m—1)(2m—2)...m .
S T Eaac8 gmeet e a3 e = -

(2m—1)(2m—2)...(m—1)
. i L Pae

- -1 |4 Yty
:=.1r.t’"‘"'1:r:_—{—-—}tll 1.2.3.

2::-:—1

sinbx —...

callp =3

iiim—ﬂ' (2me2)...[m—i+4+2)

1.2.3...(m—i) Flﬂ{‘li—ljri_”

£ sin(am —r1)x,



(9)

- \ (2m—i1)(2m —2)...(m
i I.:E[mﬂ.} *1 cosx

sintx _ (=i | =38 (2 i —;1%{3#;;_2]2} SN

R oL

+(2m —1)"'cos(am —1)z; °

L]
lﬂ:]‘, :"3,!!-!,,:.’

nt en méme temps x = o, il vient

0 2? =
x\ (=TS 5 ; s
)b_ pr _I—-m-;ii"'" 4 539 ]1

(22—1)(22—2). . (7+1) (2a—1)(2r—2).. .{n-;-:z]l_s,ﬂ_,

(—ap+ i OO V. S — - Y e —

‘) ¥ 1 (22 —1) ; B4
“F——(an—3)

*(an— 1]‘-"".

1S est aisé mair{muant, au moyen de la formule (5), d'écrire Pexpres-

ST ol - amiatn__y
ion de (WE)I-’ et; comme cette expression est égale a B, {M },

2



on pf}tll"ﬁl. pDEE!‘

I
+_J_[§_3tn—q]
otz 1
it :‘3 H_§32N—|+ Eiir—l-J
% T [ T
1.3.5 [7.6.5  7.6200 | 7 gauy 221
2. 2.4.6 [: - |.-:3 +_|5 = ;
B _-f_t}'”".nu : 5
" Em[:i?_:';]q (zr—1)(2a—2)...(”R41)
1.2.3...(n—1) :
__(2m—1)(2r—2)...n+2 301
St i35 an=3) 1.2.3...n— 2
gl o 1.6, (@r=—=a) |5 = =" cleae e et i
$'~3“_'](%H_ 3)2n-
==

" an—1 ,
(2m —1)*";

telle est I'expression des nombres;Bernoulliens que Laplace a obtenue le pre-
mier, en suivant une marche trés-différente.

La maniere d’employer cette formule est évidente. Pour trouver B, on fera
n =1, en s'arrétant a la premiére ligne ; pu:.r'ur trouver B,, on s'arrétera a la
deuxieme, en faisant n = 2; elc.

On obtient ainsi

|
HI:E‘

6. Avant d'aller plns loin dans I'étude des nombres Bernoulliens, nous
démontrerons une formule dont nous ferons un ft'éc[uem usage,
Cette formule est la suivante:

1 1 e g PE

: AR
(6) - ——cot-vy= |{

¢ ", e mT

dx.

(*) M. Schlomilch a public sur ce sujet un travail que j'ai consulté ntilement.
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~ Pour Pétablir, partons de Ia formule connue

AP ' ] i i

R . 21:+-= ar
ot —J d

...

I I I
T4 £—2:+:+3n-+'"'

_ aéne est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre
et + m, N

oppement étant mis sous celte forme, on voit que pour des valeurs

mprises entre — x et ~+ m, les termes entre crochets, a partir du
e, forment une somme moindre que

1 1 I 1
;,'[§+E+ -r—5+]
3 - t 1 .i - = - ¥ el
» considérons l'intégrale définie f ey — i: qui n’a évi-
L]
ent de sens quantant que a est plus grand que o, et il vient

f‘“ [e__,[,,ﬂ]._'_ g—#amtz) e—cl3m+r) , ] do
(¥]

_fm [E—'u{:_:j_i" E-—-:{:z—m}_;_ E,-uﬂ!r-—a}] dﬁ,
)8 :

e
. cotx — - =

2.
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derniére égalité revient a
e u:dﬁ: [EL&'H+ g2 :H.H'_l_ e-_-—ii-m..‘t_|_ £ J

L 1=l
: jﬂ
cotx ' —'—=
5 w v
mf e do [e=* 4 e=2= o3 |;
0

"

ou bien a la sumivante

0 I=—F

1
changeant x en =¥, 0N aura

2
1 2 & el
col - p— — = e .-f,g:‘
= "

Changeons ensuite z en 2, da devient 2dx, et les limites restant les mémes,
il vient

1 I I B R

-— =0l - = "—'_——dx,

[ 2 3 I MEE _y
formule qui subsiste pour toutes les valeurs de v comprises entre — 2T
et 4 an.

7. 11 est ais¢ de déduire de la une nouvelle expression des nombres Ber-
noulliens. En effet,

" k. o [l 3
T g — = , 1)
1(: +l.2.3+l.2.3.1i._.5 Lz

et, par conséquent, en vertu de la formule (6),

v 1
[—=cot-p = — T
e 2 1 J, 2T 1.z2.3

28 W =t
+ : =
I BT R

2! 2 xdr 2 f“" Pedx
—+ ..
n €

rmEr_
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” &“ﬂi‘_ﬁn vertu dﬂ I& form (I] ol I'ﬂn Ehange.r & :-:I 7

_n:l'.'! B, vt -BI-_ vt : B, (e
R isa T Pl 1 sk b

'r.s.S...{zn—lji

nteesﬂeux développements, il vient

B, = n.ﬂfﬁ o
o

: L]
ars_

g B’==.4‘£w 2 dx

¥
e __

--------

enons maintenant Pexpression

pin—t ol
]

= E“'t-—— 1

elle on fait 27 2 = 5, on aura

=l Ve dx = @

T a2=x ar
nt sgrale Préeédente devient
" 1 W-J.h-::'d"r - I o e=r ?-II—I d‘!
amgm LA TR T 1—e7

;_IE=1+H+3"“"+E‘”+...,
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En nous reportant maintenant aux propriétés de la fonction T' | intégrale en-
lérienne de seconde espece (*) ], nous avons

fxe.yfnn—lr{rzrign]:l+ﬂ.3 ..... (am—1),

B e 3
jﬂ‘ gy d}'_ﬁI‘[ﬂn}-—Fw.n.ﬁ.....(nn—-r),

f“ g—al'f“”"df=§'3;1"{1n"}:3]-ﬁ- 1.2.3....(2n—1);

a

= . CR # . v " v " . . 5 = . . ® . . - o w w s R

Donc enfin

|
A I—1 A

e

; 1 | 1 7

$1.2.3 ....LG—--l].nu[l +tEtEtmt. ]

Telle est I'expression générale des nombres Bernoulliens développée en
série convergente. Cette expression contient la transcendante = et en outre,
la somme d’une série indéfinie, mais convergente.

La valeur B, montre clairement que si r augmente indéfiniment, B, de-
vient plus grand que tout nombre donné.

Elle montre aussi que la somme

1 1 I ;

ne contient, si n est entier, que la seule transcendante x, puisque nous avons
trouvé une expression rationnelle de B,.
Cette méme forme fait connaitre (ce que nous savions déja) entre quelles

limites & doit varier pour que la formule (2 ), qui donne la valeur de tang x,

. o Wl 2. x
soit convergente. La limite du rapport de deux termes consécutifs est ——,
™

a 13 s
et ce rapport sera 1 tant gu Ser ris entre — — et —s
PI < que & sera compris entre = e

Ainsi, bien que B, augmente indéhniment, la série (2) sera toujours con-

' : ™ T
vergente, sl x varie entre — = et - =

(*) A la fin de ce travail je traiterai, dans un appendice, des diverses propriétés des inté-
grales eulériennes dont j'aurai en & me servir.
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On verra de méme que la formule (1), qui donne la valeur de cot x, est
convergente pour les valeurs de a comprises entre — z et + 7.

I11.

8. Je vais maintenant établir entre les nombres de Bernoulli des relations
dont je ferai usage dans la suite de ce travail.
Ecrivons les deux égalités connues

1 1 xﬁar: N
== —an ;ua_f T S r f

b ||

et J
1 B|"' H']r"J B';l"r!' H =}
5 e — _— ——— -
v ncntn r.ﬂ+|.2.5,ﬁ+r.z.3.f|.5.ﬁ+ = T T P

Si dans Pexpression

e
— 5
) Ei"r—]

nous prenons an — 1 fois la dérivée par rapport a v de la quantité sous le

signe f, il est aiseé de voir que nous aurons les résultats suivants -

.‘l.?f:ﬂ'"—i— E—fl’} I:{ﬂu _‘._.a—r:’].‘ x? I:E:.r.l g 'F-“-:Ij i {t.""‘ 4 o vr:l.
T LI __ | S g g
s d » g a 'r" i
cetle derniere expression, quand on y fait v = o, devient e
£ —

En prenant également les dérivées jusqu’a 'ordre 22 — | Itu‘jllﬁi".’enlt*nt,

dans le développement de 1 — i cot iu et en faisant ¢ = o,
Ce qui conduit 4 la re]anun déjd {:-bienue d'une autre maniere

= gein—i BJq
w e B
) =g

Silon pose maintenant

[ 1 B 3 COS P i
ECGEV[-——HEOT.—I.?J: —cgsvcui—u:?u,
W % ] 1 a2
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il viendra
X T P
, £F—
(7) :tf —_ _.cosp.dr =90
2RE "
(1] F o I
W
On a d’ailleurs aussi
2 CO5 P I j
pyv = — cot—-¢ 4 s10 v,
P 2

Les développements en série de cos v et de sin ¢ sont :

e S o pt o
LOBY == T & 1.2.3.4 1.1,3.4.5.E+ T

1":' 5

. ¥
i 9= T — oy o et R S

Done
el T P 2 ps 5 v
?p“;~§1.2.3+§1.2.3.£.5 £1.2.3. 5509
== o cot= ¢
A kit ASE=0)

I . a
Et remplagant cot~¢ par sa valeur, il vient

¢ [ B: x gt
?piB"TJF (E ﬂ;) SRa (3 +§) 1.2.3.4.5 A

P'l‘ =1

gl W Sl )'1.2.3...{2n—1}+“

Rappelons-nous maintenant la formule

Pl 3 e_.-v‘:I
= :

cosey =

b 5,
=
e COs = ]
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 les dérivées jusqu'a I'ordre ap — ¢ inclusivement , nous aurons
A ‘II‘I. !
Jl"ﬂnﬁr

il + V=) ey (o - =) e-‘=~-"-‘*"]

.................
. = El -

el

(d""-' a"msr)n == e (=

=i -

ﬁangemt X en — x,

P (d"-'r“cusv __--(-t-!— =1l — [z — =1
dotr—t b Y 3

..... a

ﬂ_"-’_is"msﬂ—- r"cmn]

RN A g (-‘r-i-t’.-——“h' (.r—-‘.-’ )
o\ 3R—4 {I—.’I'U'__”}“—'—u{f:r) H—*(I-I-m‘)'__}

: t écrire

uﬂthl{ﬁ_gﬂl} cui#]n = (1+.:' oy L AT I:I—.El,l"—_l]“-' y

d‘,ﬂ-—t

4" gy B
L P 4
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et, par consequent, en vertu de I'équation (7), dans laquelle on a pris les
dérivées, par rapport 4 ¢, jusqu’a I'ordre 2n —1, et ou l'on a fait ¢ = o,
il vient

zfmlzlalﬂ-.t\l'—ﬂ"_'-—{]:v-::\f—l %7 dx B, W
o

p— :i—
g.fl_; g'l":r_] e i

En développant la quantité sous le signe f » et faisant les réductions, on

trouvera sans pEine

® (28—1)z  (2a—1)(2r—2)(2r—3) 2
4 dz 1 r.2.3
£TT __ (2n —1)...{20 —5) 4 (2a=~1){2r—2) an.s  —an_s
. e R T " Fx
Lol T
= — "—- e T
Mais on a

et si I'on fait successivement n égal & 1, 2, 3,..., on arrive 4 la relation sui-
vanie :

[ B, (z2r—1)(zn—12)(2r—23) B,
o | erovp-emsecpeng CHEY
i1 : QR R S
i (2r—1)...(28—5)B, (2n—1) (20—2] B,_, A
f+ 1.2.3.4.5 :’T+i 1.2 n—i,.h-

9. Reprenons les formules

el
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par le changement de x en =y elles deviennent

fﬁ szt e
o € T—p in

el

oo ¥
- ——:lr-l'
e? —e T dp i 1 1
——————— = — _ cot=y;
o eTT g 2 " 2 g !

. I
changeant ensuite SV €n v, ona

Y I
————dx = - — coty,
o e F ey i

et multipliant par cosy,

® (e —c=) cosw o ttep P g 1
{ o E— — E—
o fﬁf —_— 4] s v

Si nous prenons encore an — 1 fois les dérivées par rapport a ¢, et que
nous fassions ¢ = o, nous aurons

sine

e w—1 3
"‘f__.l ¥ __y L dv Ao

I.fm{:l4—:“[’__1:'”_._(""“’""I__']""" de -5 (1ff+ﬁfﬂv— - )

d’ailleurs

COSp : 1 [ 3.0 h.¢ o

5 T3 .04 18468 133430678

et
[ r) 1 1B|"" LN 2]]'1"'1 3
=== — COBECY = m — = (g e ) - (a3
sin ¢ St ¢ 1.2 (2 e 2.3.&." )
2B;¢ (20 — 1) 2B, v

N s :.2.3...3[21 =1 =
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par consequent,

L--;-:v + siny — ﬁln_'a= -—ﬁ[mB.[a —1)—1]— hz':’sdi[gﬂa[g!.._.lj.*_3]__
2 m[gssw — 1= h]ie
— l—_—-:;—ﬁ[-aﬂu(a““‘" —1) = (2n—1)],

d'ou

i (L;—ﬂgv - sine — —I l.} i
L e ———[2aB (23 —1) = (2n— 1]
deta—! 1}_. 2n " = !

el ansst

= — + — . aB, (2 — 1)

[Clra o,
a

\"'.—_" £ g 2n an
—___ e iy If;:"" Tm=—i
Développons U +':i_ ) o :J_’) et le premier membre de
—1 —1 F

Pégalité précédente prendra la forme

-2 2.(zn—1)(2r—2)(20—3) [F =&

&
2(am = I — e — - dax
rl :] o E."_"x-—l T .2.3 o & g
i3 r.—..l':-.n-i':l...{:',u—-ﬁjf"* zdr __Ef"-“_t-fn-nl.d;
I‘A‘.E-‘iﬁ o s g S T g

Rappelons-nous maintenant que

W gl a2 B
2 f d.r = =y
, a0

o ey 2n
et en faisant successivement n égal a 1, 2, 3,..., il viendra

il o H'_fzn—:][zn-—z!{gﬂ—ﬂ . 2' B, e, 7 (2r—1)(2r—2) 2™ " By

.

] 4 .2 an — 2

1 20 - ;
— tﬁ-zB,,(-z““'—!}-i— =

2% By
an

L :
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DEUXIEME PARTIE.

FORMULES D'EULER ET DE STIRLING.

L

Formule o Euler.

10. La formule désignée ordinairement sous le nom de formule d'Euler,
et qui a une grande importance en analyse, est la suivante :

' 3 i x I B, & s =
\ 2,_”:3_[. Fadr —L(Fx—Fx,)+ 24 (Fo—Faz,)
{[D'} i B f: B, /
e : (F" o™ _.*'—ib. Yo ¥
. g\l #—Fa)+ o (e =gl o

Cette formule est donnée dans le Traité de Calcul différentiel et integral
de Lacroix (tome III); mais, selon les habitudes des géometres de cette
époque, l'auteur ne s’occupe nullement de la condition de convergence, ni
de I'expression du terme complémentaire.

Elle a été reprise et perfectionnée par Poisson, dans un Mémoire sur le
caleul numérique des intégrales définies.

Le célebre géometre donne dans son travail une expression remarquable
du reste dans un cas particulier. Cette méme formule a été I'objet des re-
cherches de Jacobi, qui arriva a4 une expression du terme complémentaire,
pour le cas ou, la différence x — x, étant divisée en parties égales a f,

il U . Fan+2)
Z,F (€ +z) et X Fomd (x4 3)

L] :l

restent tous deux positifs ou tous deux négatifs a la fois, quand z varie
de oa h.

Mais sa discussion n'est pas générale, et il restait toujours a reconnaitre
s'il n'était pas possible d'évaluer le reste dans le cas ot la fonction et ses
dérivées élaient assujelties 4 la seule condition de demeurer continues entre
les limites dans lesquelles la variable reste comprise.

e e
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Le probleme ainsi posé a été résolu par M. Malmstén, professeur 4 Upsal
(Journal de Crelle, tome XXXYV),

11. Au lien de présenter immédiatement la formule d'Euler sous la
forme (10), M. Malmstén prend la suivante :

T — ﬁji-—éﬂf’.r-t—%ﬁ‘&f”m— I_I:‘L:l_&- Af*x + etc...,

d’oui I'on passe sans peine & la premiére.
L'avantage qu’il y a a employer la forme (r1) pour la discussion fonda-
mentale est évident.

En effet, si I'on considére I'expression E Fx, de deux choses I'une : on
bien elle représente une fonction continue de x, et dans cette acception la

caractéristique 2 est tout simplement I'inverse de A, comprenant implicite-

ment avec elle une fonction indéterminée periodique, de telle sorte que ::_ Fax

est alors complétement indéterminée, et il n’y a pas lien de chercher un
terme complémentaire; ou bien, et ¢'est le cas le plus ordinaire, on prend Ja
somme entre des limites déterminées. Mais alors elle ne représente plus
une fonction continue de x, de telle sorte quen la prenant dans cetie
acception, on restreint souvent la généralité des résultats. Clest ce qui arrive

par exemple, quand on part de E Fa dans la recherche du développement

de IT (x +1).

11 est inutile d’ajouter que Femploi de la formule (i 1) ne présente aucun
de ces inconvénients.

Avant de la démontrer, rappelons-nous d’abord un théoréme connu rela.
tif au développement de Taylor.

Soit une fonction fx qui reste continue, ainsi que Ses 27+ I premieres
dérivées, quand on fait varier x de x4 x + %. On a évidemment

f{.:r+.a':}«_}‘.i::fh_j"(-r+z]dz:fﬁj'“(x+.-’a——-z}rf:.
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Prenant l'intégrale indéﬁnieff (2 4 h—z)dz, et intégrant par parties, on a

C + Jﬁj‘[x—k a"!—z}l..rf:.: zf" (x + h — 3) +Ii;f (x + & — z)

zlﬂ

1.2.3...2n1 flﬂ"l{*r+'&_zi

-+ - ‘j{.1+h—z-+...+

1.2.3
zin :

(2n41) = -

+f|-n*3...qm]j (x+ h — z) d=.

En intégrant ensuite entre les limites o et &, il vient
f R b o -,_.
fle+h)—fr=bfx=h'2+ = f 2+ om) T b
A 2n (2]
1.2.3.. Sl .I‘+f |z”'.znj (# +h— 2)da

et si 'on change de nouveau & — z en z,

nja:._fj.r-a———j xH——s f“c+ +|33 = fitelign)

+f (h—z) f“'“'”{r+z]ldz-

De cette égalité découlent évidemment les suivantes :

e h? “aie e
ﬂj"I=hj I+I_‘.1—'-f I—F-I-———z {:n_lfmT

L m—
+f okl _,."“*“'{.r+z}+fz,

1.2 .,{:l.n—|
w ';' " km_‘ ,:3;;
ﬂ'f = flx ke 1.2.3.. '.m—-zf

b f (b= 2P fonet . 2),

1.2. ..{2::—?

...................

. b
ARz = ?f (am) ¢ +f i:_af““*” (x + z) dz.
(1]
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Si Fon multiplie les deux membres de la deuxieme égalité par A, k&, les
deux membres de la troisieme par A, A2, ..., les deux membres de derniére
par Ay, A2, il vient, en ajoutant,

Bfe+ A BAf '@+ A RRAf o + A WP Af "2+ ...+ Ay A" AfO-N
hffx+ I fx (é—b A,)+ f:'_f”x(-]-;—3+ % + A, )

+Hf“'r(hz_r3‘ﬁ+ lt‘s""’ 2 o Aai] e T

Sl e

Fa

= Ban (2m) I ] A A, e )
{Iﬁ} f ] o (I.Q.E...:MT |.2.3...|:3H-—l'}|+ |.']._3__+|'.?_.|q_1] -+ ...+ 'ji'-iﬂ—']

n -
_|_f f[2ﬂ+lj{r+ z}dz (A —z)m £ Ah(h— z)— o As h(kh — ) o
o

1.2.3...278 1.2.3...(20r—1) 1.2.3... (a0 —2)

Apg AV [ — 2
S I'. )

Profitons maintenant de I'indétermination des quantités A, A,, A,,..., Asn—is
pour poser les 27 — 1 équations

S+tA=o
1 £
s 3+E+A’_ﬂ’
(13) 1 A ™
1.2.3.4 f2.3 " iat o Th

---------------------------------

T £ A, A, A i
| 1.2.3i .20 |.:-..3.+..{zn_|}+ 1.2.3,..(2n — 2) Ay =0,

Ty
Ces équations sont les mémes que celles qui se trouvent dans Lacroix,

mais nous allons en tirer des conséquences bien plus étendues.
Posons, pour abréger,

a(x, k) =hf'x— A — A kA 'x — ... — Ay, W™ AfO .
by
_*- Il en résulte
~(h—z)m (h— 2=
s(x,h)=— fhf'l’"““”[:;r + z)dz [1.2...2# +4,h 1.2...{zn_|}+ ]
' i + Agy B (h — z)

4

dorea o am ety TRl
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Faisons

(A=) Ak(A—czP*  AN(A—z) AN (h—s)
o(k —2)= 1.2...2R =+ 1.2...(2n—1) 1.2...(2r—2) 1.2...(20 — 4§ )

o Aua B (h—sf
I.2
el
AR (R—zp— AR (h— ) Ay B (h — 3)
Y(h—2)= 1.2...(20n — 3) 1.2...(2r —5) sy 1

Alors

@ (x, h)=— fhf‘””*'”[.r-hz]dz[q:[h —z)+ g (h—2)]

En développant
p(h—2z)+ (k- 3z),

on pourra cerire

| — + = -
Jan 1.2.3...2ar ~ 1.2.3...(2r—1) = 1.2.3...(2r—2)
A_\ Ah—:
1.2...(2r —3) R
1 A, €= A
o e 1,2,3..,[zn—|]+ r.2.3...(2r—2) * 1.2...(2n—3)
I .!'!.1 ﬁ-:l.'q—:l
:IT-:.:—.-:{I}T-'} "+". " m + 1 + ﬁiﬂ—l
1 A‘I :
o ol 1.2.3...[2r—2) i 1.2...(20—3)
?Lf;fz}+1!a{!lﬂ3]= 1.2 As P
S T .{1n—£}+ =+ =—— =+ Ajq.n
Jib gan—3 1 A, A, §
— Ta.(z8—3) 1_2_3+|_3+T+A,] -
Jit g1 1 A,
5 ;.z...[zn—z}[m + = i ﬁ,]
hz‘:l'l—-l 1
) LL..[EH—IJ[; i
SZII
[+ 1.2.3...20"

e —— -
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ﬁ-h'l,;-‘ ‘
2™ A fegtn—
! 1.2.3...2r | na..(2r—1)
e Gt aﬂﬁ:,u—cr Ay e o0
Hp(h—z)={ + ExER—a s T T
. ﬂ.: ﬁ-'iH ﬂ;ﬁlﬁlﬂ ' Al].,._pﬁ“’_'i 3
& (:.z..‘l...[zm—ﬂ} 1.2...(2n—5) St ) }

. éﬂ?partie du deuxiéme membre de cette égalité est évidemment
uxieme — .z, done

P(h—2)+ §(h—2) =9z — yz,

'Iq.-(&.&):u.

o s A '.:' " 2 I
evant étre nulle pour toutes les valeurs entiéres de n, en

donnant
vqm'ént les valeurs a,'3, 4, ete., on aura
fepe .
1:_= 0, A;=o0,..., Azpy =0,
Y2=y¢(k—3z)=o0;
: W Pz = ?(ﬁ-— 5},
; [
wla) = — f S (x + 2)ozdz.
o
Dai eurs pour trouver la relation qui existe entre Ay Agy Ay, et les

4.
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nombres Bernoulliens, il suffit de se reporter a la derniere des équations (13)
qui, en vertu des relations
A= —-- Rgi== A==, 0 = A =il
devient

l"-[i‘n—:] A{!n—q} o A-: ﬂ — |
s T R 1.2.3.,.{151—2] 1.2.3...2n

multipliant par 2T'(2n), il viendra

o |

=alA,(2n —1)+2A,(2n—1)(2n — 2)(an—3)

+... 2A50a(2n —1)(2n—2)...4.3;

ol encore

f A, (2rn—1)(2a—2])(2 n--—-3} A
o (an—1).1.2. = + = == .2.3,&.-—; :
YA (2r—1).. kzn—ﬁ] (2m—1){2n —2) Aus
e .r.n.3.£|.5.6. ot =3 «1.2.3.. {zn— 9)—2=

Si 1'on compare cette formule avec la formule (8), on aura évidemment

B, P .
Jl!Lzzl_'.z’ Ap=— 1;2.341 Ay = 1.2.3.4.5.6
|
(13") :, el S 1

1.2.3...{21:—- 9.}’

selon que 7 est pair ou impair, ce qui est la relation qu'il s’agissait d’établir.

& L
12. Considérons maintenant I'inteégrale f vz.dz. Je dis qu'on peut écrire
o

h

k '3
f q:;dz_--ﬂj vzdz,
En etfet

pa == ?[‘& ke "t’}!



A'II—:I
1.2.3...(2n41) i 1.2.3..2n T r2.d..(2n—1) e a3 ]

ration entre les limites o et %fe donne

L 3 2| A, 1 Ay 1
l&?ﬂﬂzmﬁm_ﬂ ["3‘3'"{3"'!"1.} ot 1.2.3...an zm=t Tt

y T Iy

la derniére des formules (13) changeons n en 7 +1 et rappelons-nous

A'."'—-:" Iﬁil =_- o= i,l_l"_'—-"ﬁ,
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on aura

A’ ﬁ-m—: o
1.2.3...[2#7 41) + 1.2.3...2n S0k 1.2.3 + A= 0.

Mais on a aussi

fi ik
f q:zr.fz:zf g zdz,
i ] a

d'ou résulte la relation

A s, LAY, i A, I -".-.Im--l 1
(14) Asn= 1.2.3...(2a+41) 2 = T i T A

Propriétés fondamentales de la fonction oz.

15. 1°. La fonction g z ne change pas de signe entre les limites z=o et 2=k
de I'intégration, elle est toujours positive entre ces limites si n est pair, et
négative si n est impair.

Pour le démontrer, remarquons d'abord, comme cela a été dit plus haut,
qu'on obtiendra toutes les valeurs que peut prendre la fonction ¢z entre o

- 3 g |
et f en faisant varier seulement z de 0 a = h.
Si nous considérons maintenant l'expression z + A k, dans laquelle

I " ] L L] ¥ - -
Ay=— il est évident qu’elle sera négative pour toutes les valeurs comprises

1
entre o et Eﬁ-

Mais pourz =1 on a

Sa dérivée est z - Ak, et négative pour toutes les valeurs de z com-
. I r L]
prises entre o et = k; donc ¢z décroit, et comme elle est nulle pour z = o,

elle sera négative pour les valeurs de z considérées.
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Sin=a2a,
2! Ak Ayl pt
O = —— T
F t.z.ﬁ..-.’i.+ 1.2.3 !

et
i A fz A 7.
| it 1.2.3 + 1.2 + Atz

; : . & AR s 2K
Mais I'expression 3 + —— est négative pour toutes les valeurs de z com prises

Lh

: 1 : - T rE A :
entre o et ;k, et il en sera.de méme de f (E - —i—‘-) dz, qui sera la somme
=

d"un nombre infini de termes négatifs infiniment petits. Or on a

hofs Al g Ak P A 1
,[ (§+T)“”=—(;.—a+T‘z)+*'* (L-“EE"‘{‘E)‘

oh z Ak ; . A, fiz 3
f; (§+T) ﬂ'%_—-—L_z_3+ 1.2 +A=&]J

et comme l'intégrale définie est essentiellement négative, la quantité entre
parentheses est positive,

Ainsi qu'il est aisé de le voir, cette quantité n’est autre chose que —;r‘]g':,;
la fonction ¢’z est donc positive pour toutes les valeurs de z comprises entre
o et ;';f:. Comme d’ailleurs gzest nulle pour z=o, la valeur qui répond i

1= 2 sera positive pour toutes les valeurs de z considérées, puisque la fonc-
tion est croissante.
Sin=23,

AT~ = Al Ashizt i AR st
Pe= 1.2.3.4.56 :.z.3.4.5+ 1.2.3.4 1.2
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et
z* A.| Iﬁ'z-‘ A: 2

§'z= 1.2.3.4.5 =+ 1.3.3.4 + A, k' z.

; 2 Ay R
Reprenons |'expression —; + :
1.2.3 1.2

+ A, k?z, qui est positive pour toutes
. 1 T . ‘o
les valeurs de z comprises entre o et ~ i Multiplions par k=?, etil est évident

quc

sera positive.
Cette intégrale définie devient

2 i ﬁ..zﬁ'* Ay K2
s e

donc
P I A2 A A,z .f.t‘

:.2.3§+ .23

est positif pour toutes les valeurs de z comprises entre o et %h,

Il en sera de méme de

qui est évidemment

g s A,k +J|L,ﬁ=z,=)+&l( 1 1 A 1 S ﬂ“',.l).
)i ([.3.3..1.5 1.2.3.4 1.2.3 1.2.3.4.5 2* o 1.2.3.4 2  1.3.3 2

On pourra done écrire, en vertu de la relation (14),

= h
g = Az Az B R g A, ke ARz 5
£ ( . Rira +T'a")d3'*"(s.z.3,4.5+:334+ >3 H A
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' qaq;me Ia mlgur del intégrale est essentiellement positive, la quantité entre
enthéses doit étre négative. Mais cette quantité n’est autre chose que 9'z;

¢ z est négative: or pour :=o0, gz =0; done gz, fonction décrois-
est négative pour les valeurs de z cuns:dérees lorsque n = 3.
Jursuivra sans peine le méme raisonnement pour toutes les valeurs

»de ﬂg 5

__Ia_fom:hon ¢z aentre z=o0 et z =k un seul maximum pour z = Jasn

air, et un seul minimum pour les mémes valeurs de z si n

est i tmpau-.
pmpﬂété se démontre trés-facilement, car on a

p3=9(h— z),

ant les dérivées ¢’z =—¢'(k — z), d'aillenrs pour z = ~h,
?r(iﬁ)z—q&'(iﬁ)=ﬂ. ’

outes les fois que n est pair, ¢'z est positive pour les valeurs de -

ailn

entre o et .ih; Pz, (ui est posilive et croissante pour de pa-

L]
leurs de z, croitra donc de z=0 4 z = = h, et comme la fonction

v un seul maximum qui arrvivera pﬂurz-— Lh

nement identique avec le prect-dent montrera quela fonction gz,
galwe, dans le cas de n impair, si z varie entre o et k, passera par un

pour z = *k, minimum qui répondra d'ailleurs & un maximum en
r absolue,

-
5y -

E i‘ﬁl. Ces propriétés de la fonction oz une fois établies, revenons 4 la for-
ule(12). :

=



BT . P o AT
i [ B, B
g S g B P R . s Ot i
k= 2’ L= - ;. 1.2.3.4 Ao 1.2.3.4.5.6 EiRs

Rappelons-nous aussi que Pintégrale définie qui entre dans le second
membre peut, d’apres ce quia été dit plus haut, étre mise sous la forme

k
[ St (x + 2).p 2.0k,

et alors la formule en question devient

B, .l’:

o . .|FI ol | El " “hv 'I|'J
(15)1
) Bai ¥ — n+
’ X = 1.2.3...(2n _' m}ﬁ-‘lr e f.)‘”: (2+z) ¢ adz.

Mais ¢ z garde le meéme signe pour toutes les valeurs de z comprises entre o
et iy donc I'intégrale definie est égale a la somme des facteurs gz.dz, mult-
pliée par une valeur moyenne comprise entre la plus grande et la plus petite
valeur que peut prendre la fonction f®*"(x + z) quand z varie de o & 4,
cette fonction étant continue entre les limites de intégrale. On pourra d’apres
cela écrire

B h
f Jee (o gyds = f9* (e + E.ﬁ}f o 2z,
ik . o
G étant compris entre o et 1, et en désignant par R le reste de la série,

Iy
R=— f&m" (x4 ﬁ.-‘ir}f w 2z,

D’ailleurs

*h

L gads = 2+ ( ' o -+ = ot {‘15"):

23 (2m 1) 5 1.2.3...28 @ 1.2.3. kzn—ﬂ-i— i 1 2.3
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%"é" F'ﬂjreﬁoﬁmaux équations (13) et (13'),

fq:[ﬂfs——ﬂ .&’“'—+__n" 'ﬁ’h..~

1.2.3. .98 "

Rz el foesn(r 1 g,
séquent aussi
A :.',- —' : _' . . Bp&’ = ’ B._n'lh_: fl
x=Ajx ;ﬁﬁf'ﬂ'f' 'Eﬁf T B Ty W bl

= |2,B,3 f:u—n-l(_r_l_gﬁ

_ fa&wmu]e (15) nous faisons & = 2 et x — T, et que nous retran-
nembre & memhre les équations obtenues, il viendra

m-—-f :n}—ﬁfx—&fx,—-k{ﬁf'm—ﬁf :r.',,}+ {ﬁf xr— ﬂj
. K i,ﬂgnan_.:]{&fﬂbmm .ﬂ._;‘"""‘“.rj
L = [ oo a) — fonen (a4 ),

9z garde le méme signe pour toutes les valeurs de z comprises
: k.
2, le dernier terme du second membre sera égal 4 f 9 2dz multi-
o

une valenr moyenne que prendra Iexpression

JOm (g 4 z) —-ff““i(m., -+ ),

ﬁh(‘:f"x:_f" ,;ru}-_—__ ﬂfﬁt_affu,— iﬁ {ﬂf'ﬂf*—ﬁf'-r.}
= + 38 afrx— Afrxy)
VIV

7 e {nn—z}

T e [ (4 6B) — £ (x,+ 6B)].
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Pour arriver & la formule connue sous le nom de formule d’Euler, il
suffit de poser

Af'(x+ z) = F(x+z)
il'on
f'(x+3)= 2F(x+ z) + G,
et par suite

J('a E,‘J{.‘ =+ z:] ,_,_Jf'..- {,f;u'i' Z} — E‘F[J} — z},

C disparaissant si I'on suppose x — x, égal a un multiple exact de £ : on

a4 aussi
ﬂj_’r — ﬁj,';rﬁ — f Fa dx,
Afrx—Af m,=Fx—F
Affx —Af" a,=Fx—Fax,
et
Slanen (4 z) — fOr (2, + 5) = E: F" (x + z).
Dione

e L foom ] B, i o v
\ A Eril*.r:I F axd. ~—E[E.r—F.xﬂ;+-l--;—[1* x— Fax,)-

(10") | 3

 fan— : . B, A T opang
L CBegh EJLF-""‘”I—F“"'HIEJJ-_F & zx F*"(x+6 k).

T 1.2...(2R— 1.2.. 50
Ce qui est la formule d'Euler avec son terme cﬂmplémemaire‘

Posons  — ax,= ik, et désignons par M la plus grande valeur numérigue
de F*" & quand a varie de x, a a, + ik, il est évident que

E“' Fim (a2 - 6h) P




(37)

i+ absolue moindre que M: et par conséquent

)

R,= A Bk

Ilnl--l- sn

(.‘l‘— 'Tn} Mi

nant la valeur absolue du reste.

,@ﬂppmns maintenant que f®"~Y(x 4 :) conserve le méme signe
-E:ttanerzdeoih :

ﬁaﬁs da méme signe f""'*‘ (® + z) dz, multipli¢e par une valeur
' qu preudra la fonction ¢z quand z variera de o 3 ke, ou i

| i}b{-‘ff‘“"" (# +2)dz= g6 h)[ f* (x+h)— frm z];

evenant & la formule (15) on aura pour l'expression du reste
R=—o(6h)A (2

._?,ﬁ.ﬁm&hdﬂ valeur de la fonetion v(z) est g (i 5); done

R= — 6 (g k) A fonz,

m“-’*‘ (13) qu'i' donne @z devient pour z = - %

1
2

A, 1 Ay 1
+ 1.2.3. (ar—1) 70— T ?]
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ou avec les nombres Bernoulliens

1 i i 1 1 B, I [
‘ 1.2.3...27 2" 2 r5.a..(28—1) 2'*! 1.2 |,2,+,[tn—z]'ﬁ“—=
[ i 1 1
ol-h |=h?" | e "
'(2 1.2.3.4 1.2.3...(2r — §) 2 i
‘ | P S |
= =0

[ Bedere N 2 r:—l:lb:rz

donc en vertu de la formule (g )

B\ Ly BRE s
¥ (: h_) T MR e

el en se reportant a la valeur de R,

gt B, A"
Aeel “1.2...2n

R==x4¢ Af W,
ce qui est une nouvelle expression du terme complémentaire de la lor-

mule (13).

De méme si dans la formule (17) f*Y (x+ 2) — f3™! (x, +2) con-
serve le méme signe quand on fait varier z entre les limites o et h, on a

W ;
| Dyt ) — (8 0, e

w0

— p(OI)[fo ( + B) = f0 (s + ) — [ x & f 2,
?Eﬁ'f;)[&_.fiiﬂﬁx = ﬂ‘ji_!ﬂj 'TDJ-

B

1) ou résulte I'égalité
h(f'x—f'x)=Afx — J.',‘.i'q-n"-;[:sj'x— ﬁj‘ln]a-lulf'—.if[&.j”r— aﬁx,,J =

(18): : o By £ [ﬂf*.tn—zlr_ A, foe -Tn]

1.2.5...m—2

i 2% —1 B, 4™

TR} e [2m) _
29— 1.2 ...zn[ﬁ-’f % ﬁ_’f x":l

o

16. Pour repasser 4 la formule d'Euler, on fera comme au para-




—y
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graphe 14, et il viendra

oy X = ] - - [L,."f .;hg ]
ﬁzk']".rzjo‘ F.r.rf.z'—i(l.r—-l.z“)-[-ﬁ-_(l .r—FNL,.)_..

By A2 |
e 4 i HAR—3) oy T (2R—3) )
{ 9 T g - (20— 2 (E i : I"..
B, i am— ¢ [2n—1) 2=t ., |
L e st R AT

h

Il est presque inutile d’ajouter qu’en employant cette formule on suppose

que E: F @ (x + z) conserve le méme signe quand on fait varier z de z — o
A z= ..

Je ferai remarquer ici que pour arriver au terme complémentaire de |a
serie (10°) aussi bien qu'a celui de la série (19), il n'est p
supposer { entier. Seulement, dans le cas ol i se
de ces restes devrait étre accompagné d'une quantit
une fonction périodique de x qui repasse par le
change x en x + &.

Nous n’avons parlé de ce cas que dans le but de montre

la méthode, nous le laisserons de coté désormais.

as nécessaire de
rait fractionnaire, chacun
¢ C=fx—x,, Lx étani
s memes valeurs quand on

rla geénéralite de

17. Poisson trouve un terme complémentaire dont la forme différe un peu
de celle qui précéde, et il arrive a celte conséquence remarquable, savoir que
st F*% garde le méme signe depuis x = a, jusqu’a x = x, le reste de |
série, en s'arrétant 4 un certain terme, est moindre

On arrive ici 4 la méme conclusion.

En effet, revenons i la formule (15), dont le dernier terme est

que le dernier conserve,

h
— f g2f" (2 4 2)da.
au

Si nous supposons que £+ ( x 4 z) garde le méme signe entre les limites de
Pintégration, il sera

oin 1 B, &
= 3 L — A F()
R e e R T T f .



( 4o )

et Fon pourra mettre (15) sous la forme

B._ If'l-rl-l

i k. - B, & :

¥ — Il [ e o

o fidf =ik _;&f s T._:i'ﬂ'-’f & Tt 1.2....(20—2) 2§ Rt

{20)

: Lo st L 2% e} Bl 130) oo
T ﬁ'f L I_E'_fm—- E:n.,.zn'a'f -

d’on Von tirera, comme plus haut,

R(fla—fla)=Afx — Afxcg+ ..., ete.
el enfin

xS r‘.. __:_ R
ftzquxmlul.r.dx a{[‘r Fx,)

s \ B, i

(271 ¢ — an—t;ux__ (2n—1] o0 Y
‘ ik t.:.,,:tn{ ¥ o/
' i [lI g =) _BAT  penn p o FO=Ua,
| = 120 202

I
ou l'on’ suppose que Z F" (2 + z) ne change pas de signe quand z varie
|

de z=o0az=~"h _

Cela arrivera évidemment si Fa garde toujours le méme signe quand o
varie de x = x, a x = x, comme le suppose Poisson, mais pourra encore
arriver dans d’autres cas.

2 — agin g

Si nous remarguons maintenant que —-—- est plus petit que 2, 1 — @

:..Jlb-l

zlh-l
sera en valeur absolue plus petit que 1, et le reste de la série sera evidem-
ment moindre que le dernier terme conservé, sans qu'il soit possible par
cette analyse d’en déterminer le signe.



T ~E——

P ey

(4r) :

18. Cela posé, M. Malmstén se place dans I'hypothése o f2*+ (2 4- 2) et
S (x+z) ne changent pas de signe quand z varie entre o et 4. I peut
alors se présenter deux cas : ces deux fonctions ont le méme signe, ou elles
ont des signes contraires; et dans chacun de ces cas il trouve une expres-
sion du terme complémentaire avec son signe en évidence. Reprenons d’abord
la formule (16), et changeons-y n en n +1.

Le terme complémentaire deviendra

Bﬂ-l-l . I’J‘ e

==
|.3+3".{2n+2}

[ (x4 G h).

Ce terme dans la formule (20) est

A w_ ko '
= zB.k 2n (I i 22“-4 I) f S (x +2)dz,
s |

car on sait gque

i
f SO x4 2) dz = A fom g,
a

mais il est évident que si f12n+® (x=42z) et fOm+) (2 4 z) gardent le

27 e g

meme signe quand z varie de 0 4 h, 1 — 6§

sera positif, soit

:.I_lﬂ—l

2™Mm—
ﬁ. ?—' — E,;

et des lors

8, B, fi Mo
F raad )

représentera le terme complémentaire de la série (15).

Si_fOr3) (o 4 z) et £+ (24 z) sont de signe contraire entre les mémes
a1

|

limites de z, 1 — . sera négatif et égal i

374—1

6
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: (42)

§, étant compris entre o et 1, et le reste de la série mise sous la forme (20)
sSEera

6, B, A" 2 — an |
+ 1.2.3...2n 20 {hf );

on pourra donc, selon les cas, écrire

i it B"fj‘-“__
- o aFse B g e LT P O e
(156") Afx=Afr 1.1f~:+ = Ba- 1.2...(20—2) S 1.2...28 g
L1

/] B, A" 0B, A" ¥ —

# T SR ot g ¥ i W e == Zi .| anl e

(20) hfx=afz 2,3_fx+ +1.2,_.1.rzﬁ"r T+ i23...2n 2v i

Revenons maintenant 2 la formule d’Euler, et dans (10") changeons

n en n+1, le terme complémentaire deviendra

;tl‘ﬂ+l‘ BHI

T 1.2.3...{2n+2)

T panes)
.2_,-« F [:.I‘ - 7] IFJ'}*.!

et dans (21) ce méme terme est de la forme

= 2 (1 —0.2 M,) f S B (x+ 5)ds,

h
f E‘t [Fias I[.'.'I': e 5] dz = Fitn-1) oo _ Fitn-t) g

" - i 5l
En raisonnant comme plus haut on verra que si E I"""‘”{:r-i- z) et

E F*" (x <+ z) gardent le méme signe pour toutes les 1'.11&11! s de z comprises
entre o et k, on pourra écrire les deux formules suivantes, ot les signes des

termes complémentaires sont connus :

1°. 5i Ei Fm3) ( +1z) et Z'r F3" (x 4 z) sont de méme signe,

7 o k Blﬁl F # Bl&
it EﬁF:: 5 l'.z'..:f.r—; (Fe—Fz,)+ I_T“:- z—Px) — 237 (Fz —P"z,)
(22) '
M—=F In
Eﬂ:—“f.' ol {F':“_"JI—F':“_"JJ'_'*J_T_HE-F‘—{FHH—'] - "‘“F[ ._l]-rﬂ]

T 1.2..(2r—2) 1.2.02R

e i it it i il
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A x 1 ] - ’ 5
2% Si ¥ Foned (| o) o > F®(x 4 ) sont de signes contraires,
ro Ay

' # & o A B, A
k. ? Fr— Frder——[Fx —Fx,) +—(Fx —F B e e L i 2
‘ sty (oot et ) (Fz —Fa) 237 (F7 2 — F'z,)
ﬂn-—vh'h!
[ - =3 g o | IN=—3 3] [
{#3) ' R e e )
B.q_ &1" 2:‘“ — I::n A.il'l‘ %
- . M=l FiI—i) g | = gy 2 e [T (3= — Fi=i & |
\ +:.:.... :‘kﬂ:{F IR '}+D gl 1,:-_._.2.':“‘ 6 E o)

Dans (22) et (23), on suppose la continuité de la fonetion F(x+ z) et
de ses dérivées, continuité qui doit s’étendre jusqu’a F @+ (5 5} (%)

Ces formules résument le perfectionnement remarquable, ou, pour mieux
dire, le perfectionnement définitif que M. Malmstén a donné 4 |a formule
d’Euler.

Les séries trouvées plus haut peuvent, dans un grand nombre de cas, preé-
SeNter au commencement une convergence sensible, puis devenir ensuite
divergentes par suite de I'accroissement des nombres Bernoulliens, mais
I'expression si simple qu’on a donnée du terme complémentaire permettra
en général d'assigner dans un cas donné le terme auquel on devra s’arréter
pour avoir la plus grande approximation possible.

II.
Formule de Sh;}‘ﬂ'ng.

19. Parmi les nombreux développements en série que donne Stirling dans
son ouvrage intitulé : Methodus differentialis, sive Tractatus de summatione

() La formule (22) avait été trouvee par Jacobi, mais la formule (23) est due j
M. Malmstén.

6.
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serierwmn, se trouve la suivante :

\ h+£3-+—!3+...+I.:c:&f:err+xf.r—a:+ ;f.:r
S B, ¢ B, 1 B, 1
L —r ﬂ.; i 5_.:3..1" =
Cette formule, qui a gardé le nom de son auteur, est justement célébre, tant
par son niilité que par la propriété singuli¢re qu’elle présente.

Flle donne, en effet, le moyen d’évaluer rapidement la somme des loga-
rithmes de la suite des nombres naturels depuis 1 jusqu’a x, et avec d'au-
tant plus d'exactitude que z est plus grand. Cette opération se présente sou-
vent dans le calcul des probabilités, et il seraitla plupart du temps impossible
de la faire directement.

Mais ce qui a surtout attiré l'attention des géometres, c'est que cette série,
tres-convergente pour de grandes valeurs de x quand on se borne aux pre-
miers termes, devient divergente quand on en prend un plus grand nombre,
et cela quelque grandes que soient les valeurs at tribuées a la variable x.

Malgré cette singularité, elle n'a pas été abandonnée des analystes; ils 'ont
conservée a cause de sa grande utilité, et en ont légitime I'emploi en donnant
son terme complémentaire.

Clest ce qu'ont fait entre autres MM. Liouville et Cauchy.

Nous allons traiter la question en donnant d'une manicre geneérale le
développement de (T (x + 1), o x peut avoir des valeurs positives quel-
Conques.

Ce développement est une application de la formule (15') trouvée plus
haut.

9() Pour v arriver, partons des formules connues
2 I

Tilx)= j:: e—*gr—'da

IT(x)= Jﬂm I:{.r — 1je—*— E:.ifj A

| —£— & 4
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et, par consequent,

ﬁ_’f'.r:fr .!.I‘(_;-+1}dj-zfzf.l‘,'_;‘+|}dy—f:_lI.I‘l[j'—kus{;r

w' i
Soit

y+1=y9, dou dr=dy;

les limites o et & — 1 se changent en 1 et x, et

[ endr = [LT(r) 4
supprimant I'accent, il vient
Afa= [ LT(r+0dyr+ f:[f.l*{;—r-:}—irf]d;
_f IT J’+i]r{?‘+f - r{g-{:—}:] dy :

mais

ror41) A
r(r)

et, par conséquent,

ﬂji-:f‘.{_I‘{I+:]df+f:£f.d_r=ftf.1‘(y+:].df+.rir—x+1.

D’apres une formule connue, on a

(a) : ft!.r{f-l—l:]d}f:éf.:kﬂﬁ-l.

Donc

= r L.T{y—+1)dy+ fri.r{j+|}dyﬁfhl L.T(y +1)dy.
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savancant plus loin dans la série, les termes ne
nouvean, et cela quelque grand que soit .

Pour s'en convaincre, il suffit de prendre
dent et de passer a la limite en faisant n infini.

tardent pas a croitre de

le rapport d'un terme au prece-

Ce rapport est

B,.(2r— 3} (2n — z) 1

B! (2r—1)2R L
qui doit 4 la limite étre plus petit que 1, ce qui conduit a l'inégalite
2 (2rn—2)(2m—3)
X :} -227.[':

ou 4 une valeur infinie de = quand » est infini.
Néanmoins, puisque I'on connait le terme complémentaire de la série, il sera

toujours facile, dans un cas donné, de trouver le terme auquel on devra s'ar-
réter pour avoir la plus grande approximation possible.

il rii———

Développement de .7 (x) en série convergenle.

24. Nous partirons encore de la formule connue

ST

o
p—a —eg—ux )| da
o

iI‘{.:r:}:f [{J:-!)e*“— g

qui donne en prenant la dérivée par rapport a x,

I"{:J:] = -,t__---a. p—aI
S em e e dao
1]
Posons
e~s=1I;
d'ou
do = — rid"' et a= — 1.t

pource.:o,t'zlElpmu'a:m,t:ﬂ.
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Considérons actuellement I'expression

M=% A=

5[ mr )] ] B

m= =

En développant en série [ (: -+ ): on voit que %, sera donné par la

T = m
formule

1 1—8
—— -Ee = — —
tn [I s ][x+ m E[L—I—m}’ 5 {.t-‘-l—m}*l i

Prenons deux fois la dérivée de la fonction V, il vient

¥ i 1 I
;h:_}[f( —hm)_u:.';(m-i-m.b.t'+m—|—l)]

m=0

=30
ary. \ 1 1 1 : t.
drt | _a:+m+.r+m-+—[+::a[|[.x+m}’+{.r+m +i]|2]

=i

Or il est évident que, m recevant toutes les valeurs entieres de o a l'infini,
cette derniére expression se réduit a

3 M=
d*V 1 1 1 j
dr = T ; b E 53 2 [{r-—i— m}’]‘
=10

série qui sera convergente pour loutes les valeurs de x plus grandes

fl'EIE 0.

Si cette seérie est ; t 1 i d m'ﬂ t. par suite, celle qui
Si cette série est convergente, celle qui donne ——» €1, par suile, q

donne l'expression de V, I'est aussi.
Cela pose, ona

=%

z[ :f “"I'J‘,I
(x4 m)*

m=g







Cela étant, on a aussi

Donc enfin on a la série convergente

it = =]

(25) ."I‘{.r+1]:éhn+ (,r+§)e’.r—~.r—|—2 Uy«

=0

Cette formule a été donnée par M. Liouville dans le cours qu'il fait au Collége
de France. J'en dois la connaissance a M. Serret, qui a démontré la conver-

gence de la série ¥ #,,, comme je I'ai exposé plus haut.

APPENDICE RELATIF AUX INTEGRALES EULERIENNES DE PREMIERE
ET DE SECONDE ESPECE.

99 Je terminerai ce travail par l'expnsitiml des propriétés des intégrales

eulériennes dont j'ai eu a me servir.

De la fonetion T (x) ou intégrale eulérienne de deuziéme espece.

La fonction T'( &) est caractérisée par l'intégrale définie

Tl = )f e—= g% dea,

Lol ]

expression dans laquelle a est nécessairement plus grand que o. Elle n'aurait
aucun sens pour des valeurs nulles ou négatives de .
L'intégration par parties donne

2 o
() f ez g™ doe=(x —1) f e~ o Vde,
o

i 0¥
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1l vient

fﬂ e=me g d o =$fﬂ{3‘ﬁ.ﬁ“".dﬁ= #F{n}a

et remplacant m par a
e r(a)
-% X i — e &
j{: e =% g™ da—= =

Si d'ailleurs on fait n =1,

Tiln)s=Elv= 1

et I'on arrive a la relation

o I
f e~ dg = -
L £

qui est evidente.

24. Je vais maintenant démontrer la formule qui m’a servi de point de
départ dans le n® 20. On a

d o
f:f g o e R
L1}

d’ot, intégrant entre les limites 1 et x,
e
. E—l —_—ghT
(a) ' — f —_— .
{ | =

Dans le cas ou x est entier on peut faire successivement x éga] a
1,2, 3,... (& —1), et alors

IF(;-}:lfm[{.r—:]e—“—fe—‘-a— e, .. 4 e—(z=1«] e




et comme

il vient

(26) fr{r1=f [Er—lﬁe—ﬂ'—""—-"—:j]ﬁ'
— e % *
o i

Cette formule (26) n’est ainsi démontrée que pour le cas de x entier ; mais
d'apreésle pointde vue plus général sous lequel nous avons donné le développe-
ment de [T (x +1), il est indispensable de démontrer qu'elle est vraie sans
restriction pour toutes les valeurs positives de .

Voici la démonstration adoptée par M. Serret dans son Algébre supérieure
et qui ne différe pas essentiellement de celle de M. Cauchy.

Nous avons

-]
E(x)= f e~ g de
1]
d’ot, en prenant les dérivées par rapport 4 x,

[+ =]
I' () =f e~ g la.de.
1]

Mais d’apres la formule (a),

LA
g — g %
0

I' (x) =fﬂ [e—ﬂ fﬂ e—e. o' dog — Jm c—~(EE)e g d *_BE'
L] L -1 F

(el

fﬂ e—=.a"'.du est la fonction T (x),
L]

[.m e—lg+1) 2 pr _'.dﬂt —_ f;.E:I;I:F'

=0
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rf |:.I} F (= =} “ H-E
e “J: | g
On a d'ailleurs

I o N S T
f; [ ~ o | e =2 (= =) Hp i)

el comme

Par conséquent,

g

(=) __d.ir(z)
r(x) dz

on peut écrire

15 _ (B — (1] dp
‘”‘f b 1E+1) z

Faisons, dans cette expression, & = 2 et nous aurons en vertu de la relation

[ (2) =T (1),

d’ou
[Fetemrths
or
—[(B+0" = (B+)"]= B+ (1=f—1) = = (B+1™F,
donc
L - S5Ef8 - L[5 - 5] =
et aussi

la valeur de IT (x) pourra alors se mettre sous la forme

ir{I)ZLEm[{ﬂ?—lﬂl+ﬁ}_= —KI+F}‘I_ﬁ{]+H_;].
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26. La fonction T peut s'écrire

r[p]=£we—‘.mp”*.d:x,

el en pusm:l
a=ax? doi dg=2xdx,

il vient

g - i ] 1

(a) I‘[p}:nf e x
i ]

el de méme

(b) I‘{q}:zf e, =" . dy.
0
Reprenons maintenant 1'expression

BI{_I(J', q}:fiﬂ_' (1 --.I}F" .dx,

dans laquelle, avons-nous dit, x est compris entre o et 1. Cela étant, soient
xr=sin*w, 1 —x=cos’w, dr=asinwcoswdw.

o
Pour x=0, w=o0, el pour r=t1, 0 = - donc

T T

2
sin?™! o . cos? ' adw = ';zf cos' P ¢  5in®" " g dw.
{v}

() B(p.gq)= zJ

(1]

Multipliant les égalités (a) et () membre 4 membre, il vient . |

L(p)T(g9) = f;fhﬂ“"..ri-"“".tf.rfne—i"'.‘}'“".r{;r

& A
,—,&f f e~ -1, 200N, 309-0_lx dy,
1] (4]
et si nous faisons

(¢€) s 0 ol
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ou encore

; r(p).rl{q)
(27) B(P:?)=%—,ﬁ'

De la on tire les relations suivantes:

Si ¢ = 1 — p, ce qui exige qu'on ait p <1, on aura

r r{1— 3
L B{p,r—p}:lﬁ%—‘tj:':'r{p].l—'{l—pj.

2°. 5ip=1——p=é7

b(32)=r (1)

mans

1 1 - ey =1 I =
H(;m;) =f x—i(1— a) tdr =2 dw = n.

3°. Donc aussi F(é) = \/r.

27. Reprenons la formule
B(p,q)= fl;rfP"l[;.,_ x )9V dew,

dans laquelle nous faisons

dy

= ——y dlol il
1+r (i)

Les limites de l'intégrale deviennent o et = ; soit d’ailleurs ¢ =1 — p, on aura

“ o p=i
B(p, —P}I._—-f -I':_'—I-d}'.
Posons
= zm

d'ou .['f;lf — q pz3n-1i dz et J{J—i — ziﬂqp—I]T
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Axr+B
(x — cose )+ sin'e

L'intégrale génerale dzx est i la constante pres

A : . A cos B —
~ [ (2 — cosv)+sin?e] + 222 2. arc tang ('1E , ws—"),
2 S1Me 1ML
donc
k=n—1
greRE g
e L 2 (£ 4 cose ) 4= sin’v
k=pn
k=n—
Acose4+B[ L — CO5¢ Pt 4 cosel
== E —"—'m—-[drl; tang ('—“E—m"—) -+ arc tdng(-—;i—l-”—)_]s

et pour les limites de — = et + oo, il vient

k=f=—1

s &cn&r-}— H-
j T—ljda_‘-"d” =T E T sine
= k=0

La décomposition des fonctions rationnelles donne

cos (2m =+ 1) v COS 2 mw
A= — EO8 | ftm 1) y B== -

n n

d'ou
Acose + B

i
. = -sin(am <+ 1) v
s & "

Mais on a écrit plua haut

m-41=2r t U'_{2£+IJ’='
2 =anp e ==
donc
Acose 4+ B I ]
T—;blﬂ{ﬁﬁ.‘l"l}lﬂﬂ}

et, par suite,

. b= (n=—1)

J_u;1+£" dz'_ 2 siﬂ{_n.{'q- i}Pn_

E=D







(64)

f .!I‘{.r]d.r:i.!fr—-'-?f [.sinmax.

el

Soit mamtenant

de
tTxr=w, dr=—,

b T

les limites de I'intégrale se changent en o et z.

Et il vient
fl.'ff‘[.x-]d..r=i£ﬂ-E—I;f“isinmdm.
(1] (4]

Mais de w 4 7 les sinus repassent par les mémes valeurs ; donc

= z
fﬂ l.sinw.dw = ﬁf“ lsinw.dw = '1f= l.cosw.duw.
o a (o]

La relation
m . I I
sinw = 2 §i0 = @.CO05= W,
z 2

donne

: o ] 1
Isinw = £2+£mn;m+!ms;m;

d'ou l'on tire

f fsutlm:m_.—;ig_.,-;f I'bll]-m—-lmﬂf Icoq-m+

-=?1:E:t—|—2f lsmmdm—i—ﬂ.f leosw.dew

2 fﬂ [ sin w.dw;

Il
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M

PROGRAMME DES QUESTIONS D'ASTRONOMIE.

1. Notions historiques sur la découverte de la gravitation universelle,

9 Recherche de la cause qui fait décrire aux planétes et a leurs satellites
des orbites elliptiques.

Lois de Képler; conséquences qui en dérivent.

Lois de la gravitation pour les planetes et les satellites; cas particulier de
la lune, satellite unique de la terre.

5. Les corps célestes agissent les uns sur les autres, en vertu de leur forme
sensiblement sphérique, comme s'ils étaient réduits & des points mathéma-
tiques ; atiraction de deux sphéres ou de deux couches sphériques homo-
gi!‘ll{-‘ﬁ.

%. Masse des planetes comparée a celle du soleil ; méthode spéciale pour
la terre.

. Mouvement d'un point alliré vers un centre fixe en raison inverse du
carré de la distance.

6. Formules du mouvement e-.lliptique.

7 Méthode de Lagrange pour le développement de certaines fonctions
nnplicites.

%8 Solution du |;-!'nhlt;=me de Képler.

Fu el approuve,
Strashourg, le 29 aoit 1857.
Le Doyen,
L. DAUBREE.
Permis d imprumner,
Strashou rg, le 30 aoit 1857.
Le Recteur,
DELCASSO.

PARIS, — IMPFRINELIE DE MALLET-BACHELIEE ,
ruc du Jardinet, 2.







e

-

Mok







PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER ,

RUE DU JARDINET, I2.




