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So lange es eine Heilkunde giebt, hat man die wirklichen
oder vermeintlichen Erfolge der angewendeten Heilmittel auf-
gezeichnet. Aber umfassende ziffermissige Belege iiber thera-
peutische (und iberbaupt medizinische) Erfahrungen treten erst
in ungerem Jahrhundert etwas hidufiger auf.

*Tm Jahre 1835 fanden in der Akademie der Wissenschaften
zu Paris lebhafte Debatten iiber die Anwendbarkeit der
numerischen Methode auf die Medizin statt; im Jahre 1837
entbrannte in der Pariser Akademie der Medizin der Streit von
Neunem: aber die drztliche Welt wurde nicht tberzeugt. Man
wollte der Wahrscheinlichkeitsrechnung kein Biirgerrecht
in der Medizin gewidhren, weil man mit Wahrscheinlichkeiten
keine Wissenschaft machen kénne. So heisst es bei Bouillaud:
wLa somme de nos certitudes en matiere d'éticlogie, d’anatomie
pathologique, de diagnostic et de thérapeutique est énorme;
que dis-je? la médicine ne serait pas une science, mais une
sorte de jeu de hasard, si elle ne roulait toute enfidre que sur
des probabilités.* |

Diese Sitze, obwohl sie in seinem Essai sur la philosophie
médicale stehen, sind doch wenig philosophiseh; denn, abgesehen
von der reinen Mathematik, erfreuen sich unsere gesammtben

Kenntnisse nur eines mehr oder minder hohen Grades von
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Wahrscheinlichkeit *), die allerdings in einigen Wissenschaften,
wie in der Physik und in der Chemie, mit der Gewissheit
nahezu zusammenfillt. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche
aut vielen Gebieten der Naturwissenschaft geradezu unenthehr-
lich ist, verdient keineswegs die Geringschiitzung, mit der
manche Mediziner auf sie herabschauen.

»In der Astronomie und einigen Theilen der Physik hat
die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung seit etwa

50 Jahren zu einer vorher ungeahnten Schiirfe in der Bestim-

mung der Constanten so wie auch zu anderen wichtigen Ent-
deckungen gefiihrt. Diese Rechnungsart dient nicht nur‘zur
Auffindung der wahrscheinlichsten Resultate aus einer grisseren
Anzahl von Beobachtungen, sondern sie lisst aueh die gewonnene
Sicherheit richtig beurtheilen. Sie heseitigh daher jede Willkiir
und lehrt die Zuverlissigkeit jedes Schrittes wiirdigen. In
anderen Wissenschaften hat man von ihr nur ausnahmsweise
Gebrauch gemacht; und in diesen werden nicht selten noch
gegenwiirtic Gesetze aufgestellt, die weder in sich hegriindet
noch durch die Erfahrung hinreichend bestitigh sind. — Aus
einzelnen und zwar oft sehr unsicheren Wahrnehmungen will
man allsemeine Gesetze herleiten. Oberflichliche Beobachtungen,
die unter gewissen oft zweifelhaften Voraussetzungen den Zu-
sammenhang. der Erscheinungen ungefihr errathen lassen,
vertreten vielfach die Stelle bewiesener Theorien* (Hagen).
Man wird leicht zugestehen, dass die letzteren Sitze auch

* Presque toutes nos connaissances ne sont que probables. Laplace.
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auf die medizinische Wissenschaft passen. Gewiss wiire es von
hichster Wichtigkeit, die moglichen Fehler der aus medizinischen
Beobachtungsreihen abgeleiteten Resultate und somit den Grad
ihrer Sicherheit kennen zu lernen; zumal eine einfache Erwigung
ergiebt, dass diese Fehler im Allgemeinen nicht unbetriichtlich
sein werden. Ein grosser Unterschied besteht zwischen der
sewohnlichen Statistik (Demologie) und der medizinischen Sta-
tistik: bei der ersteren kionnen die Zihlungen (Beobachtungen),
aus denen man Sechliisse ziehen will, vollstindig beendigt; bei
der letzteren nur zu einem kleinen Theile durchgefiihrt werden.
Man kann recht gut ermitteln, wie viele Procente der Bevilke-
rung der ersten Lebensdekade z. Z. angehiren; man kann aber
nicht auszihlen, welchen Procentsatz die Mortalitit der Lungen-
entziindung gegenwirtig bei uns hat. In der pathologischen
und therapeutischen Statistik hat man stets die Schwierigkeit
zu iiberwinden, dass aus einer ziemlich unvollstindigen Induction
die Gesefze zu abstrahiren sind. |

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann ung zum Theil iiber
diese Schwierigkeit hinweghelfen ; sie kann und soll uns zeigen,
1) wie weit in der Medizin die Beobachtungen auszudehnen
sind, damit die Resultate auf allgemeinere Giiltigkeit Anspruch
haben; 2) welchen Grad von Genauigkeit die gewdhnlich
publicirten Beobachtungsreihen hesitzen.  Selbstverstiindliche
Voraussetzung der Rechnung ist die Richtigkeit der zun Grunde
gelegten Einzelbeobachtungen; man konnte zu diesem Behuf den
beriihmten Satz von Morgagni folgendermaassen formuliren:
Non solum numerandae sed etiam perpendendae sunt obser-



VIII

vationes. ¥) Darum wird man auch nur auf denjenigen Gebieten
der Medizin, wo die Diagnose mit Sicherheit gestellt werden
kann, und nur mit Beobachtungsreihen, die von competenten
Forschern herriihren, den Versuch wagen, nach physicalischen
Principien das Gesetz der Erscheinung einer Krank-
heit, ihre Mortalitit und ihre Beeinflussung durch verschiedene
Heilverfahren, festzustellen.

Freilich bietet der Gegenstand ganz besondere Schwierig-
keiten. Schon an sich steht die stafistische Methode (Massen-
beobachtung) weit hinter der experimentirenden zuriick. Aber
wie auch der Physiker auf den Gebieten, wo er nicht mit reinen
sStoffen, isolirten Krscheinungen experimentiren kann, beispiels-
weise in der Meteorologie, die Massenbeobachtungen zu
Hilfe nehmen muss: so ist man in der Heilkunde ganz und
gar auf die Massenbeobachtungen angewiesen, um Gesetze iiber
den natirlichen Verlauf von Krankheiten und iber die Wirk-
samkeit von Heilmitteln festzustellen; iibrigens wird sich sogar
heransstellen, dass gut gruppirte Massenbeobachtungen mitunter
die Rolle des Experimentes vertreten kinnen, Ferner existiren
ja keine Krankheiten, sondern nur kranke Individuen; die Ein-
zelfille, denen man denselben Krankheitsnamen vindicirt, sind

-

¥) Diese Priifung, iiber welche allgemeine Regeln sich nicht auf-
gtellen lassen, kann nur nach logischen Principien von Fachkundungen
ausgefithrt werden. _

Wie man in dem seltenen Falle, dass eine fingirte Beobachtungs-
reihe verdffentlicht worden, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsreehnung
die Fiction darlegen kann, hat Hagen (in seiner Wahrscheinlichkeits-
rechnung p. 104) an einem Beispiel auf das glinzendste nachgewiesen.




IX

nicht identische Einheiten. Aber es giebt auch in der orga-
nischen Natur keine Gattungen und Arten, sondern nur differente
Binzelwesen, die dann der Zoologe und Botaniker (und zwar
mit vollem Recht) nach ihrer Aehnlichkeit und Verwandtschaft
in grossere und kleinere Gruppen zusammenfasst. Um die
medizinischen Erfahrungen zu einer Wissenschaft zu gestalten,
sind wir auch gendthigt, die Einzelbeobachtungen zu gruppiren;
und dies hat man von jeher mit Vortheil gethan.

Die Widerspriiche und die Verwirrung, namentlich auf
therapentischem Gebiete *), rithren zum Theil davon her, dass
man zwar zihlte — aber die Giesetze der Zahlen nicht geniigend
beriicksichtigte oder nicht beriicksichtigen konnte **).

Eine wirklich wissenschaftliche Begrimdung der medi-
zinischen Statistik durch Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die
schmihlichen Urtheile iber Statistik aus der Welt schalffen, die
man in der heutigen medizinischen Literatur so hiufie zu Ge-
sicht bekommt *#%).

Die principiellen Bedenken, ob man tberhaupt die nume-
rische Methode und die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die
Nosologie und Therapeutik anwenden kinne, hat zuerst Jacobh

*) Andral: Avee 30 ou 40 observations vous pourrez établir le
diagnostic et I'anatomie pathologique d’une maladie; mais il vous faudra
plusieurs années pour arriver & un résultat satisfaisant en therapeutique.

**) So klagt der um die Einfiithrung der numerischen Methode in

die Medicin hochverdiente Bouilland: ,,Je ne possede pas pour mon compte
tous les éléments nécessaires

**) La statistique se rend, comme une fille publique, an premier

venu, (Les Mondes). Statistics can be made to prove anything. (Edin-
burg Med. Journal),
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Bernouilli (im Anfang des vorigen Jahrhunderts) kurz aber
oriindlich heseitigt *).

»Objiciunt primo, aliam esse rationem caleulorum, aliam
morborum aut mutationum aéris; illorum numerum determina-
tum esse, hornm indeterminatum et vagum. Ad quod respondeo,
utrumque respectu cognitionis nostrae aeque poni incertum et
indeterminatum; sed quicquam in se et sua natura tale *¥*) esse,
non magis a nobis posse concipl, (uam coneipi potest, idem
simul ab Auctore naturae creatum esse et non creatum: quae-
cunque enim Deus fecit, eo ipso dum fecit, etiam determi-
nayits ¥%¥), |

Im Jahre 1840 hat Gavarrett), auf Grund der Rech-
nungen von Poisson f+) ausfithrlich die hier in Betracht kom-
menden Verhiltnisse auseinandergesetzt, — aber so0 wenig
Beachtung bei den Medizinern gefunden, dass er gewissermaassen
von Prof. A. Fick wieder entdeckt werden musste +1+). Der
- Grund dieser Vernachlissigung liegt hauptsichlich in dem Wi-
derwillen der Mediziner gegen mathematische Erdrterungen.

*) J. Bernouilli Ars conjectandi pars LV, p. 227.
**) ge. indeterminatum.
**#*) D. h. Was uns zufillic erscheint, ist nicht seiner Natur nach
zufillig, sondern von Ursachen abhingig, die wir nicht kennen.
t) Principes généraux de statistique médicale Paris 1840. 8% p, 312
+1) Recherchen sur la probabilité des jugements Paris 1837. Dentsch
von Schnuse (Lehrbueh der Wahrscheinlichkeitsrechnung v. Poisson,
1841),
t+14) Medizinische Physik. II. Aufl. 1866. Anhang. Uecber Anwendung
der Wahracheinlichkeitsrechnung auf mediz. Statistik.
Oesterlen (in seinem so bekannten Handbuch der mediz. Statistik
1865) giebt nur einleitungsweise eine lkurze Notiz iiber Gavarret’s Sitze.
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gunm Theil aber aunch wohl in der Form von Gavarret’s
Buch, das trotz seines bedeutenden Umfangs wesentliche Liicken
enthiilt; insofern erstlich die Wahrseheinlichkeitsrechnung als
bekannt vorausgesetzt wird und zweitens die beiden Hauptsiitze
iiber die miglichen Fehler statistischer Beobachtungsresultate
nicht bewiesen sondern nur aus Poisson’s Werke iibernommen
werden *). Hierdurch ist der ganzen Darstellung der Stempel
des Dogmatischen aufgedriickt; mathematische Sitze sind uns
gben nur dann einleuchtend, wenn ihre Richtigkeit uns nach-
oewiesen ist. Der Beweis der fraglichen Sitze ist aber keines-
wegs so selbstverstindlich, sondern ziemlich complicirt. Wer
zur Skepsis neigh, konnte die Richtigkeit der Gavarret'schen
Auséinandersetzungen ebenso bezweifeln, wie die irgend einer
medizinischen Hypothese z. B. der Homoeopathie.
Iech habe mich bestrebt in der folgenden Studie einen
" kurzen durchaus elementaren Abriss der Wahrschein-
lichkeitsrechnung *¥*) mit Beispielen aus der Medizin und

B ——

*) Den Beweis will Gavarret angeblich in einer Note nachholen,
welche die Ueberschrift fithrt: Démonstration des principes énoneés
dans PArticle 11, .

Im Laufe dieser Note heisst es aber: M, Poisson a demontré dans
une suite de caleuls, dont il serait au moins inutile (%) de rapporter ici
les détails . .

Consultirt man nun das Werk von Poisson, — so findet man iiber
100 Seiten ziemlich complicirter Integralrechnungen, die ginzlich ausser
dem Bereiche der meisten Aerzte liegen. Vergl. die Bearb, von Schnuse
p. 138—278.

**) Wenn ich, statt auf die bekannten (wiewohl nur von wenigen
Mer]ip:_ineru studirten!) Biicher von Laplace, Lacroix, Hagen u, A, zu
verwelsen, die Hauptsitze der Wahrscheinlichkeitsvechnung kurz und




einen systematischen leicht verstindlichen Beweis der beiden
Hauptsitze der medizinischen Statistik, welchen ich
Herrn Dr. Natani verdanke, zu geben, und glaube, dass der
Gegenstand fiir das medizinische Publicum wohl beachtenswerth
ist. Soll der angehende Arzt ein angehender Naturforscher sein,
s0 muss ihm das Studium der Wahrscheinlichkeitsrechnung
besonders empfohlen werden. Wenn ich auch nicht zu den
Zahlen-Enthusiasten *) gehire, die von der medizinischen Sta-
tistik eine neue Aera der Therapie erwarten; so glaube ich doch,

dass nach weiterer Ausdehnung und tieferer Begriindung der
medizinischen Statistik der Fortschritt der Heilkunde viel
stetiger sein wird.

leicht verstindlich dargelegt habe, so geschah dies lediglich, um den-
jenigen Medizinern, die sich mit Statistik beschiiftigen wollen, aber nur
zeringe mathematische Kenntnisse besitzen, Zeit und Miuhe zu er-
sparen. Jene mathematische Disciplin zu fordern lag weder in meiner
Absicht noch in meinem Vermégen. Ich wire zufrieden, wenn mein
Biichlein etwas dazun beitriige, in der medizinischen Welt die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bekannter zu machen.

*) Jatromathematiker hat es zu den verschiedensten Zeitepochen ge-
geben. So gewiss die Mathematik uns kein neues Heilmittel gegen eine
Krankheit ausrechnen kann; so gewiss kann sie uns den Weg zeigen, um
zur richtigen Wiirdigung der schon angewendeten Mittel zu gelangen; und
da die Materia medica ziemlich ausgedehnt ist, fast so sehr wie die
drei Naturreiche, und man so ziemlich Alles gegen Alles angewendet
hat; so durfte z. Z. die Kritik ebenso wichtig wie die Heuresis sein.




I. Abschnitt.

Wahrscheinlichkeitsrechnung *) fiir Mediziner,

Erstes Kapitel.

Die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Er-
eignisses®¥) ist das Verhiltniss der diesem KEreigniss
giinstigen Fille zu allen moglichen Fillen.

Kann das Ereigniss 4 unter V iiberhaupt moglichen Fillen
» Mal auftreten, so ist die Wahrscheinlichkeit dieses Ereig-

i

nisses » = . Naiirlich ist immer n < X, also I,:r{ 1, d. b

w ist immer ein echter Bruch, welcher der Einheit sich be-
liebig annéihern kann. Die Einheit ist das Symbol der
Gewissheit; w = 1, (2 = N) bedentet, dass in allen iiber-
haupt méglichen Fillen das fragliche Ereigniss zutrifft.

Wenn ein gewdhnlicher (richtiger) 6seitiger Wiirfel auf-
geworfen wird, so kann jede der sechs Seiten kommen; keine
hat den Vorzug vor den andern. Sechs Fille sind fiberhaupt
moglich. Die Wahrscheinlichkeit, irgend eine der sechs Zah-
len, z. B. die Zwei, zu treffen, ist gleich &. Wirft man gleich-

*) Vgl. Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, dessen
Hli.uptaiitze anch in den klassischen Grundziigen der Wahrscheinlich-
keitarechnung von Hagen (2. Aufl., Berlin 1867) reproducirt sind, Vgl.
auch Kliigel’s mathem. Worterbuch V, 2. p. 890--1030 u. Lacroix,
Traité élémentaire du calcul des probabilités, IV, Edit. Paris 1864,

**) Chance.

Hirsehberg, Statistik. 1
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zeitig mit 2 Wirfeln, so kann jede der 6 Seiten des ersten |
Wiirfels (I) mit jeder der 6 Seiten des zweiten (II) zusammen- |

treffen: es sind offenbar 6.6 = 86 verschiedene Wiirfe mog- |
lich, welche die folgende Tabelle einzeln darlegt. |
1 0 e M s el | 1t S a0 R i
1 | B2 L ke LR 6.1. ]
o AR R 10 SR P B L e 62. | 8
T Mo IS B 4301 <53 63
ldio 1124, Badf erads Ul bl B
5 3,5. 4,5. b i
4 R [P L ) " 558:8:

Die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wirfeln den bestimmten
Pasch- (1,1) zu werfen ist gleich 1., da dieser unter den 36
Wiirfen nur ein Mal vorkommt. Die Wahrscheinlichkeit mihi’,
2 Wiirfeln irgend einen Paseh zn werfen, deren im Ganzen 6-'!;
sind, ist gleich i = {. :

Wenn eine verdeckte Urne 5 schwarze und 1 weisse Kugel
enthilt, so ist die Wahrscheinlichkeit, blindlings eine schwarze
Kugel zn ziehen, w, = §; die Wahrscheinlichkeit, eine weisse

zu treffen, »w, = 1. Wenn die Urne 500 schwarze und 100
weisse Kugeln enthilt, so ist immer noch
200 00 5

™ EG0SET00 - 600, 0

Die Aenderung der absoluten Zahl der miglichen Fiilles
brancht die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses nicht zu ver--
dndern, wenn nur die Zabl der giinstigen Fille in entsprechen-
- der Weise sich mit verindert, so dass das Verhiiltniss zwischen
den giinstigen und den mioglichen Fillen dasselbe bleibt.

Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist der priicise Aus-
druck fiir den gewdhnlichen Begrifl des Wahrscheinlichen un
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des Unwabrscheinlichen zusammengenommen. (Probabile id est
quod fere fieri solet. Cicero.) Wahrscheinlich pflegt man ein
solches Ereigniss zn nennen, dessen mathematische Wahrschein-
lichkeit > 4; unwahrscheinlich ein solches, dessen mathema-
tische Wahrscheinlichkeit < 4 ist¥*). Eine mathematische
Wahrscheinlichkeit -8 geniigt schon fiir das formale Denken,
uam ein Ereigniss zu einem wahrscheinlichen zu stempeln; fiir
unser praktisches Handeln verlangen wir grissere Wahr-
scheinlichkeiten, die sich der Gewissheit mehr anniibern,

Der hisher heobachteten Wahrscheinlichkeif aus
Grinden oder a priori steht die Wahrscheinlichkeit
aus Beobachtungen oder a posteriori entgegen. Fiir
die medizinische Wissenschaft ist die letztere von weil gris-
serer Bedeutung.

Hat die Erfahrung ergeben, dass von 100 gleich gut ge-
banten und ausgeriisteten Segelschiffen, die von Hamburg nach
New-York in einer Jahreszeit fahren, 3 verunglicken, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein dhnliches Schiff, welches zn
derselben Jahreszeit dieselbe Reise macht, verungliicken kann,
w = 137 = 0,03.

Diese Probabilitiit muss gelten, bis sie durch weitere Hr-
fahrung widerlegt ist. Hat man durch eine grosse Beobach-
tungsreihe ermittelt, dass die Lethalitit einer bestimmten
Krankheit, z. B. der gewdhnlichen akuten Lungenentziindung
fiir ein bestimmtes Lebensalter und eine bestimmte (z. B. die
exspectative) Behandlungsweise 109 betrigt, so ist fiir ein
Individunm dieses Alters, welches von derselben Krankheit be-
fallen wird, die Wahrscheinlichkeit des todflichen Ausganges
w = 14% = . i

Ist fiir das Ereigniss 4 die Wahrscheinlichkeit » =

7w
N’
*) Oder nach unserer Ansicht so iat: die subjective Probabilitit

richtet sich nach der objectiven Chance der Ereignisse; die letztere ist
uns aber oft unbekannt,

I#



miglich ; so ist w, die entgegengesetzte Wahrscheinlich-
keit von 4, oder, was dasselbe hedeutet, die dlrekte Wahr-
scheinlichkeit von B, gleich 1—uw.

N Fille sind moglich, #» sind fiir 4 giinstig; N —un = »,
bleiben fir B iibrig.
moE o=V,
n+n N

= =1

; N s e 1. Nun ist % = w, %lr = w,; folglich
w + w = 1, oder w; = 1—w.

Die Wahrscheinlichkeit des gunstlgr:n Ausganges der

Lunﬂ‘enentzuﬂdung ist
11— = 1%

Sind bei N iiberhaupt vorkommenden Fillen 3 Ereignisse
(d,, A,, A3), aber nur diese 3 méglich; von denen das erste 4,
unter N Fiilllen », mal, das zweite 4, unter N Fiillen 7, mal,
das dritte 4, unter N Fillen »; mal vorkommt: so muss sein

ny + %y + g ;

W

w3 ol
und sind, wie in den bisher hetrachteten Beispielen nur 2 ein-
ander ausschliessende Ereignisse 4 und B (B gleich Nicht-4)
=l
1

n n n
ﬁ}_}'ﬂ?— +-f$'=1 = W, + Wy + W,

Die Summe der Probabilititen aller mdglichen
Ereignisse ist gleich der Gewissheit = 1.
Dieser Satz ist unabhiingig von der Zahl der moglichen
Ereignisse; denn man hat in gleicher Weise '
ity + Hg T+ Hg + cos gollf
e . :

..+H_2+?.‘3+ iy
Ik TN = Y e
Wenn die Lungenentziindung in 109 den tidtlichen Aus-
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gang, in 10% chronisches Siechthum (unvollstindige Heilung),
in 80% vollstindige Genesung liefert; so ist
104+ 10+ 50 _ 1 — 010 + 0,10 + 080.

Die ganze Schwierigkeit der Probabilititsrechnung, auch
fir die Wahrscheinlichkeit a priori, beruht in der Ermittelung
der iiberhanpt moglichen und der einem Ereigniss giinstigen
Fille. Diese Schwierigkeit ist mitunter so gross, dass selbst
Mathematiker wie d'Alembert sich bei scheinbar einfachen
Aufgaben geirrt haben.

Zweites Kapitel.

Bezeichnet N alle moglichen, » die einem Ereigniss A
oiinstigen Fille, so ist nur dann die Wahrscheinlichkeit des

Frn o i 2 FE c o : :
Ereignisses w = Jy enn die giinstigen Fille alle gleich mog-

lich, resp, wahrscheinlich sind. Sind hingegen die einzelnen
giinstigen Fille nicht gleich wahrscheinlich, so muss man, um
die Wahrscheinlichkeit fiir 4 zu finden, die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen giinstigen Fille nehmen. Wirft
man eine Minze auf, so kann entweder Kopf (K) oder Schrift
(S) oben liegen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit in 2
Wiirfen wenigstens ein Mal Kopf zu treffen. In 2 Wiirfen
sind iiberhaupt die folgenden 4 Fille miglich:
KK, K8, §K, S8.

Die 3 ersten Fille sind giinstig fiir das Ereigniss, dessen Wahr-
scheinlichkeit wir suchen: die letatere ist also = 4. Man kinnte
auch anders risonniren: ,Nur 3 Fille sind moglich: 1) K beim
ersten Wurf, dann ist das Spiel ans; 2) S beim ersten Wurf,
K beim zweiten:; 3) § in beiden Wiirfen. Hieraus wiirde die
gesuchte Wahrscheinlichkeit sich = 2 ergeben, wenn man mit
d'Alembert diese 3 Fille als gleich maglich betrachtete.
Aber die Wahrscheinlichkeit, K beim ersten Wurf herheizu-
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Seli N- die Anzahl aller Fille, n' + #" + #" = n die Anzahl der
giinstigen Fille beziehentlich fiir das Ereigniss 4;, 4o, Ay . . . ., s0 ist
die gesuchte Wahrscheinlichkeit, da jeder der a Fille giinstig ist,

) i n' n''
'm—ﬁr'—'ﬁ?-!‘ﬁ'f' If.»,,
Wenn 2 Personen P und @ mit 2 Wiirfeln spielen, nnter der Bedingung,
dass P bei dem Wuwrf 4 oder 7 gewinnt, @ aber bei allen iibrigen
Wiirfen, so ist die Wahrscheinlichkeit des Gewinnes fir
3 G g
P=g5+ 5 = g5
B) Wenn zwei Ereignisse von einander unab-
hingig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit ihres Zu-
sammentreffens das Product der Wahrscheinlichkeiten
fiir die beiden einzelnen Ereignisse.
Fir das Ereigniss A sei N’ die Anzahl aller moglichen,

J und fiir das Er-

n’ die aller giinstigen Fille, also »’ = ;Tr,:

n’
N :
der N Fiille zusammentreffen; mithin ist fiir die vorliegende
Atfgabe die Zahl aller méglichen Fille = N‘. N*. Unter
allen diesen N”.N* Fillen kann jeder der »’ fiir 4 giinstigen
Fille mit jedem der #»” fiir B giinstigen Fille zusammen-
treffen. Die Anzahl der dem Zusammentreffen von 4 und B
giinstigen Fille ist »°.2”. Folglich ist die gesuchte Wahr-

. v : N g 98 B
scheinlichkeif (fiir die Concurrenz von 4 mit 5) w = NN

Il

eigniss B sei w” Jeder der N Fille kann mit jedem

Wenn 2 Personen P und @ gleichzeitig jede 2 Wiirfel aunfwirft,
wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die eine 8, die andere 9
Augen treffe? :

) 4 5
= 36 X 36 — 324"

i0

Haben wir ausser 4 und B noch ein drittes Ereigniss C

s

i 14 i i Al i T
mit der einfachen Wahrscheinlichkeit »* = o S0 kann man
o
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das Zusammentreffen von 4 und B als ein einzelnes Ereigniss
betrachten, dessen Wahrscheinlichkeit #» bereits bekannt ist:
80 = (W)

Die Wahrscheinlichkeit 77, dass noch € mit (4, B) zu-
sammentrifft, ist nach dem vorhergehenden, WV = (w’. w”). w™”
— w’. . w” u. s. f. Ist fiir ein Ereigniss 4 die Wahrschein-

lichkeit /F; = f'.” so ist die Wahrscheinlichkeit, dass dasselbe
2 Mal nacheinander (resp. unter Umstéinden nebeneinander) anf-
o B 7> i

trete, IV, = ), und dass es 3 Mal hinferein-

NN NT\N

ander auftrete, W, = ( %}) % - (;’) dass es endlich x Mal

hintereinander auftrete, V', = (;)d

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel 6 zu werfen,
ist = J. Die Wahrscheinlichkeit, den Wurf 6,6 mit 2 Wiirfeln
herbeizufithren, gleichgiltig, ob man die beideu Wiirfel gleich-
zeitig oder nacheinander aufwirft, ist = (})2 = 4. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln zwei Mal nach einander 6,6 zu
werfen, ist = (#4)? = oy

Da die Potenzen eines echten Bruches mit wachsendem
Exponenten stetig abnehmen, so kann die oftere Aufeinander-

folge eines an sich sehr wahrscheinlichen Hreignisses hiochst
unwahrscheinlich werden.

el es festgestellt, dass ein guter Operateur bei der linearen
Extraction des gewthnlichen grauen Staares 97 9% Heilungen
und 3 9% Verluste erlebe, so ist die Wahrscheinlichkeit der

Heilung fiir jeden einzelnen Fall = 7., also der Gewissheit
~gehr nahe.

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Centurie von Operationen
nur Heilungen zu haben, ist
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w = (7 = 0,971
logar. comm. 0,97 = 0,9868 — 1
X 100
log. w = 98,68 —- 100 = 0,68 — 2
w = 0,0479 = i85
Unter 1000 Centurien von Operationen wird dieses giinstige
Ereigniss 48 Mal vorkommen.
Hiernach kann man aunch beurtheilen, ob zwei pathologische
Zustinde 4 und 5 einen dtiologischen Zusammenhang haben
oder nicht, '

Ist die absolute Wahrscheinlichkeit von 4 = %, die von B

= ‘?i, $0 hat man fiir die Concurrenz von 4 und B, wenn
q

beide von einander unabhingig sind, die Chance ¢ = :ig Die

beobachtete Zahl der relativen Hiufigkeit der Concurrens
von 4 und B sei €. Ist ¢ annihernd gleich C, so hesteht
hiernach kein Grund zu der Annahme, dass 4 und B eine ge-
meinschaftliche Ursache haben, resp. dass 4 das Auftreten von
A, oder B das Auftreten von 4 nach sich zieht. Ist € be-
deutend grisser als ¢ — heide stellen echte Briiche dar —, so
kann man einen idtiologischen Zusammenhang zwischen 4 und 5
annehmen. Ist endlich € bedeutend kleiner als ¢, so wiire es
nicht ungereimt, anzunehmen, dass 4 und B einander theil-
weise ausschliessen. Natiirlich miissen die Chancen fir 4 und

B (resp. % und %}, welche die Basis der Rechnung abgeben,
aus hinlinglich ausgedehnten Beobachtungsreihen ermittelt sein.

Auf Grund derartiger Erwigungen hat Buchanan neuer-
dings den dtiologischen Zusammenhang der gewdhnlichen epide-
mischen Krankheiten untersucht.

Sehr wichtig fiir unsere Zwecke ist die Betrachtung der
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Ver-

;|
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suchen. Nehmen wir zunichst®) den einfachsten Fall, wo
2 Ereignisse 4 und B einander entgegengesetzt und ihre re-
spectiven Wahrscheinlichkeiten einander gleich, also jede = 1
ist, wie es z. B. der Fall ist, wenn aus einer Urne, worin eine
grosse Anzahl schwarzer und eine ebenso grosse weisser Kugeln
vorhanden ist, immer eine Kugel gezogen und nach Feststellung
ihrer Farbe wieder hineingeworfen wird, damit die Gesammtzahl
der Kugeln fiir jede Ziehung dieselbe sei. Bei der ersten Zie-
hung ist es ebenso wahrscheinlich, dass eine schwarze, wie dass
eine weisse Kugel kommt. Die beiden mdglichen Fille sind,
wenn S eine schwarze, V7 eine weisse Kugel bedeutet,
IS
Bei 2 Ziehungen sind die miglichen Fille
S8, SW, WS, WW.
Die Wahrscheinlichkeit einer jeden dieser 4 Combinationen ist
also = 1. Bleibt die Reihenfolge, in der die weissen und
schwarzen Kugeln auftreten kinnen, unbeachtet, so fallen die
beiden mittleren Combinationen S# und /8 in eine zusammen,
deren Wahrscheinlichkeit = 2. ] = 1 ist, wiihrend die Wahr-
scheinlichkeit fiir 8§ und fiir 7' W jede = 1 bleibt. Betrachtet
man 3 Ziehungen, so erhiilt man nach der Lehre von den Com-
binationen die mdglichen Fille, indem man zu jedem Glied der
2. Klasse (88, SW, WS, W) noch ein § oder ein # hinzu-
fiigt. Die moglichen Fille bei 3 Ziehungen sind also
SSS, SSW: SWS, SWW,
WSS, WSW; WWS, WiWWw,

Die Anzahl der miglichen Fille verdoppelt sich also (von
4 anf 8); die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Falles wird
halb so gross, als sie frither war, nimlich = 4. Nimmt man
wieder keine Riicksicht auf die Reihenfolge, so werden aus den
8 Fillen 4, nimlich S8S, S8, SWW, WIWi. Jeder der
beiden mittleren dieser 4 Fille ist aus 3 Fillen zusammen-

*) Nach Hagen,
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gesetzt: SSV° aus SSW, SWS und WSS; SWIV aus SWI,
W8I und W FS. (Es ist auch einlenchtend, dass man aus
SSK durch Stellungsinderung von S und 7/ nur 8 Unterfille
bilden kann.) Die Wahrscheinlichkeiten fiir die bei 3 Ziehungen
miglichen 4 Fille sind

a) fir 88§ und WWW je L,
b) fir SSW und SW W je 3.4 = &

Das Gesetz, wonach die Wahrscheinlichkeiten fir die ver-
schiedenen Verbindungen von S und # bei wiederholten Zie-
hungen gebildet werden. ist einfach und entspricht den ent-
wickelten Potenzen des Binomium (8 + /).

Bei der ersten Ziehung sind 2 gleich wahrscheinliche
Fille moglich (8 und 77); bei jeder folgenden Ziehung ver-
doppelt sich die Anzahl der Fille, indem zu jedem der heiden
ersten Fille noch je ein § oder W hinzugefiigt werden kann.
Folglich giebt es bei V Ziehungen 2V einzelne Fiille, die alle
gleich wahrscheinlich sind; die Wahrscheinlichkeit eines jeden

von ihnen ist also = Von diesen Fillen (Combinationen

2V
von 8 und /) sind indess immer einige nur durch die Stelle
des 8 und /# verschieden und vereinigen sich zu einer Gruppe,
wenn man die Reihenfolge nicht beriicksichtigt. Genau dasselbe
geschieht, wenn das Binomium (8§ 4 /) zu irgend einer ganzen
Potenz erhoben wird, wobei auch die Stellung der Faktoren —
ob S8 oder SH#S, da beides mit S2J/F bezeichnet wird —
ohne Einfluss ist, und somit dieselben Glieder mehrfach vor-
kommen resp. mit den bekannten Binomialcoefficienten behaftet
sind. Indem bei jeder neuen Ziehung zu jeder miglichen Com-

bination der vorigen Ziehung noch ein § und ein # hinzn-

kommt, verindern sich die Combinationen genau in derselben
Art, wie die Glieder eines Binomium, sobald der Exponent nm
1 wiichst. Hiernach ist bei V Ziehungen die Anzahl der wirklich
(d. h. in Beziehung auf die Zahl der einzelnen § und /) ver-
schiedenen Combinationen — ohne Riicksicht auf die Reihen-
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folge der einzelnen S und # — gleich V + 1: und die Zihler
Z) der Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Combinationen sind

Z, = 1 fiar V schwarze, 0 weisse Kugel,
Z, = YV fiir (V — 1) schwarze, 1 weisse Kugeln,
T = ¢
= %1-}— fiir (V — 2) schwarze, 2 weisse Kugeln,
g, = * = D=2 i (v _3) sohwarze, 3 weisse Kugeln

Der Nenner einer jeden dieser Wahrscheinlichkeiten ist 2V.
Dieser wichtige Satz behilt aber auch seine Giiltigkeit,
wenn die Ereignisse 4 und 7 verschiedene Chancen besitzen.
W

Sei®) die Wahrscheinlichkeit von 4 w, = TR die Wahr-

e ; it : :
scheinlichkeit von B w, = AT dass =, 4+ w, = 1. Bei
¥,

einer Ziehung sind 2 Fille méglich — 4 und # — mit den

und Bel zwel

s it
m -+ n m o+ n

respectiven Wahrscheinlichkeiten

Ziehungen sind 4 Fille moglich

— d, 4y A, B: B, 4; BB, —
Ihre Wahrscheinlichkeiten sind nach dem oben (p. 10) ent-
wickelten Satz B)

it . ' mo.n .M

(m + n) {m_—t:_ﬁ-_aj; (m + n) (m + 'H}; (m + n) (m + ?r);
)

(m + n) (m -|—E]
Zieht man 4, B und B, 4 in einen Fall zusammen, so werden
fir die 3 Combinationen
A d; 4, By B, B die Wahrscheinlichkeiten resp.
f __E?f"_ e ai2imn n?
(m + 2 (m + 2)2 (m + 2)*

——

*) Nach Lacroix, Traité élémentaire du caleul des probabilités IV,
Ed. Paris 1864,



gemeinschaftlich = (m + #)?; die Summe der Wahrscheinlich-
keiten aller moglichen Fille ist natiirlich = 1.
m® 4 2 mn + n2
(m + n)? =
Fiir 8 Ziehungen sind die mdglichen Fille
AAAd; AABy ABA; BAA:
ABB; BAB; BB4; BBB,
Ihre respectiven Wahrscheinlichkeiten sind

it 8 L TR itaan

(m + n) m + w0 (m + 2 (m + 2
m H it PRI Tt TR
m + n)® (m + ﬂ}E; m + 2P (m + )P
Abstrahirt man von der Re1h6nfalge der 4 und B, so bleiben

von den 8 Fillen 4:
AdAd; A4By ABB; BBEB

mit den Wahrseheinlichkeiten
my . @t SRR . n?
(m + 2 (m + ?e,] m + 23" (m + o
Zu analogen Resultaten gelangt man fiir eine beliebige Anzahl

von Ziehungen.
Die Enfwickelune von
[]ﬂ _-—1] mp—12 gl

(m + 2)?, ndmlich m? 4+ p.m?P—1. 2 + p =
o=t gt
oiebt die Zihler fiir die Wahrscheinlichkeit der Combinationen
nox Ay (p— 1) x 4, 1 x By [p—2)ocd, 2 B
...... s el :
Der Nenner einer jeden dieser Wahrscheinlichkeiten ist

(m + #)?. Die Summe aller dieser Wahrscheinlichkeiten ist
(m + u)?
(m + n)?

16
Die Zihler der einzelnen Wahrscheinlichkeiten sind die
Glieder der Entwickelung von (m + »)?; der Nenner ist allen
i
d‘
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Man kann die entwickelte Summe der einzelnen Wahrschein-
lichkeiten folgendermassen schreiben:

RO i T il 04N A
(m + n)? (n + 2t

i T
oder (da im Nenner des 2. Gliedes
(m + n)2 = (m + 2)» =L (m 4 n); im Nenner des
3. Gliedes
(m + #)? = (m + n)? =2 (m + x)® 0. s f):

azt Al a e M BN (N SR T
E-{T:,]F T?j'{m—}ﬂ,)?}— V(m + n) 4 | (e '{m-t—ﬂ}?’—“'-"{m-i,ﬁ n)*
e o R
also, indem man immer die Factoren mit gleichen Exponenten
im Zihler und Nenner vereinigt und fiir (??Tji ;E-)seinen".’v'erth

w, und fiir ( T4 } seinen Werth w, sefzt:
m 4+ nl
w,? + p. w,P— L w, + p {;ﬁ?‘l—;} et Lo W, =11,

Jedes Glied dieser Entwickelung giebt die Wahrschein-
lichkeit, in p Ziehungen dasjenige aus A und A8 zusammengesetzte
Ereigniss zu erhalten, in welchem A so oft wiederholt vorkommf,
als es der Exponent von w, angiebt; B aber so oft vorkommt,
als es der Exponent von #, angiebt. Das vorderste (nullfe)
Glied giebt die Wahrscheinlichkeit, dass in p Ziehungen A
p mal, B null mal vorkommt; das folgende (erste) Glied giebt
die Wahrscheinlichkeit, dass in p Zielungen A4 (p — 1) mal,
B 1 mal vorkommt u. s f —

Wenn 2 Ereignisse 4 und B von einander abhiingig
sind, so findet man die Wahrscheinlichkeit des Zusammen-
freffens von 4 und B, indem man die Wahrscheinlichkeit des
Eintreffens von 4 multiplicirt mit der Wahrscheinlichkeit, dass,

wenn A4 eingetreten ist, B eintreten werde.
Hirschberg, Statistik. o
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e —— e i i

Sind 8 Urnen vorhanden, 4, B und €, von denen man
nur das weiss, dass 2 lediglich weisse, eine aber lediglich
schwarze Kugeln enthilt, wiihrend man noch nicht weiss, welche
der Urnen die schwarzen Kugeln beherbergt, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, aus der Urne € weisse Kugeln zu ziehen, = 32,
da von den 3 vorhandenen Urnen 2 weisse Kugeln enthalten.

Hat man nun wirklich weisse Kugeln aus € gezogen, so
ist die Wahrscheinlichkeit, aus B weisse Kugeln zu ziehen,
= 1, da von den beiden Urnen 4 und A nur noch die eine
weisse Kugeln fithren kann. Also ist von vornherein die Wahr-
scheinlichkeit, sowohl aus €' als auch aus B weisse Kugeln zu
ziehen, gleich § .1 = 1. Natiirlich, dieses zusammengesetzte
Ereigniss ist identisch mit dem Fall, dass gerade A4 schwarze
Kugeln enthilt, und die Wahrscheinlichkeit dieses Falles ist
von vornherein = 1, da von den 3 Urnen eine schwarze Kugeln
enthilt.

Man erkennt hieraus so recht die subjective Natur des
Wahrscheinlichkeitshegriffes. Die Probabilitit wechselt
je nmach dem augenblicklichen Zustande unseres Wissens. Die
Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel aus B zu ziehen, ist von
vornherein = 3; sie fillt auf &, nachdem man aus C eine
weisse Kugel gezogen; sie wiirde auf 1 aufsteigen, d. h. in
Gewissheit tibergehen, wenn man aus C eine schwarze Kugel
gezogen hiitte.

Berechnet man die Wahrscheinlichkeit eines bereits ein-
oetretenen Ereignisses 4 und die Wahrscheinlichkeit eines zu-
sammengesetzten Ereignisses (4, 5), das von 4 und einem noch
in Aussicht stehenden Zufall 5 abhiingt: so ist die Wahrschein-
lichkeit dieses Zufalls £ gleich der Wahrscheinlichkeit des zu-
sammengesetzten Ereignisses (4, B), dividirt durch die Wahr-
scheinlichkeit des ersten Kreignisses 4.

w’ sei die Wahrscheinlichkeit von A,
W’ T 1" " " (Ar E}!
W . . gesuchte Wahrsch. , 5,
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$0 ist nach pag. 10
w” = W . w, also

j A
w0

Im vorigen Beispiel war die Wahrscheinlichkeit, in der ersten
Urne weisse Kugeln zu treffen, = 3; die Wahrscheinlichkeit,
in 2 Urnen weisse Kugeln zu treffen, d. h. erst in der 3. Urne
schwarze Kugeln zu treffen, = 4. Ist daher eine Urne mit ,
weissen Kugeln schon gewihlt, so ist die Wahrscheinlichkeit,
wieder weisse Kugeln zu treffen, = 1: 3% = 1, wie natiirlich,
da von den beiden ibrigen Urnen eben die eine weisse Kugeln
enthilt.

Bei ganz zufilligen Ereignissen iibt die Vergangenheit
keinen KEinfluss auf die Zukunft aus. Zehn Mal hinferein-
ander mit einer symmetrischen Miinze Kopf zu werfen, hat eine
Wahrscheinlichkeit von nur %, = %3. Man kann beim Be-
ginn des Spieles 1023 gegen 1 wetten, dass dies nicht der Fall
sein wird. Wenn aber 9 Mal hintereinander Kopf gekommen
ist, so 1st bel dem letzten Wurf die Wahrscheinlichkeit fiir
Kopf = 4. Man wird sogar, nachdem Kopf 9 Mal hinterein-
ander erschienen ist, eher Kopf als Schrift erwarten; man hat
Grund zu der Annahme, dass die Miinze doeh nicht symmetrisch
geformt ist, und darum auch weiterhin Kopf vorwiegend er-
scheinen wird. Ebenso wird man constantes Gliick im Operiren,
z. B. 50 oder gar 100 aufeinander folgende Heilungen nach

Staarextraction, fiir den Beweis einer hesonderen Geschicklichkeit
ansehen miissen.

Viertes Kapitel.

Jede der verschiedenen Ursachen (Hypothesen), demen ein
beobachtetes Ereigniss zugeschrieben werden kann, ist um so

wahrscheinlicher, mit je grisserer Wahrseheinlichkeit die Ut-
2#
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sache, wenn sie wirklich vorhanden wiire, das Ereigniss herbei-
fiihren wiirde.

In einer Urne sind 4 Kugeln vorhanden, schwarze und
weisse; wie viel von jeder Art, ist unbekannt. Hs wird suc-
cessive je eine gezogen und wieder in die Urne gelegt, um die
Gesammtzahl nicht zu dndern.*)

Hat man in 4 Ziehungen 3 weisse und 1 schwarze Kugel
gezogen, so sind 3 Hypothesen iiber die Ursache dieses Zahlen-
verhéltnisses moglich.

I. Es sind in der Urne 3 weisse Kugeln vorhanden und
1 schwarze; dann ist die Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel
zu ziehen, w», = }; die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze zn
ziehen, w, = }.

IT. Es sind 2 weisse Kugeln und 2 schwarze vorbanden:

wy = %3 wy = 3.
111, Es ist 1 weisse Kugel und 3 schwarze vorhanden:
) =ikl = 4

Die Wahrscheinlichkeit des beobachteten zusammengesetzten
Ereignisses, dass in 4 Ziehungen 3 weisse und 1 schwarze
Kugel aus der Urne gezogen ‘worden, wird erhalten, wenn man
aus der Entwickelung .des Binomium (w, + u,)* dagjenige Glied
nimmt, welches #, in der 3., w, in der 1. Potenz enthilt,
nimlich:

Dieges Glied hat |
nach der ersten Hypothese den Werth /', =4.(})°%.4 = 35
nach der 2. s i w War=4.32.2=1%: 8

] n 3. L] L] n H'_IH= 4. H_}E . '3: — -ﬂﬂ;r-,

Nun sind selbstverstindlich die Wahrscheinlichkeiten der Ur-

L] '] 5
4 IIF"1 = ?E" 21

*) Nach Lacroix. Nur so ist das Beispiel dem Falle adiquat, wel-
¢hen man in der medicinischen Statistik regelmissig zu behandeln hat.
Da die Zahl der Fille einer Krankheit; z B. der Lungenentziindung,
unendlich gross ist, so wird die Gesammtzahl nicht geiindert, wenn man
eine beschriinkte Beobachtungsreihe heraunsgreift.
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mehr oder minder grosser Wahrscheinlichkeit*) zu schliessen
pflegt. Da sichere Zahlenausdriicke fiir die Hinfigkeit eines
Symptoms bei verschiedenen Grundkrankheiten meist nicht vor-
liegen, sondern noch erst zu finden sind; so muss man sich
vorliufig begniigen, einem®solchen Schluss fiir mehr oder minder
wahrscheinlich anzusehen, ohne dass man den Grad der Wahr-
scheinlichkeit anzugeben vermag. Es ist einleuchtend, wie un-
sicher das Schlussverfahren bleibt, wenn statt bestimmter Zahlen
die nnbestimmten Begriffe ,hdufig®, ,selten® u. s. w. vieariiren
miissen. Irrungen sind leicht mdglich, namentlich wenn man
seine Beobachtungen bloss dem Gedichtniss anvertraut, da das
beste Erinnerungsvermigen nicht aunsreicht; dazn kommt, dass
das Ungewohnliche und Seltsame dem Gedichtniss sich stirker
einpriigt, als das Regelmissige, wodurch leicht Trugschlisse -
entstehen konnen. '

Wie man zu verfahren hat, wenn die Hauﬁgke-ltszlﬂ’arﬂ oe-
geben sind, moge das folgende fingirte Beispiel darthun, Ein- -
seitige nicht ‘complicirte Cataract im jugendlichen Alter sei in
80°/, Folge einer Verletzung, in 20°/, Folge einer spontanen
Entwickelung. Wird nun ein neuer derartiger Fall beobachtet,
so ist, wenn anch das miindliche Krankenexamen negativ aus-
fillt, d. h. wenn der Patient von einer Verletzung nichts wissen
will, die Wahrscheinlichkeit des traumatischen Ursprunges
w, = 0,8; die der spontanen Entstehung », = 0,2. Erstere ist
also 4 Mal so gross als die letztere, und deshalb die genaueste
objective Untersuchung, um die Diagnose sicher zn stellen,
dringend geboten, zumal von der richtigen Erkenntniss der
Ursache die Wahl der Operation abhiingen kann. Wahrschein-
lichkeitsrechnung ist freilich keine Sicherheitsrechnung {A Fick):
das ist natiirlich zu heherzigen.

*) Mit Gewissheit schliesst man, wenn das Symptom nothwendigér
Weise von der Grundkrankheit abhiingen muss und nur von ihr ab-
himgen kann; wenn das Symptom, um die Schulsprache zu reden, ein
pathognomonisches ist, was relativ selten vorkommt.
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Ein wirkliches Beispiel fiir unsere Materie will ich der
Zoologie entlehnen. Mein Freund A. B. Meyer schoss auf
der Insel Mafoor bei Neu-Guinea 6° Minnchen von der bisher
als Eclectus polychromus bezeichneten griimen Papageienart und
9 Weibehen von der rothen bisher als Eelectus Linnéi bezeich-
neten Species; dagegen kein griines Weibchen, kein rothes
Minnehen, und kam daher auf die Vermuthung, dass hier kein
JZufall* im Spiele gewesen. (Vgl.d. Zoolog. Garten. Mai 1874.)

Allerdings, 2 Hypothesen sind moglich: 1) Die bisher aut-
gestellten Species existiren als solche. Macht man noch die
Unterannahme, dass in beiden die Miinnchen und die Weibchen
gleich zahlreich und schussgerecht sind, so ist die Wahrschein-
lichkeit des beobachteten Ereignisses

W, = @) . @)° = 4 = gateo (B D)

2) Beide Kategorien machen eine Species aus, die griinen
sind die Minnchen, die rothen aber die Weibchen. Danach ist
die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses

W, =1.1=1. ~
0, 0, =vgshee a1 = Ja: 32700

Die 2. Hypothese ist ausserordentlich viel wahrscheinlicher
und wurde auch durch die weiteren Untersuchungen als sicher
nachgewiesen. : -

Durch Wahrscheinlichkeitsrechnung allein kann man auf
keinem Gebiete, also auch nicht in der Medicin, die Ursachen
der Erscheinungen entdecken, dazu gehért eben Nachdenken
‘und Erfindungsgabe; aber, wenn eine oder mehrere Hypo-
thesen fiber die Aetiologie aufgestellt sind, kann man die abso-
lute oder relative Wahrscheinlichkeit derselben dem strengen
Caleiil unterwerfen.

Die Wahrscheinlichkeit eines zukiinftigen Ereignisses findet
man, wenn man fiir das bereits beobachtete Eintreffen desselben
Ereignisses die Wahrscheinlichkeit jeder miglichen Ursache mit
der Wahrscheinlichkeit multiplicirt, mit der diese Ursache auch



24

in Zukunft dieses Ereigniss herbeifiihren kann, und die Summe
dieser Produkte bildet. :

Stellen wir uns eine Urne vor, in der 2 Kugeln liegen,
deren Farbe — ob weiss oder schwarz — unbekannt ist. Es
wird eine Kugel gezogen und wieder hineingelegh, um eine
neue Ziehung zu beginnen. Nehmen wir an, dass in den heiden
ersten Ziehungen 2 weisse Kugeln gezogen sind. Gesucht wird
die Wahrscheinlichkeit, anch bei der 3. Ziehung eine weisse
Kugel zn treffen. Nur 2 Hypothesen sind moglich: 1) eine von
den beiden Kugeln ist weiss, die andere schwarz: 2) beide
Kugeln sind weiss. Bei der ersten Hypothese ist die Wahr-
scheinlichkeit des beobachteten Ereignisses (2 weisse Kugeln in
2 Ziehungen) = 1, = }. Bei der.2. Hypothese ist die Wahr-
scheinlichkeit des beobachteten KEreignisses = 1 (Gewissheit).
Indem man diese Hypothesen als Ursachen betrachtet, hat man
fiir ihre Wahrscheinlichkeiten

fﬁ'l — ‘;i—% = -%*
il
e T

Dass die erste Hypothese richtic und gleichzeitiz der 3. Zug
eine weisse Kugel bringt, hat eine Wahrscheinlichkeit von
1.1 (nach Kap. III), Dass die 2. Hypothese richtig ist und
gleichzeitig der 3. Zug eine weisse Kugel bringt, hat die Wahr-
scheinlichkeit 4 . 1. Die Wahrscheinlichkeit /7, dass iiberhaupt
der 8. Zug eine weisse Kugel bringt, also entweder der eine
oder der andere Fall eintritt, ist (nach pag. 9) die Summe von

jenen beiden

W=t btt=rh+ =1
Folglich muss die Wahrscheinlichkeit, beim 3. Zuge eine schwarze
Kugel zu ziehen, = 1 — 4% = 4 sein. Dazu wiire erforderlich:
1 dass die erste Hypothese existirte, deren Wahrscheinlichkeit
_ 1; 2) dass wirklich eine schwarze Kugel gezogen wird,
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wofiir die Wahrscheinlichkeit = 4 ist. Fir die Coexistenz beider
Bedingungen haben wir w = 1.1 = {4, genau so wie zuvor.

Fiinftes Kapitel.

Die mathematische Hoffnung ist das Product des
gehofften Gewinns in die Wahrscheinlichkeit, den Gewinn zu
erhalten.

Haben 2 Spieler, 4, und 45, der eine eine grossere, der
andere eine geringere Summe von Thalern in die gemeinschaft-
liche Spielkasse gethan, und spielen sie unter der Bedingung,
dass 4, einen Thaler erhilt, wenn er mit einem gewdhnlichen
Wiirfel 6 wirft; 4, dagegen einen Thaler erhilt, wenn A, nichf
6, sondern eine andere Zahl wirft: wie viel muss jeder er-
halten, wenn das Spiel unterbrochen und die Kasse ausgeschiit-
tet wird?

Die in der Kasse befindliche Summe s sei = 30 Thlr.; 4,
hat die Wahrscheinlichkeit zn gewinnen w, = }, 4, aber die
- Wahrscheinlichkeif zu gewinnen w, = #; folglich ist die mathe-
matische Hofftnung von 4, =1.30= 5 Thlr.; die von

A, =§.30=23 Thlr. Damitein Spiel
gerecht sel, muss die mathematische Hoffnung von vorn herein
fiir beide Spieler gleich sein. Der Hinsatz von 4, sei s;, der
von 4, sel s,, Es muss dann sein »,.s, = w,.s,. Denn 4,
hat die Hoffnung, den Satz seines Gegners (s,) mit der Wahr-
scheinlichkeit », zu gewinnen; 4, hat die Hoffunng, s, mit der
Wahrscheinlichkeit , zu gewinnen. Wurden tberhaupt
60 Thlr. eingezahlt, so ist

L8+ 8 = 605 5, = 60—,
t (60—s) = § 5,
10 = o+ 4858 = 10,
3, = d0.
Die Gleichung w, s, = w, s, kann auch geschrieben werden
§yi8y, = w, 1w, oder auch
.8, — 1w, 8, = 0.
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Letzteres bedeutet: Die mathematische Hoffnung wird ge-
funden, indem man den miglichen Gewinn mit seiner Wahr-
scheinlichkeit multiplicirt, den moglichen Verlust (als nega-
tiven Gewinn betrachtet) gleichfalls mit seiner Wahrscheinlich-
keit multiplicirt, und daraus eine algebraische Summe bildet,
Diese muss bei richtigem Spiel null sein.

Sind mehrere unsichere Ereignisse zu erwarten, so hat man
jedes einzelne mit seiner Wahrscheinlichkeit zu multipliziren
und die algebraische Summe davon zu bilden, wobei die vor-

theilhaften Ereignisse (die partiellen Gewinne) das 4-, die nach-

theiligen Ereignisse (Verluste) das — erhalten. Ist der Werth
der ganzen algebraischen Summe ein negativer, so verwandelt
sich die Hoffnung in Besorgniss. Der Arzt hat sein Handeln
50 einzurichten, dass die Summe der daraus fiir den Patienten
zu erwartenden Vortheile grisser ist, als die Summe der mig-
lichen Nachtheile. Dieser Satz ist der mathematische Aus-

druck fiir die aus dem gesunden Menschenverstand entspringende,

schon in den hippokratischen Schriften formulirte Maxime:

un flemreww: nur dass mitunter die hblosse Erwiigung ohne

Rechnung das Facit der Summe nicht klarlegt.

Ahgesehen davon, dass fir die meisten pathologischen Zu-

stinde das geniigende Material nicht vorliegt, sind die Kri-

¥

terien, wonach man den Werth eines Heilverfahrens, einer
Operationsmethode zu beurtheilen hat, nicht immer leicht fest-

zustellen. Ist die Ausrottung einer hosartigen Geschwulst in
Frage, so geniigt es noch keineswegs, die mittlere Lebensdauer
bei spontanem Verlauf zn vergleichen mit der mittleren Lebens-®
daner bei operativem Eingreifen, obwohl, wenn diese Zahlen
vorliegen, schon eine klarere Einsicht méglich ist. Man miisste
eigentlich wissen: a) fiir den spontanen Verlauf
die Wahrscheinlichkeit #, des baldigen Todes;
wy, noch 1 Jahr zu lehen;

. M

+ 2
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b) fiir den Ausgang nach der Operation
die Wahrscheinlichkeit /7, des sofortigen (baldigen) Todes;
& 5 W, noch 1 Jahr zu leben;
¥,

1 1 a3 T 2 11 " %3

e — — s — — —— | || e —— — — | — | m— — ——

Dann hat man zu untersuchen, ¢b

0 Lot Tl g B S O 8
kurz, ob Sw=IW,[Z2= E:umme]
um zu erfahren, ob es fiberhaupt zweckmdssig ist, die Operation
vorzunehmen. KEs ist die Meinung aufgestellt worden, dass fiir
manche maligne Geschwiilste die Ausrottung den todflichen Aus- .
gang beschleunige. Fir das 2. Stadium des Netzhautmark-
schwammes-habe ich nachgewiesen®), dass die mittlere Lebens-
dauner bei spontanem Verlauf und bei operativem Eingriff gleich
gross ist*®), wihrend im ersten Stadium dieselbe Affection
mit grosser Wahrscheinlichkeit dauernd beseitigt werden kann.
Derartige Berechnungen, resp. statistischen FErhebungen, ent-
scheiden nur iiber die allgemeinen Prinzipien; im bhesonderen
Fall ktnnen die von der Krankheit ahhd,ng1gen Beschwerden
des Patienten so gross sein, dass, wenn

2w =23 W, oder selbst, wenn Z'w > I I,

dennoch die Operation als Palliativmittel vorgenommen wer-
den muss. :

Handelt es sich um den Werth einer antisyphilitischen
Kurmethode, z. B. um den Vergleich der Siegmund’schen Frik-

tionskur mit der Lewin'schen subcutanen Sublimateinspritzung,
80 miisste man kennen

*) Der Markschwamm der Netzhaut. Berlin 1868, p, 219,

. '**} Das Resultat ist um so eher verlisslich, als die befallenen In-
dividuen fast alle der ersten Lebensdekade angehoren.
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fiar S, fiir L.
die Wahrscheinl., dass die Kur erfolglos W, w,
% o » Dach 1 Jahr Recidiv eintritt, /7 #,
v b ST L A b i
™ n 1 1 3‘} 1 3 1 Hfa i‘a‘?s
" 2 " . 4-‘&‘ " 1 3 H.4 Wes

und hat zu vergleichen, ob

Wy g, 2w 3. WL WL L3

Gewiss wiirde dann Gfter an die Stelle von vorgefasster
Meinung oder Vorliebe fiir ein Verfahren ein bewnsstes
Handeln aus Griinden treten. Da aber bei dem jetzigen Stand-
punkte der Therapie dies pia desideria sind, wollen wir dieses
ideale Gebiet verlassen. Das ist aber sicher, dass der Werth
einer Staarextractionsmethode sich leicht nach dem Begriff der
mathematischen Hoffnung eruiren lisst. .

Der Werth einer Staarextractionsmethode ist um so grisser:
1) je kleiner der Procentsatz der totalen Verluste; 2) je grosser
die mathematische Hoffnung auf Gewinn an Sehkraft.

Der procentarische Verlust kann fiir die verschiedenen
heute noch in Betracht kommenden Methoden
a) die klassische Lappenextractionsmethode (Daviel)
b) die moderne Linearextractionsmethode (v. Graefe) ,
¢) die Extractionsmethode mit kleinem Lappen (Liebreich, War-

lomont ete.).

durch grosse Beobachtungsreihen guter Operateure, die sich
ither 1000 Fille mindestens erstrecken, ermittelt und der
Geltungsbereich (die Fehlergrenzen) der ermittelten Zahlen
nach Anleitung des folgenden Abschnittes festgestellt werden

(s. unten). :
Wenn man nun, wie iiblich, die Sehkraft des normalen

Auges 8, = 1 setzt, die des staarblinden Auges §. = alo

wenn man ferner feststellt, wie gross fiir jede Operations-
methode die Wahrscheinlichkeit
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10228 x 0.4 = 0,0912
40,182 x 05 = 0,0660
1+ 03 x066=0,198
Sl Mesa T EE=0 )

e

w8 = 04846 =1 p. p.

Die Folgerungen aus dem Begriff der mathematischen
Hoffnung haben den Mathematikern grosse Schwierigkeiten be-
reitet, bis es Daniel Bernonilli gelang, diese einigermassen
zu heben.

Wenn 4 2 Thlr. erhiilt, falls er beim ersten Wurf Kopf
trifit, 4 Thlr., falls beim zweiten, 8 Thlr., falls beim dritten
. 8 f., so ist die mathematische Hoffnung desselben fiir » Wiirfe

1 1 1 Sl
'2'E+'§é'4+'2’h"8“"""f,'j'wi"g =
1 + 1 + 1 e S | —

und so gross miisste sein Kinsatz sein. Kein verniinftiger
Mensch wird aber nur eine missige Summe daran wagen.

Erhilt 4 von B 60 Thlr., wenn er 6 mit einem Wiirfel
wirft; B aber, wenn 4 nicht 6 wirft, von demselben 12 Thlr.:
g0 scheint die Wefte gleich, denn

o =g e gk 60 = B 12 = 10!
Trotzdem wird 4, wenn er verniinftig ist, eine soleche Wette
nicht eingehen.

Der relative (moralische) Werth eines Gewinnes oder
Verlustes ist sehr verschieden von seinem absoluten (mathe-
mathischen) Werth. Verschiedene Umstinde sind hierbei
massgebend, die sich schwer priicisiren lassen; am wichtigsten
aber ist der urspriingliche Vermigensstand des Spielers. Ein
Thaler hat einen ganz anderen Werth fiir einen Millioniir, wie
fir einen Tagelohner. Der moralische Werth oder die
Bedeutung e¥*) einer Summe steht im umgekehrten
Verhiiltniss zu dem Vermdgen 7 des betreffenden Individuums,

*) emolumentum, Bernouilli.
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— =

Suchen wir jetzt den moralischen Werth der Zuwachse (£+1). dv, so

wird derselbe nach Anleitung von Gl. 2
dv " dy dv dv
== e s —_— (] i+1
Die Reihe rechter Hand enthilt das letzte Glied mehr als die GI. 2;

durch Subtraction folgt

dv
e

Also, wenn in dem Werth von e die Grosse » um dv an-

. il g
wichst, ist der Zuwachs von e gleichfalls l—f - folglich ist

e = log. nat. (1 + v).

e konnte sich hochstens um eine constante Grosse von log. (1 + v)
unterscheiden; dies ist aber auch nicht mdoglich, denn setzt man v = o,
g0 wird eg = log. 1 = 0.

Der absolute Werth des Zuwachses ist », seine Wahr-
scheinlichkeit , die mathematische Hoffnung = w.#»; der mo-
ralische Werth von » ist ¢ = log. nat. (1 4 #), die moralische
Hoffnung &*) = w x log, nat. (1 + #) = log.nat. (1 + »)™.

Sind mehrere Zuwachse », v, ¥,..%, moglich, (von denen
. einige auch null oder negativ sein kénnen,) und sind ihre resp.
Wahrscheinlichkeiten , w,, #,....w, (0 dass » bis w, alle
Moglichkeiten erschopft, folglich w + w, + wy.... + w, = 1);
80 ist die gesammte moralische Hoffnung
£ = log. nat. (1 +v) v+ log. nat. (1+»,)@.. +-log. nat. (1+wv,) “,
B = log. nat. {(14-9) . (1 + v) % . (1 4 ). ... ... (14 2q)% )},
Fragen wir nach dem absoluten oder physischen Werth von #,
d. h. nach der Grisse der Summe 4. um welche billiger
Weise das betreffende Individuum seine Hoffnungen auf o,
?,..0, verkaufen kinnte, so ist der moralische Werth von
A4 = log. nat. (1 4+ 4) und dieser moralische Werth muss
gleich dem moralischen Werth seiner Hoffnungen gesetzt werden:
log. nat. (1 4+ 4) = log. nat. { (1 + v)©. (1 + v,)%...(1 + v5)n }

4) 14 A =(14v)v.(1+ 0)% (1 + v)*...(1 47, )%n
oder A= (14 v)v.(1 4 o) . (L v,) 0 — 1,

L

*) Esperance morale, Laplace.
Hirschberpg, Statistik, 8
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e

(I 4+ #)*, nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt, giebt
(1* 4 w.1v"1.» 4+ ...). Wenn » im Verhiltniss zu 1 einen
kleinen echten Brueh darstellt, verschwinden die mit den
hoheren Potenzen von » behafteten Glieder..

Man hat A+ =1+w .2
und ebenso (1 4+ o)™ =1 + wy. v, ete.

Fiihrt man die Multiplikation nach Anleitung von Gleichung 4
aus, so folgt
ltd=14+w.v+wv, + w0, + ....0, .0y,
wenn man wieder die Glieder, welche eine von den Grissen
n einer hoheren Potenz enthalten, als kleine Grdssen 2. Ord-
nung vernachlissigt; also
Ad=vw v w, +0,w,... + vaw,.

Wenn die Zuwachse » bis #, im Verhiiltniss zum ur-
gpriinglichen Vermdgen 1 sehr klein sind, so néhert sich der
absolute Werth der moralischen Hoffnung dem der mathema-
tischen Hoffnung. _

Die obigen Sitze sind nicht nur die Grundlage des gan-
zen Versicherungswesens, sondern gestatten auch eine Anwen-
dung auf therapeutische Probleme.

Hat ein Patient durch eine Staaroperation auf dem be-
treffenden Auge § = ;; erhalten, und ist die Ursache der geringen
Sehschirfe eine Kapselverdickung im Pupillargebiet, so wiirde die
Extraction dieser Schwarte die Sehkraft, wir wollen annehmen,

von -, auf 4% erhdhen: aber unter 10 Fillen wiirde 1 Mal das Auge
bei dieser Operation zu Grunde gehen. Eine andere Operation,

vorsichtige Discision, eventuell Iridectomie mit nachfolgender

Discision, wiirde die Gefahr des vdlligen Verlustes ausschliessen

oder auf ein Minimum reduciren, aber immer nur S=-i; hewirken.

Sefzen wir das Vermogen des betreffenden Auges an Seh-
kraft (8 = &) nunmehr gleich 1, so ist fiir das erste Verfahren
der mogliche Zuwachs 6, die Wahrscheinlichkeit, ihn zu er-

halten, gleich (% der mogliche Verlust 1, die Wahrscheinlich-
keit desselben (1;: folglich der moralische Werth der Hoffnung

W

a4
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e e — ——

By = log nat [ (14+6)T0 . (1 — )T} = —o0,
4,=0—1= —1.
Bei dem zweiten Verfahren ist der moralische Werth der
Hoffnung F, = log. nat. (1 + 3)1!

d,=(1+3)—1=38; 4, > 4,.

Es bedarf auch nur einer geringen Ueberlegung, um ein-
zusehen, wie verwerflich es 1. A. ist, wenn eine theilweise und
bleibende Verhesserung des Sehvermigens schon erzielt worden,
durch eine zweite Operafion das Gewonnene aufs Spiel zu
setzen. Hat aber derselbe Patient auch aunf dem anderen Ange
8 = I; durch Staaroperation gewonnen, besitzt er also §=2. 4,
eine Grisse, die wir jetzt mit 1 bezeichnen, so ist die absolute
Grosse des miglichen Gewinnes = 3, die Wahrscheinlichkeit
desselben %, die absolute Grisse des mdoglichen Verlustes 1,
die Wahrscheinlichkeit des letzteren (i, folglich

B, = log. mat, { (1 +8)T0 . (1 —4) 70}

A, =470 (yT0_ 1 — 295
Denn log. comm. 4 = 0,6021

x 0.9

] = 0,54189:
log. comm, 0,5 = 0,6990— 1

= 9,6990—10

> 0.1

————

0,9699 —1; addendo
log. comm. (4, + 1) = 1,51179—1; 4, +1=38,25.
Bei der zweiten Methode ist jetzt
#, = log.nat. (14-1)
A, =2—1 = 1.
"""1 T ,-12.

g*
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Wir wiirden unter diesen Verhiiltnissen, wenn der Patient
eine Verbesserung des einen Auges wiinscht, das an sich ge-
fahrlichere, aber wirksamere Verfahren wagen kimnen.

II. Abschnitt.
Grundziige der medizinischen Statistik*).

Erstes Kapitel,

Das Bernounilli’sche Gesetz der grossen Zahlen.

Wir haben gesehen (L. Abschn., IIL. Kap.), dass, wenn nur
die beiden Ereignisse 4 und B maglich sind, 4 die Wahr-
scheinlichkeit »,, B also die Wahrscheinlichkeit w,—1—, be-
sitzt, die Wahrseheinlichkeit, in ¢ Versuchen 4 p mal, folglich
B (¢—p) mal zu erhalten, ausgedriickt wird durch das p* Glied
der Entwicklung des Binominm

[w; — (1 + wy)]4, niimlich durch |
Gp-w P . (1—w)?-?, wo ¢, den bekannten p‘
Binomialcoéfficient der g% Potenz darstellt:
_9-q=DG=9...g—p+1)
ip = 2.3 (p—1). '

Dieser wichtige Satz, die Grundlage der ganzen folgenden
Entwicklung, ist aber bisher nur fiir die Wahrscheinlich- =
keit a priori hewiesen. In der Medizin ist die Wahrschein-
lichkeit w, des Ereignisses 4, z. B. des tidtlichen Ausganges i
bei einer bestimmten Krankheit, der Lungenentziindung, a priori

*) Vel. Poisson, Recherches sur la probabilité des jugements. i'

Paris, 1887; Gavarret, Principes généraux de statistique médicale. =
L]

Paris, 1840, J

J
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unbekannt; es ist zu untersuchen, ob bei der Wahrschein-
lichkeit a posteriori jener Satz seine Giiltigkeitbeibehilt ¥).

Hat man eine grosse Anzahl von Fillen, z. B. 4 Fiille
von Lungenentziindung beobachtet und hierunter » mal das
Ereigniss 4 — den todtlichen Ausgang — gefunden; welche
Beziehung hesteht dann zwischen dem beobachteten Werth

der Wahrscheinlichkeit von 4, nimlich ?, und zwischen dem

wirklichen Werth der Wahrscheinlichkeit von 4, den wir
mit « bezeichnen wollen, und der nur aus der Beriicksichtigung
aller Fille der untersuchten Krankheit hervorgehen wiirde?

Um die Aufgabe auf eine mathematische Form zu bringen,
wollen wir derselben das folgende Schema substituiren: Eine
Urne enthalte eine ausserordentlich grosse Anzahl ¢, von Ku-
geln, von denen p, weiss und (g, —p,) schwarz sind. Man
ziehe aus der Urne successive eine betrichtliche aber doch
begrenzte Anzahl 4 von Kugeln (wo ¢ gegen ¢, sehr klein ist),
 ohne die einmal gezogenen wieder in die Urne zu legen. Man
finde unter den ¢ gezogenen Kugeln p weisse und (g—p)
schwarze. Die wirkliche Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel
zu ziehen, ist natiirlich
i

h ;

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit /7, dass, wenn »
existirt, d. h. wenn unter 4, Kugeln p, weisse und (g, —p,)
schwarze vorhanden sind, in ¢ Ziehungen p weisse und (73— p)
schwarze getroffen werden?

Da in der Urne iiherhaupt g, Kugeln vorhanden sind, so
kann man beim ersten Zug jede der 4, Kugeln treffen; beim
ersten Zug sind ¢, verschiedene Fille moglich. Beim zweiten
Eu_g kann man jede der jetzt vorhandenen (g, —1) Kugeln treften;
beim zweiten Zug sind (g,—1) verschiedene Fille moglich.

w

*) Nach Natani
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Nach jeder beliebigen der beim ersten Zug ziehbaren ¢, Kugeln
kann jede beliebige der beim zweiten Zug ziehbaren (g, — 1)
Kugeln getroffen werden. In den beiden ersten Ziigen sind also
X (g, —1) verschiedene Fille miglich. Beim dritten Zug sind
(;—2) Kugeln vorhanden, (¢, —2) verschiedene Fille moglich;
jeder von ihnen kann mit jedem der in den beiden ersten
Ziehungen miglichen ¢,.(¢,—1) Fille zusammen vorkommen:
in den drei ersten Ziigen sind also ¢, .(¢;—1).(g, —2) verschie-
dene Fille moglich. In ¢ Zigen sind folglich
G-(—1).(—2)....(,—¢+ 1) =
verschiedene Fille moglich. Somit ist NV der Nenner der ge-
suchten Wahbrscheinlichkeit 77,

Um den Zihler # derselben zu finden, muss man die Zahl
der fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit 7/ giinstigen Fille be-
stimmen. Giinstig sind unter den AN Fillen (Combinationen)
diejenigen, welche gleichzeitig p weisse und (¢—p) schwarze
Kugeln enthalten. Wenn man zu ziehen anfingt, kann beim |
ersten Zug, der eine weisse Kugel trifft, jede der in der Urne
vorhandenen p, weissen Kugeln getroffen werden; bei dem
zweiten Zug, der eine weisse Kugel trifft, jede der noch iibrigen
(py—1)s beim dritten Zug jode der noch iibrigen (p,—2): beim
pr Zug jede der noch vorhandenen (p,—p 4 1). In p Ziigen, *
die weisse Kugeln treffen, sind 1'.

P19 —2)....(—p + 1) =P
verschiedene Fille moglich. DE]’ Rest der Ziige, nimlich dm i
(g—p) tlibrigen sollen schwarze Kugeln treffen. Die erste die-
ser (g—p) Ziehungen kann jede der (¢, —p,) in der Urne vor-
handenen schwarzen Kugeln treffen; (g, —p,) verschiedene Fille
sind moglich. Bei der zweiten der (¢—p) Ziehungen kann jede
der iibrigen (g, —p, — 1) schwarzen Kugeln gezogen werden; hei
der letzten (q— p}ffﬂ kann jede der noch iibrigen

(n—1—[g—p+1))
schwarzen Kugeln gezogen werden. Bei allen (¢—p) Ziehungen
von schwarzen Kugeln sind
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(y—p1) - (n—2—1) (y—2—2) - - (a—Pr—[g—p + 1]) =
verschiedene Fiille (Combinaticnen) moglich.

Jeder der bei den p Ziehungen weisser Kugeln mig-
lichen Fille kann mit jedem der hei den (¢—p) Ziehungen
schwarzer Kugeln moglichen Fille zusammen vorkommen. Die
Zahl der fiir dle sesuchte Wahrscheinlichkeit /# giinstigen Fille

ist folglich
B=P.Q=p,.(py;—1)...(p—p+ )Xy —11) - (a—p, = 1) ...
(n—p,—[g—p + 1)),

. wenn, was bisher stillschweigend vorausgesetzt wurde, die
' Reihenfolge, in der unter den ¢ Ziehungen p weisse und (¢—p)
schwarze Kugeln gezogen werden, eine bestimmte ist. Unsere
Aufgabe gestattet aber eine beliebige Reihenfolge. Wir haben
also zu untersuchen, wie viel verschiedene Fiille aus den bei be-
 stimmter Reihenfolge sich ergebenden £ giinstigen Fillen her-
vorgehen, wenn wir mit den Elementen von R alle miglichen
Versetzungen (Permutationen) vornehmen. Es sind ¢4 Ziehungen
gemacht, davon haben p gleiche, niimlich weisse, und ferner
(p— ¢) wieder gleiche, nimlich schwarze Kugeln ergeben. Wenn
"¢ Elemente in beliebiger Reihenfolge gesetzt werden sollen,
wihrend p gleiche und (4—p) gleiche Elemente existiren, so
ist die Anzahl der verschiedenen Versetzungen (Permutationen)
bekanntlich

GGG S

p!{g—p)!

Es ist aber Kl

plg—p)
= 44—1)(¢—2)..(g—p+1) X (¢—p)g—p—1)(g -p—2)...2.1
1.2.8.4.. (p—1).p x1.2.8... {g_._p}i

= 44— Dlg—-2)¢g—p+1) eIl
R T s fﬁ—ljp , da das librige sich forthebt, also

S$= ¢, (vgl. den Eingang dieses Kapitels).
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Um die Anzahl der fiir / giinstigen Fille zu finden,
miissen wir § mit R multipliciren und finden schliesslich den
Ziihler des Bruches "

Z=gp X -1 = 1)elpy—p+1) X —p) g —p,— 1) .
(@ — 0 — g =p+1)).
Fﬂlgllﬂl‘ iEt W =

P {r:r._ {pl 2).(p,—p+1)x(g, ﬂl}itfl = —1)..(g,—=p,—[g—p+1])

2 @ D@ 2. @ — g+ 1)
Nach der Annahma ist ¢, unendlich gross gegen g,
Pi 1 1 11 p‘l
also auch (g, —p,) 7 . P St

Gegen die unendlich grossen Zahlen verschwinden die endlichen
in den einzelnen eingeklammerten Factoren; es wird

Biey o i Xl =00 (95 = B oo (g = 0a)s;
91 ity = ey

Man sieht aber leicht, dass der Factor p, im Zihler » mal

vorhanden -ist, (5, — p,) hingegen (4 — p) mal, und der Factor

g; im Nenner ¢ mal. Daher ist

Al =k '_P.

W= Ip X

" = {p o glq
Es ist aber idenfisch ¢2 — g2=—2+p = g2-2 .42, also
S i AN il )F (&'1 — pl)'i"ﬁ
A o e i (_ A =da)
& ‘?IF ) e W 5} i

oder wenn man L — 21 _ 1. — & ynd fiy’ g_l immer seinen
4y Vb 1

Werth w setzt, / = g, . w? (1 — w)s—?: genau dieselbe
Gleichung, die fiir die Wahrscheinlichkeit a priori schon im
ersten Abschnitt gefunden wurde und die wir noch vielfach
anzuwenden haben. '
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Hiiufig*) sucht man niecht die Wahrscheinlichkeit, dass in
g Ziehungen das Ereigniss 4 genau p mal vorkomme, sondern
die Wahrseheinlichkeit, dass in ¢ Ziehungen das Ereigniss min-
destens » mal vorkomme. Alle die Fille sind gilinstig fiir die
letztere Wahrscheinlichkeit, wo 4 ¢ mal oder (§ — 1) mal oder
(g — 2) mal his p mal herab vorkommt. Nach Abschn. L
Kap. 1II. erhiilt man die gesuchte Wahrscheinlichkeif, wenn
man die Summe bildet aus den Wahrscheinlichkeiten, dass in
g Zeichnungen A4 ¢ mal,

(g — 1) mal,
(¢ — 2) mal
bis p» mal vorkommt, also, — falls die

Wahrscheinlichkeit von 4 = #, ist, — wenn man in der Ent-
wickelung des Binomium (w, 4 ,)? die Summe der ersten
(Glieder nimmt, bis zu demjenigen ineclusive, welches , in der
pten Potenz erhiilt.
Wie gross ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, in 4 Wiirfen
die 6 wenigsten 2 Mal zu freffen?
Wy = Wy = §, ¢ =4, p=2,
Die verlangte Wahrscheinlichkeit ist
W =mw*+4dw?. w, + 6 w?w’ =
1 . D ; 1
e T 4 X 16;}? SO 1 6?5 = 112;3 =4 p.p.
- Hieran schliesst sich, die Statistik als. Hilfsmittel der Forschung
fiberhaupt ermidglichend, das hemerkenswerthe Gesetz der
grossen Zahlen, auf dessen Beweiz der beriihmte Mathe-
‘matiker Jacob -Bernouilli*¥) ein 20jihriges Nachdenken
verwendet hat.

*) Nach Lacroix. ' :

**) J. Bernouilli Ars conjectandi Basil. 1713 p. 227, Hoc igitur est
il.lutl Ernblemn, quod evulgandum hoe loco proposui, postquam jam per
vicennium pressi, et cujus tum novitas twm summa utilitas cum pari

cnnjunr:*tn difficultate ommibus religuis hujus doctrinae capitibus pondus
et pretium superaddere potest,
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Dieses (Gesetz ist keineswegs so selbstverstindlich, wie
mancher bei oberflichlicher Betrachtung glanben michte. Dass
man durch Hiufung der Beobachtungen die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses a posteriori sicherer erfiihrt, als bei wenigen
Versuchen, weiss Jeder. Was aber nicht ohne weiteres klar
wird, ist die Frage, ob mit der Hiufung der Versuche die
Wahrscheinlichkeit, den wahren Werth der Moglichkeit des
Ereignisses zu erreichen, continuirlich wichst, also der Gewiss-
heit beliebig angenihert werden kann, oder ob man iiber einen
gewissen Grad der Wahrscheinlichkeit nicht hinaus kommt,
— eine Unterscheidung, die selbst von den neueren Autoren
manchen entgangen zu sein scheint.

»Bt stupidissimus (uisque nescio quo naturae instinctu....
per se compertum habet, quo plures captae fuerint observationes,
eo0 minus a scopo aberrandi periculum fore. Quamgquam autem
hoe naturaliter ommibus notum est, demonstratio, qui id ex
artls prineipiis evineitur, minime vulgaris est et proin nobis
hic loci tradenda incumbit: ubi tamen parum me praestiturum
existimarem, si in hoec uno, quod nemo ignorat, denunciando
subsisterem. Ulferius aliquid hic contemplandum superest, quod
nemini fortasse vel cogitando adhucdum ineidit. Inguirendum
nimirnm restat, an auncto sic observationum numero ita continuo
augeatur probabilitas assequendae genuinae rationis infer numeros
casuum, quibus eventus aliquis contingere et quibus non con-
tingere potest, ut probabilitas haec tandem datum quemvis certi-
tudinis gradum superet: an vero Problema, ut sic dicam, suam
habeat Asymptoton, h. e. an detur quidam certitudinis gradus,
quem nunquam excedere liceat, utcunque multiplicentur obser-
vationes.* (Bernouilli, L c.)

Der Beweis des Bernouilli'schen Gesetzes beruht ganz
und gar auf den Eigenschaften des Binomium

(0, + w,)7.
Dasjenige Glied desselben, welches den grissten absoluten Werth
hat, liefert, fiir ¢ Versuche, diejenige Combination von A und
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B, welche an sich die wahrscheinlichste ist. Betrachtet man
zuniichst den einfachsten Fall, wo », = w, = 1, so 1st

1) (w0, + w,)? = w,® + 2w, w, + ws?,

In diesem Falle ist natiirlich, wenn der Exponent 4 eine
grade Zahl darstellt, das mittlere Glied der Entwickelung (die
Anzahl der Glieder ist immer = ¢ + 1) das grosste. In 1) ist
2w, wy, = 2. (§)? also grosser als das erste Glied und als das
letzte Glied, von denen jedes = ()% ist. In 3) ist 6 w,? w,?
= 6 (1)2. (4)® = 6. (4)% also grosser als das erste oder als das
letzte Glied, von denen jedes = (1)*; und ferner grisser als das
2. oder als das vorletzte Glied, von denen jedes = 4. (1)®. %
= 4. (4)% Wenn aber 4 eine ungrade Zahl, so ist* von den
beiden mittleren, mit gleichen Binomialcoéfficienten behatteten

 Gliedern jedes grisser, als jedes andere Glied. Denn in 2) ist
 8wlw, = 8w w,® = 8.(4)° also grosser als das erste Glied
oder als das letzte Glied, von denen jedes = (1)%. In 5) ist
10 w)?® w,® = 10 w® w,® = 10 . (1)°, also grosser als das erste
oder als das letzte Glied, von denen jedes = (1)%; ferner auch
grosser als das 2. oder vorletzte Glied, von denen jedes = 5 (1)°
Fiir die hoheren Potenzen gilt dasselbe.

Bei 2 Ziehungen ist die wahrscheinlichste Combination 4, B;

" 4 " 1 n b} 13 2 -"L 2 B;
a3 i sind die beiden wahrsch. Comb. 2 4, Bu. 4,2 B;
" 5 EL] 55 14 "y ay 1] 3 ."f-, 2 -R u- 2 .l".lr-, 3 .f}-

Man sieht, dass in den wahrscheinlichsten Combinationen
die Zahl der 4 zn der Zahl der B sich entweder verhilt wie
- wy iy, d. h, gleich ist, oder doech sich diesem Verhiltniss mig-
~ lichst anniihert. Die absolute Grisse der Wahrschein-
lichkeit des wahrscheinlichsten Falles nimmt dabei mit

|
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wachsendem ¢ immer mehr ab, was sebr einlenchtend
ist, da mit wachsendem ¢ die Zahl aller mdglichen Fille immer
mehr zunimmt. HBs ist die absolute Grisse des /"

bei2 Ziehungen fiir 1 mal 4, 1 mal B =2, w, = 2.4.4=1
L1 4 L L1 2 1 A 2 " e 6 wlz fyﬂa': 6 -g- %=i
“ 3 x .[ 7 2 1" Au 1 1" .B} __3 g.g:r ?{Jg e 3 _1_ J-':.= %‘

Voders; 100 4520,

" 3 L) A12 " ‘H

| i ;
13 5’ 1 Gdﬂr,, ,2 5 _A_la i _,B]--IU?HI ":'_.?2 —1[} 'A' 'i‘ ]EG'

Dagegen nimmt beiwachsendemyg die relatwe Griosse der
Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Falles, verglichen mif
der Wahrscheinlichkeit jedes anderen Falles, regelmissig zu.

Die Wahrscheinlichkeit, in 2 Ziehungen eher 1 mal 4 und
1 mal 5 zu treften, als 2 mal 4 zu treffen, ist (nach Abschn, L
Kap. IIL) gleich der absoluten Wahrscheinlichkeit der Com-
bination (4, B), dividirt durch die Summe der absoluten Wahr-
scheinlichkeiten fir die Combinationen (4, B) und (4, 4),
also gleich

pit I

PRI, el :
Die Wahrscheinlichkeit, in 4 Ziehungen eher 2 mal 4 und
2 mal B herbeizufiihren, als 4 mal A, ist gleich
By
Tll?-' i % == ?” T > i
Die Wahrscheinlichkeit, in 6 Ziehungen eher 8 mal 4 und

3 mal B herbeizufiihren, als 6 mal 4, ist gleich
A S g ey Y
hi S ‘E‘

Wenn w, nicht gleich w, ist, so ist die relativ wahrschein-
lichste Combination von 4 und B immer noch diejenige, in
welcher die Zahl der A sich zu der Zahl der B verhilt wie

0y W,
Sei w, = 4, w, = 3, so dass w, : w, = 3 {2; machen wir
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g = b, so ist das grosste Glied in der Entwickelung von
(w, + w,)° das folgende
10 w,° 0,* = 4343 = 3 D P-
Das voraufgehende Glied ist ndmlich
5wt wy, = fify < 1138
das folgende Glied ist
| 10 v, w,?* = s < 443%:
Machen wir ¢ = 10, so ist das grisste Glied der Entwickelung
(w, + ,)1" das folgende

10.9.8.1 210:.18%. 22 2449440 :
TDeh L iom) D wnSEBEEZE
Das vorhergehende Glied ist
050 H R 120.87. 2% 2099520 it den
e o e R e o

Das folgende Glied ist

910 . 5 . w5 8 — 202,8°.20 1959242
W g -"'1 - = 2

~ 50~ gles6z5 VT PP
Damit ¢ in 2 ganze Zahlen getheilt werden kinne, die sich
' COM
i e
g = r(m + n), wo » eine ganze Zahl ist. In der Entwickelung
(w, 4 w,)rm+m sk das grosste Glied dasjenige, das den Factor
w,™™ . w,™ enthilt; diejenige Combination also bei » (m + ) Ver-
suchen die wahrscheinlichste, die »m mal 4 und 7z mal B enthiilt.
In der Entwickelung von (w; + ,)'% wenn »;, = 3, ver-
hilt sich das grisste Glied zum vordersten wie
2449440 31
9765625 * 9765625
= 2449440 : 59049 = 245 : 6. (p. p.)
[n der Entwickelung von (w, + w,)® verhiilt sich das grisste
. Glied zum ersten wie
119 : A = 10:2 (. p).
Je mehr ¢ = » (m + «) anwiichst, desto grisser wird in
der Entwickelung von (w; + ,)? die Summe des grissten Glie-

verhalten wie w, : w,

= i : 7, mache man
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des und der ihm unmittelbar henachbarten im Vergleich zu der
Summe aller ibrigen Glieder: desto grosser ist also die Wahr-
scheinlichkeit, dass in ¢ Versuchen die Zahl der Ereignisse 4
zu der Zahl der Ereignisse # sich verhilt wie w,:w, und dass
hierbei ihr Verhiltniss eine gegebene Grenze nicht iiberschreite.
Um dies genauer nachzuweisen, befrachten wir zunéchst wieder
den einfachsten Fall, dass #; = w, = 1 und suchen die Wahr-
scheinlichkeit //°, dass in ¢ Versuchen 4 nicht hiiufiger als
# . ¢ mal und nicht seltener als 2.4 mal vorkomme.
(B =iy Siliiett oyl

Setzen wir zunichst ¢ = 5, (machen wir 5 Versuche), so
ist die Wahrscheinlichkeit, dabei nicht mehr als 3.5 =3 x 4
und nicht weniger als 2.5 = 2 X 4 zu erbalten, gleich dem-
jenigen Theil aus der Entwickelung des Binoms

(w; + ,)°
welcher «; in der 2. und in der 3. Potenz erhilt:

W= 10k 8, 5 1000 80t = 200t —h
Setzen wir ¢ = 10, (machen wir 10 Versuche), so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dabei nicht mehr als 4 .10 = 6 X 4 und nicht
weniger als 2.10 = 4 X 4 zu erhalten, gleich demjenigen
Theil aus der Entwickelung des Binoms (w,+w,)Y% welcher w;
in der 6., 5. und 4. Potenz enthilt.

Wy = 210 0,8 wy* + 252 w5 w,5 4 210 w,* 0,5 = K13

To2T = 33 702% > &

Setzt man ¢ = 100 (macht man 100 Versuche), so ist die Wahr-
scheinlichkeit 7, dabei nicht iber # . 100 = 60 x 4 und
nicht unter 2 .100 = 40 X 4 zu erhalten, gleich demjenigen
Theil in der Entwickelung des Binomium

(0y + 05)'%, :
welches anfingt mit 100,,.#,% . #,* und endigt mit

1007507 15200

*) Wie so hohe Binomialcoeff. bequem berechnet werden, s, im
Anhang.
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Man findet 7' = %6, eine Wahrscheinlichkeit, die der
Gewissheit bereits sehr nahe kommt., Nennt man den be-
obachteten Werth der Wahrseheinlichkeit «#’, so be-
steht fiir 100 Versuche schon die Wahrscheinlichkeit
- = 28 dass die heobachtete Wahrscheinlichkeit
fiir 4, »* nicht um mehr als 1; ihres Werthes von der
wahren Wahrscheinlichkeit », — 4 abweichen werde:
wihrend fir 10 Versuche W nur = 5%, fir 5 Ver-
suche W= $2 ist.

Steckt man die Grenzen enger, so ist fiir die gleiche Zahl
von Versuchen 7 geringer. Die Wahrscheinlichkeit /7, dass
in 100 Versuchen die beobachtete Chance von 4., nim-
lich #’, hichsfens nm 4 & seines Werthes von der wah-
ren Chance w, abweiche, ist fiir 100 Versuche = %%,
iy < 1o Lédsst man aber ¢ noch weiter anwachsen, so wird
auch fiir die engere Grenze (4 % #7) die gesuchte Wahrschein-
lichkeit //° weiter wachsen und kann der Gewissheit beliebig
. angenihert werden.

Dieser wichtigce Satz ist nicht auf den Fall beschrinkt,
wo w, = w, = L}, sondern hat allgemeine Giiltigkeit fiir jedes
beliebige ;.

Sei die Wahrseheinlichkeit von 4

an i

= §;alsow, = —— = 3.

?-!'Jl —
m - 9 m -+ #n

Setzen wir zunichst wieder g = b, so ist die Wahrschein-
lichkeit, dass in 5 Versuchen A4 nicht ofter als 4.5 mal und
nicht seltener als 2 .5 mal vorkomme,

W = baw*w, + 10 1,3, w,* + 10 w2 w,?
810 1080 720 261[) 26
59 BE. L kP -~ 195 - 81 °F
Setzen wir ¢ = 10, so ist die Wahrscheinlichkeit, in 10 Ver-
suchen nicht iiber 4 . 10 = 8 mal und nicht unter 2 . 10 = 4
mal 4 zu finden,

P = 0.
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B —

W =45 w®. w?+ 120 w," w,® + 210 w,% w,* + 252 1,5 w,"
+ 210 w,* w,®

_ 1180980 2099520 | 2449440 | 1959552 . 1088640
0765625 | 9765625 T 9765625 T 9765625 9765615

(p: p.) = 0,88; 0.88 > 0,7 u. 8. %

Der bisherige -inductive Beweis des Bernouilli'schen Ge-
setzes mag fiir unsere Zwecke*) geniigen.

Dieses Gesetz, weleches (nach Prof, A, Fick) zu den
bemerkenswerthen und allgemeinsten Wahrheiten zu
rechnen ist, die his jetzt von dem menschlichen Geist
mit Sicherheit erkannt sind, besagt, dass man durch
geniigend oft wiederholte Versuche, wenn nur zwei Er-
elgnisse 4 und 5 miglich sind, die wirkliche Wahr-
scheinlichkeit von 4 innerhalb gewisser Grenzen
mit einer der Sicherheit beliebig angeniherten
Wahrscheinlichkeit anffinden kann.

Aus einer sehr grossen Reihe von Beobachtungen, worin
A eintreten muss oder B, kann man einen Schluss, aber nur
einen Wahrscheinlichkeitsschluss!, auf die abstracte Wahr-
scheinlichkeit (relative Hiufigkeit) von 4 machen, und hierauf
beruht ein wichtiger Theil der Statistik.

In der medizinischen Statistik ist die Zahl der Versuche
ofters beschrinkt, da das Beobachtungsmaterial eben nicht in
beliebiger Ausdehnung zu beschaffen ist. Die kleinen Be-
obachtungsreihen sind keineswegs werthlos; man muss
aber ihr Gewicht richtig beurtheilen, wenn nicht die Heilkunde
von einer Hypothese zur andern schwanken soll.

Man muss darauf dringen, dass, um als Richtschnur fir
unser praktisches Handeln zu dienen, als Ersatz fiir die mathe-
matische Gewissheit, die in der Medizin (wie aunch z. B.

*) Den allgemeinen (deductiven) Beweis s. bei Bernouilli p. 228
bis 288 und danach bei Lacroix p. 52 flg.
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[]

in der Jurisprudenz) oft genug nicht zu erzielen ist, ein sehr
hoher Grad von Wahrscheinlichkeit gewidhlt werde, den Ber-
nouilli als moralische Gewissheit bezeichnet. Diejenige
Wahrscheinlichkeit, die wir als geniigend gelten lassen wollen,
kann an sich willkiirlich gewidhlt werden; einen gewissen histo-
rischen Werth hat die Zahl 0,9953 =313, die Poisson (in seiner
Wahrscheinlichkeitsrechnung) eingefiihrt und Gavarret (in sei-
ner medizinischen Statistik) angewendet hat. Welcher Kanf-
mann wiirde nicht ein Geschiift unternehmen, fiir dessen Ge-
lingen er 212 gegen 1 zu wetten berechtigh ist? Das drztliche
Handeln ist allerdings von anderen Motiven geleitet als die
kaufméinnische Spekulation. Wenn aber absolute Sicherheit
nicht zu erreichen ist, wird man immerhin diesen hohen Grad
von Wahrscheinlichkeit als Ersatz der Gewissheit gelten
lassen miissen, ebenso wie Richter und Geschworene erfahrungs-
gemiiss nicht anstehen, auf Grund einer solchen Probabilitit
ihr Verdict abzugeben. ;
Wollten wir nun versuchen, mit einer solechen Wahrschein-
. lichkeit von 0,9953 fiir eine kleine Reihe von z. B. 10 Be-
obachtungen die Grenzen anzugeben, innerhalb deren das Vor-
kommen von 4 schwanken kann; sei die abstracte Wahr-
scheinlichkeit von A4,w, = &, also w, = 2: so ist die Wahr-
scheinlichkeit, bei 10 Versuchen 4 nicht dfter als 8 und nicht
seltener als 4 Mal zn erhalten, erst = 0,88. Die Wahrschein-
| lichkeit, bei 10 Versuchen A nicht ofter als 9 Mal und nicht
seltener als 3 Mal zu erhalten, ist = 24 = 0,93 u. s. f.

Man sieht leicht ein, dass, falls die erwiihnte Wahrschein-
lichkeit als Norm gewiihlt wird, bei mehreren Gruppen von
je 10 Versuchen die beobachtete Zahl der relativen Hiufigkeit
80 verschieden ausfallen kann, dass ein sicherer Riickschluss
auf den wirklichen Werth der Probabilitit von A fast unmog-
lich ist; vollends ist dies unthunlich, wenn nur eine Beob-
achtungsreihe von 10 Fillen vorliegt.

Diese Betrachtung leitet uns von selber zu dem folgenden
Hirschherg, Statistik. 4
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Satz iber, dass nur sehr grosse Beobachtungsreihen
(4 =300) es ermdglichen, a posteriori (durch Beobachtung) den
wirklichen Werth der Chance von 4 innerhalb gewisser enger
Grenzen mit einer an Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit
zu ermitteln.

Zweites Kapitel.

Ueher die miglichen Fehler der durch die medizinische Statistik
ermittelten Hiinflgkeitszahlen,*)

Lehrsatz: Hat man in einer griossern Reihe von
vergleichbaren Fillen statistisch ermittelt, wie oft
ein bestimmtes Ereigniss (z. B. der todtliche Aus-
gang bei einer bestimmten Krankheit) eingetreten
ist und wie oft nicht; so kann man mittelst der durch
diese Statistik gelieferten Zahlen immer den mig-
lichen Fehler des Beobachtungsresultates berechnen,
d. h. feststellen, um wie viel sich die beobachtete
Frequenzzahl des Ereignisses von seiner wirklichen
Chance unterscheiden kann.

Wenn in einer grossen Zahl von g4 iiberhaupt beobachteten
Fillen das Ereigniss 4 p mal, sein Gegentheil B (4 — ») mal
gefunden wurde, so besteht die sehr grosse Wahrscheinlichkeit
W =0,9953 (d. h. man hat das Recht, 212 gegen 1 zu wetten),

dass die beobachtete Frequenzzahl fiir 4, nimlich %, mit dem

Fehler » = + -l/ 8 {;’3_ ?) behaftet sein kann, also ‘S— nm
+ » von w, der wahren Chance von 4, abweichen kann. Man

—

*) Das Problem ist zuerst von Poisson (Recherches sur la proba-
bilité des jugements Paris 1837) gelost und von Gavarret (Statistique
medicale Paris, 1840) ausfiihrlich besprochen worden. Die folgende ein-
fachere Liosung der Aufgabe verdanke ich Herrn L. Natani



Hl

kann noch alloemeiner sagen: es besteht irgend gine sehr hohe,
der Sicherheit (= 1) nahe Wahrscheinlichkeit, dass

Lol ?_P_ﬁ&_ﬂ! wo ¢ einen kleinen Zahlen-

q q

werth, etwa zwischen den Grenzen 1,2 und 2,0, be-
- deutet. *)

Be . eis. Wenn unter g Fillen p fiir das Ereigniss 4
giinstige gefunden sind, so kann man zunichst fragen: Wie
oross ist die Probabilitit, dass der bestimmte Werth » der

Chance von A%*¥) die Ursache der heobachteten Relation %

abgebe? :
' Wenn eine Erscheinung mehrere Ursachen haben kann
(I Absehn. IV. Kap.), so verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten
dieser Ursachen — C;, C,, C, .... C, — zu einander, wie die
_ Wahrscheinlichkeiten — 7, 75, 7, .... V, —, dass die be-
obachtete Erscheinung unter dem Einfluss der 1., 2...., »n*"
Ursache zu Stande gekommen.
Hieraus folgt C, "t"'_[’f_‘ll'—ﬂn =T, ff{_ e oder,
wenn man alle moglichen Ursachen beriicksichtigh, wo-
duxch €, + G, ... C, = 1 wird,

1) ¢, =

g Fl =4
O T

In unserem Falle wird nach der Wahrscheinlichkeit ge-
fragt, dass die beobachtete Combination von p mal 4 mit
(¢ — p) mal B in ¢ Versuchen den bestimmten Werth » der

*) In Oesterlen’s vortreflichem Handbuch der medicinischen Sta-
tistik (p. 61 sowohl der ersten wie der unverinderten zweiten Auflage)
* ist die Formel nicht richtig wiedergegeben.

**) Hat man nicht in der ganzen Beobachtungsreihe eine constante,
sondern eine von Fall zn Fall wechselnde Chance, so bedeutet w die
mittlere Chance, welche wihrend der Beobachtungsdauer constant
bleibt, wenn eben die Summe der wirksamen Ursachen sich nicht findert.

4@



Wahrscheinlichkeit von 4 zur Ursache habe. Existirt der Werth
w, so ist die Wahrscheinlichkeit /7, dass (unter der Einwirkung
des Werthes w als Ursache, wo = irgend einen echten Bruch
7. B. ¢35 bedeutet,) in ¢ Fiillen 4 p mal vorkomme, nach dem
vorigen Kapitel ' it ol

2) ¥, = ¢qp.wP (1 — w)2—r, Beriicksichtigen wir alle
moglichen Ursachen, d. h. alle moglichen Werthe der
Wahrscheinlichkeit von 4, die der Natur der Sache nach moglich
sind, d. h. alle Werthe von O bis 1, so wird 7, + 7, + 7,
e W = gy s 0P IR g L R — )7
4+ .gpwa? (1 — w, )72

YV +V,+V...+Va= 2 [g.wr(l —wp—r]

0 bis 1
wo ¥ das Summenzeichen ist und die einzelnen Glieder der

Summe successive fir w jeden Werth von O his 1 erhalten.
Aus GL. 1, 2 und 3 folgt durch Substitution
P — T —=r
4) G ;walﬁ' ji}q_p, da ¢, sich fortheht.
Ohisl

Wichtiger als C, ist diejenige Wahrscheinlichkeit 37, dass
in ¢ Versuchen 4 p mal vorkommt, wihrend die Chance von
A, nimlich », nicht kleiner als der beliebige echte Bruch o
und nicht grosser als der echte Bruch § ist, also

D<a<fB<l, [2.Ba=3%pB = %]

In diesem Falle bleibt der Nenner ungedindert, der Zihler Z
geht aber auch in eine Summe fiber, in der » alle miglichen
Werthe von o bis B annimmt. Denn ginstig sind fiir die
Wahrscheinlichkeit A, alle Fille, wo » den Werth 2% oder
2% oder £7; bis 3% annimmt, falls a = £, B = %3 also
ist Z (nach Abschn. I. Kap. IIL) die Summe

g Ts? (1 — 26%5)7 7+ gp 14%" (1 — )~ + - -
3 [wr . (1 — w)e—7]
e bis # L] P B A
2 [wh.(1 — wp@—r]
0 bis 1

5) M, =
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Im Nenner von I ist p+ ¢ — p + 1 = ¢ + 1, somit wird
_1_:(q+1}><5f-15*—11{q—2} I“[?“F’]"f'l}
N 50 {q-—fﬂ-*l]?'—fi‘)

1
e N =g +1).¢qq-pn=I(+1).9p, da der (3 — p)*

Binomialcoéfficient gleich dem pf bei der ¢*" Potenz ist.™) Setzt
man diesen Werth in 5a ein, so wird

18) M, — (g +1).qp. = wt (1l —w)yi—2dw.

a bis 7

o und B waren beliebig gewdhlt; von Inferesse fiir uns
1st nur die Frage: Wie gross ist die Wahrsahainﬁchkeit M,,

dass die beobachtete Chance von 4, nidmlich ?, von dem
wahren Werth #» der Chance von 4 im positiven wie im
negativen Sinne hdchstens um den im Verhdltniss zu —*g- sehr

kleinen Bruch s abweicht? o bleibt vorlinfig willkiirlich. Es

ist also zu setzen § — -3;— + 3, &= 3; — o
14 My=(g+ 1).qp. 2 wr(l — w)r—? do.

» P
[‘l’ﬂﬂ?—ubi!?+u]
Wir setzen ferner 15) w =% 4+ v, wo » einen im Ver-

hiltniss zu ‘; sehr kleinen Bruch bedeutet; hierzu sind wir

berechtigh, da im vorigen Kapitel nachgewiesen ist, dass bei

) @—u (g — [g—pI*+ 1)
= W‘” ... (g—[g—p)+1) x(g—lg—pl) (¢—[g—p—1]...3.2.1
N R B T e N

ﬁ".?*.'.:‘-P = = = {p.

— p)! p!
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gehiuften Versuchen (wenn ¢ eine grosse Zahl ist) die Wahr-
scheinlichkeif a pﬂstariﬂri% der wirklichen Wahrscheinlichkeit

2 sich mehr und mehr annihert. Aus 14 und 15 folgt

16, — g+ Ui 2l =
! — o bis 4o g .?

Denn lisst man in 15 die Grosse w» anwachsen auf (» + dw),

so wichst die Variable » auf (v + dv), wihrend die constante

rosse = (das Beobachtungsresultat) ungednder e1bt.
G ? (das Beobacht Itat) dert bleibt
w + dw — % + v 4 dv. Nach 15 ist
w = % =j="p ; subtrahendo folgt
B = duv.

Um die Grenzen der Summe in 16 zu bestimmen, beachte

man, dass fiir die Variable » die obere Grenze vz 4+ o war;

g
die Variable v ist — w — f’?: die obere Grenze fiir v ist also
j‘]

+ g — E — 4 o. Fir die Variable » war die untere

74

Greuze‘?—; — g; fiir die Variable » ist also die untere Grenze
By sge Lol Sy

q q
Jetzt zieht man in 16 aus der ersten Klammer () die Grosse

( ;3'_ )P ; aus der zweiten Klammer [] die Grisse (*;-T ;ﬁ)g o

iy s gl
=G+ (B (L) %s (14Lo)

.{1 = Epj ﬁjq_pfz?;.
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besonderen Tafeln die zusammengehdrigen Werthe von z und
dieser Summe berechnet worden *).

Setzt man M, = 0,9953, d. b. will man sich mit der der
Sicherheit (= 1) sehr nahe kommenden Wahrscheinlichkeit
9953 212
10000 ~— 213
. lichkeit von 4, um eine gewisse kleine Grisse » von der wah-
" ren Wahrschemlmhkalt des Hreignisgses .4 nach der positiven
. oder nach der negativen Seite hin abweichen kann, so hat man
| ans den Tafeln, fir M, = 0,9953, z = v = 2,0; folglich,

begniigen, dass £ 7 die heobachtete Wahrschein-

[t e
[ g

Der mogliche Fehler v» des statistischen Be-

obachtungsresultates —E- 18t = ]/Bp {f P}; was zu bewei-
i
sen war.
Die Gleichung II, welche in dieser Form zuerst von
Poisson aufgestellt und fiir die Statistik verwerthet worden

*) Vergl. Ligowski, Taschenbuch der Mathematik. IL Auflage.
Berlin 1873, p. 29,

E. :t
- = = i ¢ e dz
0,0 0,000
0,5 0,520
1,0 0,842
1,5 0,966

2,0 0,995,

L



ist, ergiebt die miglichen Fehler statistischer Verhiiltniss-
zahlen und ist somit von fundamentaler Bedeutung fiir die
Statistik *).

Die Gleichung II ist nur eine Ndherungsformel
und nicht mehr richtig, wean ¢ etwa < 100. Aber
mit weniger als 100 Fidllen Statistik machen zu
wollen, ist ganz vergeblich,

Die einzelnen Beobachtungsreihen, ja die Einzelfille (Ca-
suistik) haben in der Medizin gewiss auch ihren Werth, na-
mentlich auf Gebieten, die noch weniger durchforscht sind;
niemals wird man aber daraus allgemein giiltige Schliisse ab-
strahiren konnen. In theérapeutischer Hinsicht lehren kleine
Beobachtungsreihen, was man verniinftiger Weise in einem
analogen Fall thun kann; aus den grossen Beobachtungsreihe
folgt, was man zweckmissiger Weise in der Majoritit der Fille
thun muss. Wie weit bei kleinen Beobachtungsreihen die
beobachtete Chance des Ereignisses 4 von ihrem wahren

- Werth » abweichen kann, ist am Schluss des vorigen Kapitels
illustrirt worden.

Unsere Formel w; Bﬂiﬂ:ﬂ ist beschrinkt auf die
q
Fille wo ¢ > 100. Man sieht sofort, dass », der mog-
Vi

liche Fehler des Beobachtungsresultates 0 rapide

abnimmt, wenn ¢ wichst. Je griosser die Beobach-
tungsreihe, desto geringer ist der mogliche Fehler
des Beobachtungsresultates. (Siehe das vorige Kapitel).

e = —

*) Der mégliche Fehler ist mit der Wahvacheinlichkeit M, = 0,995
mindestens gleich v zu setzen. Xr wird noch grisser sein, wenn dia-
gnostische Irrthiimer mit untergelaufen sind; doch gehort dies nicht i
den Rahmen unserer Betrachtung.
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o= Cier VﬁLf?E:ﬁl_
q 4

Wir wollen die Strecke in der Zahlenreihe von der unteren

Grenze —-I/SF 75 P) } bls gur oberen {xrenze‘;} +V8P i P)

als das Terrltnrlum der Chance w» bezeichnen.
Das Beobachtungsresultat, die statistisch ermittelte Ver-

haltnmszahlp fir das Hreigniss 4, ist nicht identisch mit dem

wahren Warﬁh der Wahrscheinlichkeit fiir 4, sondern kann um
+ v oder — » sich von jenem unterscheiden *).

Des mathematischen Gewandes entkleidet, besagt die For-
mel IIT, dass dag statistische Beobachtungsresultat nur eine
ﬁnnﬁ.hewng an den wahren Werth der Wahrscheinlichkeit des
untersuchten FEreignisses 4 darstelll. Wird von demselben
oder einem andern Beobachter fiir dasselbe Ereigniss 4 eine

neue Beobachtungsreihe ¢, untersucht undi:;z als Hiufigkeits-
1

zahl gefunden, so wird im Allgemeinen i I nicht mit ? identisch
1

sein; es sind (innerhalb der Grenzen + ») kleine Schwankungen
moglich, auch wenn wihrend beider Beobachtungsreihen der
wahre Werth » der Wahrscheinlichkeit von 4, mithin die Ge-
sammtheit der wirksamen Ursachen, identisch war. Aunfkleine

*) Die Verhiidtnisazahleug der medizinischen Statistik sind, weil

die Beriicksichtigung aller Fille nicht méglich, immer mit
einem Fehler behaftet, wihrend man in der Statistik wat efoyny (De-
mologie) wenigstens fiir ein bestimmtes Land und eine bestimmte Zeit
die Ziahlung vollkommen durchzufithven im Stande ist.
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Schwankungen der statistischen Verhidltnisszahlen
ist kein Gewicht zu legen. Wie gross aber, bei demselben
w, (z. B. bei demselben Charakter und derselben Verlaufsweise
einer Krankhbeit) die Sehwankungen der Verhiltnisszahl (z. B.
der Mortalitiit) sein diirfen, lehrt nicht die blosse Logik, nicht
der gesunde Menschenverstand, sondern lediglich die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung.

Wenn man in einer Reihe von 300 Fillen einer Krank-
heit, z. B. des Ileotyphus, eine Mortalitit von 22 9, in einer
zweiten Reihe von 300 Fiillen deg Ileotyphus eine Mortalitit von
16 9% gefunden, so kann der wahre Werth der Mortalitit in
beiden Reihen derselbe sein, ja es ist dies in hohem Grade
wahrscheinlich. Man wird zugestehen miissen, dass in der
Pathologie und Therapie diese Anschauungsweise sich noch
nicht eingebiirgert hat, dass z. B. wenn man bei der zweiten
Beobhachtungsreihe von 300 Fillen ein besonderes Heilverfahren
angewendet hatte, man nur allzu geneigt war, die Herabmin-

 derung der Mortalitit um 6 9% lediglich der Therapie zu-
zuschreiben,

Es wiire nicht schwer, dies durch zahlreiche Beigpiele zu
belegen; zwei, eines aus alter, eines aus neuester Zeit mogen
hinreichen.

Louis (Recherches sur les effets de la saignée p. 75)
meint, dass, wenn man bei einer Epidemie in einer Reihe von
500 Fillen eine Medication 4, in einer anderen Reihe von 500
Fillen eine Medication 5 angewendet hat, unbedenklich die
Medication schlechter ist, bei der die grossere Mortalitit be-
obachtet wurde. Setzen wir aber, dass in der ersten Reihe
eine Mortalitit von 20 % stattfand, so darf man 212 gegen 1
wetten, dass die wirkliche Mortalitiit unter diesen Verhiiltnissen
zwischen 15 und 359, schwanken kann. Hat man in der zweiten
Reihe eine Mortalitit von 249, so ist noch gar nicht be-
wiesen, dass die Aenderung der Medication von Einfluss aunf
die Mortalitiit gewesen.

Hirsehberg, Statistik, D
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Auf dem letzten Congress der deutschen Chirurgen zu
Berlin (a. 1874) machte Reyher zur Empfehlung der Lister’-
schen Methode geltend, dass Syme bei 120 Amputationen eine
Mortalitiit von 23,3 %; Lister (in demselben Hospital) nach
Binfithrung seiner Methode bei 123 Amputationen eine Mortalitit
von 17 % beobachtete. Bei einer Reihe von 120 Fillen und einer
Mortalitit von 239 ist der mogliche Fehler mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,995 gleich 109, und mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0,916 gleich circa 69,. Die beobachtete Schwankung
ist nicht grosser als der wahrscheinliche Fehler, kann also
auch von der neuen Methode unabhiingig sein: somit ist die
Statistik Reyher's noch nieht beweiskriftig, obwohl die Vor-
ziiglichkelt von Lister's Methode keineswegs bestritten wer-
den soll.

Dass der mogliche Fehler » des Beobachtungsresultates

‘;lnicht blos einen rein theoretischen Werth hat, =

sondern factisch vorkommt; dafiir liefert die ja so exact
herzustellende Staaroperationsstatistik den klarsten Beweis.

Mooren, ein ebenso erfahrener Operateur wie aufrichtiger
Statistiker, hatte (Ophth. Beob. 1867) bei 102 Extractionen
nach der Graefe’schen Methode drei Verluste, also 3 95 Miss-
erfolge, wihrend er bei 229 Lappenextractionen mit vorauf-
geschickter Iridectomie 14 Verluste, also 6%/, Misserfolge und
bei 187 einfachen Lappenextractionen 17 Verluste, also 99/,
Misserfolge beobachtet hatte: und schloss daraus, dass die drei
genannten Methoden hinsichtlich ihrer Erfolge sich verhalten
wie' 5:2: 1.

102 Operationen nach derselben Methode bilden nach me-
dizinischen Begriffen schon eine ziemlich grosse Beobachtungs-

’
reihe; trotzdem involvirt das Beobachtungsresultat 15; , die Ver-

hiilltnisszahl der Misserfolge, die Mooren bei der Graefe'schen -
Methode erlebte, mit der Wahrscheinlichkeit 0,9953 den mig-
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lichen Fehler 0,04, so dass der wahre Werth der Verlustzahl
auch 7°/, betragen konnte; und mit der Wahrscheinlichkeit
0,916 den mdglichen Fehler 0,03, so dass der wahre Werth
der Verlustziffer bis auf 6%, ansteigen konnte.

Und in der neuesten Publikation desselben Autors (Ophth.
Mittheilungen aus dem Jahre 1873. Berlin 1874. p. 72.)
lesen wir: ,Beinahe 1!/, Tausend Staaroperationen,
welche ich in der v. Graefe'schen Manier vollfihrte,
setzen mich in den Stand, das durchschnittliche Ver-
lustquantum als zwischen 6—6'/,°, schwankend an-
zugeben, — — Bei Zugrundelegung einer halbjihrlichen Pe-
riode hatte ich einmal 3°/,, das andere Mal iiber 71/,°/,. Diese
Thatsachen beweisen, dass nur ganz. kolossale Zif-
fern im Stande sind, unszu dauernd giiltigen Schliis-
gsen iiber den Erfolg oder Nichterfolg einer Methode

_zu berechtigen.*

Ich sollte meinen, dass dies eine erfahrungsmissige Probe
meines Rechenexempels darstellt und den Werth wie die Noth-
wendigkeit des Calciils ausser Zweifel setzt. Die letztere Sta-

tistik ist nun gross genug (¢ = 1500, gz 0,06), um nur einen

sehr kleinen Fehler zuzulassen; derselbe betrigt mit der
Wahrscheinlichkeit 0,916 nur + 19/,!

Sehr iibersichtlich und zeitersparend ist die Tabelle von
Gavarret iber die verschiedenen Werthe, die der mogliche
Fehler » annimmt, withrend einerseits ¢ von 800 bis 1000 an-

steigt, ﬂ,::ndiasrvarse-i’t,s.‘:?:"j alle Werthe von 0,1 bis 0,5 annimmt.
Mit Riicksicht auf die Staaroperationsstatistik habe ich die Ta-
belle um die obersten Horizontallinien ( g =0,025u. “; = 0,05)
erweitert.
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Wenn der gliickliche Aunsgang B auf Grund der Beobach-
tungsresultate und des moglichen Fehlers derselben zwischen
339/, und 479, schwankt, so hat man fiir die Lethalitit der-
selben Krankheit den Bereich von (100—47)°/, bis (100—33)%/,,
d. h. von 53 bis 67 %.

Die Tabelle giebt auch Nidherungswerthe von v fiir die-
jenigen Fille, wo weder das beobachtete ¢ noch das gefundene

P genau in den Kopfen der Tabellenreihen vorkommt.

Man habe in 450 Fillen 4 101 Mal beobachtet

(g = 45{::,% — 0,225):

1) Fir £ = 0,20 u. g=400 ist v=0,0566 | balbe Differenz 0,003;
1 >fﬁr%=ﬂ,2 u. =450
P
9. = 0,20 1n. ¢=500 18t »=0,0506 | st #, = 0,0536.

9) Fir £ — 0,25 u. g=400 ist v—0,0612 | halbe Differ.=0,0082;
4 fiir -1;1 —~ 025 und
% = 0,25 u. y=>500 ist v=0.0548 | | _ 450 ist », — 0,0580

Halbe Differenz zwi-
schen » und », =
0,0022.

Fﬁr% — 0225 und
q=450 ist »=10,0558.

| 8.101.349
Controll-Rechnung. v =l/”_.;mﬁ—ﬂ_
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sein Maximum erreicht; gerade wie die Bewegungen einer Wage
sehr unzweideutig sind, wenn die Differenz zwischen den heiden
Gewichten sehr gross ist, wiihrend bei einer ausserordentlich
kleinen Differenz die Beurtheilung schwierig wird.
Dem zweiten Punkt kann ich nicht beipflichten.
Allerdings nimmt der absolute Werth von » in jeder ein-
zelnen Verticalreihe von oben nach unten zu. Fir ¢ = 400

schwankt, wenn %= 0,10, % zwischen 0,0576 wund 0,1424

oder zwischen 6 und 14 9% ; wenn aber j;- = (0,40, zwischen

0,3307 und 0,4693 oder zwischen 33 und 46¢,. Die Breite
der Schwankung ist im ersten Fall 89;, im zweiten 13 9.
Aber die relativen Werthe von » im Verhiltniss zu

‘% nehmen von obhen nach unten in jeder Vertical-
reihe ab; und darauf gerade kommt es doch an, in welchem

Verhdltniss der mogliche Fehler » zn der heobachteten Grosse

' steht.
}}

Tst ¢ — 400, _? — 0,025, so wird » = 0,0211; der mogliche
Fehler ist nahezn so gross, als das Beobachtungsresultat.
Ist ¢ — 400, aber % — 0,50, s0 wird » = 0,07; der mogliche

Fehler ist circa 4 der beobachteten Grosse.

Gerade nmgekehrt, je kleiner %, um 80 grosser muss g

sein, damit das Resultat verlisslich werde.

Nun kinnte man einwenden, dass die Forderung einer
Wahrscheinlichkeit von 0,9953 rigords und pedantisch
sei, den factischen Verhiiltnissen in der Heilkunde nicht entspreche,
und deshalb die miglichen Fehler zu gross erscheinen lasse.

Man kann die Forderung aufstellen, dass eine Wahrsehein-
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Tabelle
der moglichen Fehler (v*) statistischer Verhﬁltnisszahlen%.

e |/§%%i£1 fir W — 0,916.
! | ! ; |
‘g=3l}[}ig=4ﬂﬂ}g=Eﬂﬂig=ﬁﬂﬂig=Tﬂﬂig=Bﬂﬂ g="900! g=1000
! P S R TR B [

= :
vk = 0,025 !0,0152 ﬂ,ﬂlﬂﬂiﬂ,ﬂlﬁﬂ 0,0110 {},ﬂlﬂﬂl 0,0095] 0,0080, 0,0085

7

0,0154 ﬂ,l}142|

r T | -
= 0,05 &U,ﬂﬂl?-ﬂ,ﬂlﬂﬁi 0,0168 0,0132 0,0125 0,0118
1 |

0,10 EI},GEB‘&; 0,0259 0,0231| 0,0213 0,0196/ 0,0183 ﬂ,ﬂ]'i'ﬂ: 0,0165

0,0217

0,15 |0,0356| 0,0308 0,0276| 0,0251| 0,0238

I},HE{IBI 0,0194

. | . . .
0,20 | 0,0398 D,ﬂﬂéﬁi{},ﬂﬁﬂﬂi 0,0271 ﬂ,ﬁﬁl!ﬂ,ﬂ?ﬂ ﬂ,ﬂﬂﬂﬂ} 0,0218
0,25 |0,0431| 0,0373 0,0334 ﬂ,ﬂﬁﬂ&'

0,0282 0,0264 0,0249 0,0248
|

Il

= 0,30 l},ﬂ-tﬁﬁi D,I}H-iﬁi 0,0353| 0,0323 ﬂ,ﬂﬂﬂg! 0,0279 ﬂ,ﬂ?ﬂﬁ‘ 0,0250

1 i

= 0,35 |0,0465 0,0413 ﬂ,DﬁﬁE; 0,0336/ 0,0311
I

= 0,40 |0,0488| 0,0423 ﬂ,ﬂﬂTBiﬂ,ﬂﬁdE {!,DHIQII[],UEEIQ 0,0282 0,0267
I
= 0,45 Iﬂ,ﬂdrﬂﬂg 0,0429] 0,0384| 0,0850 D,{ISEJI-% 0,0304 EI,{}ESIi 0,0271

i e ]
= 0,60 | 0,0498 0,0431 D,ﬂﬂﬂﬁ| 0,0352] 0,0326 0,0305 D,GEBT‘ 0,0278

Wiederholen wir hiernach unser urspriingliches Beispiel

0,0291 u,uzni 0,0260

Ty 0,20 a) in 300 Fillen,

b) , 600 , ,
Gy (9000 55 5800l
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’ : (0,2398
a) w, = 0,2 + 0,0398, also zwischen 10,1 602
0,2653
nach Tabh. I zwischen { 0.1347"
: ; (10,2271
b) w, = 0,2 + 0,0271; also zwischen L0 1?29;
nach Tab. I zwischen {{) 1538
0,2230
¢) w, = 0,2 4 0,0230; also zwischen | \0.1770°
: 0,2377
nach Tab. I zwischen JI 0.1628"

Mit der Wahrscheinlichkeit 0,995 bekommt man bei 900
Fillen dieselben Grenzen wie mit der Wahrscheinlichkeit 0,916
bei 300 Fillen. Mit der letzten Wahrscheinlichkeit erhilt
man fiir 300, 600, 900 Fille die Grenzen der Hundertstel,
d. h. der ganzen Procente nahezu gleich (16—239,, respective
- 17—229%).

Hitte man aheri‘?— = 0,2 gefunden in einer Reihe

von 10,000 Fiallen, so widre w, = 0,2 &+ 0,0025 nach Tab.II,

¢ 10,2025 20 § %
also », zwischen 10,1975 } 1939
d. h. der mégliche Fehler wiirde noch lange nieht 1%
betragen; das Beobachtungsresultat

E? = 020 = 20,

konnte direct ohne Beriicksichtigung des méglichen
Fehlers als allgemein giiltig verwerthet werden.

Dies ist der grosse Unterschied, ob man aus 100 oder aus
10,000 Fillen eine Verhiltnisszahl abstrahirt; ein Unterschied,
der in der medizinischen Statistik bis jetzt noch nicht zu der
verdienten Anerkennung gelangt ist.



76

— —— —

Drittes Kapitel.

Ueber den Yergleich von zwei Statistiken desselben Ereignisses
unid hesonders iiher therapeutische Statistik.

Die wichtigste Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung auf Medizin besteht in der Klarlegung der Schliisse, die
aus dem Vergleich von zwei Statistiken desselben Ereignisses,
mogen sie nach einander von demselben Beobachter oder neben
einander von verschiedenen Beobachtern gesammelt sein, sich
abstrahiren lassen. Gerade mit Hilfe der Wabrscheinlichkeits-
rechnung kann die Therapie mancher Krankheit viel sicherer
begriindet werden, als dies hisher geschehen ist.

Ich weiss sehr wohl, dass man mit mathematischen For-
meln keinen Schnupfen kuriren kann, und bin nicht so enthu-
siastisch, von den medizinischen Statistikern eine Reform der
Heilwissenschaft zu erwarten; es wire aber ein grosser Vortheil
fiir diese Disciplin, wenn die wirklich guten Beobachter, denen
gleichzeitic ein grosses Material zur Disposition steht und die
ja allein berufen sind, der medizinischen Statistik das Material
zn liefern, efwas mehr als bisher fiir medizinische Statistik sich
interessirten und aufhoren mochten, gewissermaassen mitleidig
auf diese herabzuschauen.

Hin Heilmittel verdient gegen eine Krankheit angewemiet
zu werden, wenn die Erfahrung gelehrt hat, dass es in einer
grossen Reihe von Fillen derselben Krankheit entweder meistens
oder doch hiiufig geholfen hat. Natirlich gehért die Exspec-
tative mit zu den Heilmethoden. Ferner ist das ,Individua-
lisiren“ nicht ansgeschlossen, da im Gegensatz zu den Spe-
cifikern und Empirikern alten wie neuen Datums die physio-
logische Schule®) nicht fiir eine bestimmte Krankheit immer

*) Vgl. Traube, Verhandlungen der Berliner medizinischen Gesell-
achaft. IV. 2, 85.
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ein bestimmtes Mittel anzuwenden geneigt ist; es ist nicht ans-
geschlossen, sondern gewiss wiinschenswerth, die Schul-Katego-
rien zu therapeufischen Studien in kleinere Unterabtheilungen
zu zerlegen.

Unzweifelhaft giebt es aber doch nicht nur Mittel gegen
Symptome, sondern auch gegen Krankheiten und zwar sehr
sichere, wie Chinin gegen Wechselfieber, Mercur gegen Syphi-
lis, die Linsenextraction gegen den gemeinen grauen Staar.
Ausserordentlich schwierig ist es, die Wirksamkeit eines
Heilmittels nachzuweisen in Krankheiten, wo anch eine spon-
tane Heilung moglich cder hiufig ist.

Die sicherste Methode liefert uns die Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Hat man in einer grossen Reihe von ¢ Fillen einer Art
(z. B. der croupisen Pneumonie, und vielleicht nur aus einem
bestimmten Lebensalter), bei exspectativer Behandlung p mal das
Ereigniss 4, den todtlichen Ansgang, beobachtet; so hat, nach dem
vorigen Kapitel, die wahre Chance w des Ereignisses 4 den
Geltungsbereich oder das Territorium P _ 4 hiﬂ‘;—} + ». Hat

man in einer anderen grossen Reihe von ¢, Fillen derselben
Art bei Anwendung eines bestimmten Heilverfahrens p; mal
den todtlichen Ausgang erlebt; so reicht das Territorium fiir w,

won 21 _ v, bis by .
. Pa

T
Um gleich ein bestimmtes Zahlenbeispiel zu wihlen, sei
(mach Tab. I) :

= 0,10y v

0,02

&

Pr — 0,05; », = 0,01;
, N
das Territorinm » erstreckt sich von 8—129: w, von 4—69%.

Beide Territorien sind giinzlich von einander getrennt, die



=,

obere Grenze des zweiten fiillt unterhalb der unteren Grenze
des ersteren. Man kann mit einer Wahrscheinlichkeit, die noch =
grosser ist als 0,995, d. h. mit Sicherheit schliessen, dass der
eingefiihrte neue Umstand, das angewendete Heilverfahren von
Wirksamkeit und zwar von giinstiger Wirkung war.

Wire in der ersten Reihe irgend ein Heilverfahren an-
gewendet, in der zweifen die Exspectative, so wiirde man mit
Sicherheit schliessen, dass das Heilverfahren schlechter sei als
die Exspectative.

Dieselben Schlussfolgerungen haben Giiltigkeit, wenn in der
ersten Reihe ein Heilverfahren 77, in der zweiten ein anderes
H, angewendet wurde.

Aber in vielen Krankheiten sind unsere Mittel nicht von
50 grossem Hinfluss, um die Chance des todtlichen Ausganges
so bedeutend zu modificiren, dass die Territorien » und
ganz auseinanderfallen. ;

Weit hiufiger erleben wir es, dass die beiden Territorien
interferiren, d. h. die untere Grenze des einen unterhalb der =
oberen Grenze des anderen fillt. '

Auch dann lisst uns die Wahrscheinlichkeitsrechnung
noch nicht in Stich; sie zeigt uns, wie gross in maximo die
Differenz der beiden Beobachtungsresultate

B s 1"_’_1)
e (‘? U

sein darf, damit wir noch mit einer hohen, der Sicherheit sn-
oeniiherten Wahrscheinlichkeit schliessen dirfen, dass die ab-
stracte  Wahrscheinlichkeit (die Chance) des Ereignisses 4 in
beiden Beobachtungsreihen dieselbe war, also der Complex der.
Ursachen von 4 in beiden Reihen constant blieb.

Lehrsatz: Hat man — entweder gleichzeitig oder
nach einander — zwei grosse Statistiken dber das-
selbe Ereigniss (z B. den tédtlichen Ausgang beil
einer bestimmten Krankheit) erhoben; so kann, wenn
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. die wirkliche Chanee des Ereignisses in beiden
Reihen dieselbe war, d. h. die Summe der wirkenden
Ursachen constant blieb, die Differenz zwischen den
beiden beobachteten Frequenzzahlen eine bestimmte
Grenze nicht iiberschreiten, die man mittelst der in
den beiden Statistiken enthaltenen Zahlen berech-
nen kann.

Hat man in einer grossen Reihe von ¢ Beobachtungen
das Ereigniss 4 p mal gefunden; in einer zweiten grossen
Reihe von ¢, Beobachtungen (wo ¢, = ng) 4 p, mal gefunden;
so ist, wenn in beiden Reihen der wahre Werth der Wahr-
scheinlichkeit von 4, nimlich »¥*), derselbe war, d. h. die
Summe der wirkenden Ursachen constant blieb, mit einer
Wahrscheinlichkeit von 09953 der Grenzwerth der Differenz
der beiden beobachteten Verhiiltnisszahlen

£ (2~ Ll ]/.3.3’ g=p) 5p i)
it /) q il

und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,916 der Grenzwerth
der Differenz -
Py <) o 3p (g—p) , 3p—(qupy).
+-(? ‘.?1) =2 ]/ 4 T T

 iiberhaupt ist mit einer der Sicherheit sehr nahe kommenden
Wahrscheinlichkeit der Grenzwerth der Differenz

(g omy 2p 4—p |, 2p, (1—P)
=i ?-j_i ]/ RN T

wo # zwischen 1,2 und 2,0 liegt.
Beweis. Zunichst wollen wir fragen: Wenn in ¢ Be-

obachtungen 4 p mal vorkam, wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit in ¢, Beobachtungen 4 p, mal zu treffen?

. *) Fur Ereignisse von variabler Chance bedeutet w wieder die mitt-
| lere Chance.
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geblieben. Sind % und 22 Mortalitatsziffern derselben Krank-,

71 .
heit bei verschiedener Behandlungsweise, so war die Behand-

lungsmethode ohne Einfluss oder von demselben Einfluss aunf
den todtlichen Ausgang. Wurde in der ersten Reihe die ex-
spectative, in der zweiten eine differente Behandlung angewen-
det, so ist zu schliessen, dass die letztere vor der ersteren den
Vorzng nicht verdient. '

Sind% und 2 Verlustziffern bei der operativen Behand-

71
lung desselben Leidens nach 2 verschiedenen Operationsme-

thoden, so ist es mit Riicksicht auf die Verluste gleichgiiltig,
ob das eine oder das andere Verfahren in Anwendung ge.--
zogen wird.

2) Allemal, wenn A > ¥, hat man mit einer sehr hohen
Wahrscheinlichkeit zn folgern, dass die Chance von . in den
beiden Beobachtungsreihen, mithin die Summe der wirkenden
Ursachen verschieden war. |

Waren die d#usseren Umstiinde der Individuen beider @
Reihen gleich und auch das Heilverfahren gleich (z. B. in bei-
den Reihen exspectativ), so haben wir Grund zu der Annahme,
dass der Krankheitscharakter in beiden Reihen ver- =
schieden war. : ;

Ist eine Verschiedenheit in den Ursachen des Ereignisses
4 von uns selber eingefithrt worden, z. B. durch Variation
der Therapie, so haben wir Grund, die Verinderung
der Chance von 4 der verinderten Therapie zu-3
zuschreiben, falls der Nachweis gefiihrt wird, dass, ab- =
gesehen von der Therapie, die Summe der Ursachen fiirs
A wirklich identisech war; ein Nachweis, der oft genug sehr
schwierig ist, aber nach den Grundsitzen der Experimen- =
tirkunst unerlisslich scheint. Allerdings haben wir hier eine
solide Basis, um auch in der Heilkunde, wie in der Physiks
und in der Chemie, reine und beweisende Experimente |
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iiber die Wirksamkeit*) von verschiedenen Heilverfahren zu
machen; aber nur auf wenigen Gebieten der Medizin ist heute
das zn Grunde zu legende Beobachtungsmaterial gleichzeitig
geniigend ausgedehnt und hinreichend zweifellos, um den Cal-
¢iil mit Erfolg anwenden zu konnen. Ich beschrinke mich
daher auf die Statistik der Staarextraction.

 Die Diagnose des einfachen kernhaltigen Staars ist zweifellos;
die Krankheit ist sehr hiufig; die Beurtheilung, ob die Operation
(Extraction) von Erfolg war oder nicht, ist leicht zu machen.
Bekanntlich hat v. Graefe empfohlen, den Lappenschnitt
durch die periphere Linearextraction zu ersetzen, weil bei der
letzteren, was das wichtigste ist, die Verlustziffer geringer sei,
und dieser Empfehlung sind die meisten Operateure beigetreten,
wihrend Andere, namentlich v. Hasner, die Supemntﬁt der
ilteren Methode B]frlg verfochten.

1) A, v. Graefe™ ) hatte unter 900 Lappenextractionen hei

Anwendung des Druckverbandes 5% Verluste.

g = 900; % = 0,05; p = 45; g—p — 85b

v (nach Tab. I) — 8pla=p) _ 0,02.

7’
w= 005 +0,02 = {g’g;
Derselbe **%) hatte unter 800 Linearextractionen 8,3%
Nichterfolge.

¢ = 300; E‘ = 0,033, py = 10; ¢,—p, = 290
1
v, (nach Tab. I) = 0,029.

0,062
W, = —
, = 0,083 + 0,029 = { 00l
*) Natiirlich ist dies etwas ganz Anderes, als iiber die Wirkung
eines Heilmittels auf den menschlichen Organismus' zu experimentiren,
wozu schon eine geringe Zahl von Versuchen ausreicht.
**) Arch. f. Ophth. XI, 8, p. 8. Note.
***) Ibid. und Dantone, die Extraction des grauen Staars., p. 71,
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*;ﬁ = 0,038; g, = 800; p, = 10,

1

= ]/3‘”‘ E‘;P‘} = 0,017 (circa)
w, = 0033 + 0017 = { g'gfg.

Die Territorien von = und w, interferiren,

A = i(’% —fi) = 0,017,

t

53'3 71

=
2) Bei 900 Lappenextractionen 59,
» 600 Linearextractionen 2,89 /

% = 0,05; ¢ = 900; » = 0,0125,

1 Vierlust.

0 = 0,06 + 0,0125 — {g*gggg :

B 0,028; ¢, — 600,

Gy
v, — 0,0116,
0,0396
w, — 0,028+ 0,0116 — {ﬂ,[}164‘
N ('—E —ffﬂ) — 0,022,
qe - Qg

V= ]/ 3p [?B_P} oL 3 P {fns_Pu} — 0,017,

b4 G

AP
Bei Zugrundelegung der klamemn Wahrscheinlichkeit 0,916
spricht schon die zweite Reihe zu Gunsten der v. Graefe’schen
Methode. '

Die weiteren Anwendungen moge der geneigte Leser
selber machen.
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&~ Wichtige neue medicinische Zeitschrift, —2mg
Seit Januar 1875 erscheint:
Deutsche Zeitschrift fiir praktische Medicin. Unter Mit-

wirkung der bedeutendsten Fachmiinner herausgegeben von
Dr. C. F. Kunze, prakt. Arzt in Halle a/S. Waochentlich
eine Nummer & 1—1'/: Bogen gross 4°. Preis pro Quartal

2 Thlr.

Diese Wochenschrift ist ein so recht fiir den praktischen Arat
passendes und dessen Bediirfnisse deckendes Blath, in welchem ausser
einem ein wichtiges Thema eingehend abhandelnden Originalartikel ans-
fiithrlichere Referate iiber die wichtigsten in letzter Zeit erschienenen
medicinischen Biicher und Abhandlungen und unparteiische kritische
Besprechungen enthalten sind. Auch die Tagesgeschichte wird geniigend
beriicksichtigt werden. Das Alles soll in einer Form geschehen, wie es
dem praktischen Arzte am meisten zusagen diirfte — es sollen minutioge
Auseimandersetzungen vermieden und das praktische Interesse niemals
ausser Augen pgesetzt werden, die Zeitschrift soll dem beschiftigten
Jh]'f.tt: Zeit ersparen und ihn dennoch mit allem Wissenswerthen bekannt
erhalten,

In Nachstehendem fihren wir nur kurz die bisher veroffentlichten
Original-Arbeiten auf, welche zur Geniige von der Reichhaltigkeit und
Brauchbarkeit der ,deutschen Zeitschrift fir praktische Medicin® Zeug-
niss ablegen, ;

: Wodurch wirken Hohencurorte giinstig anf Lungenschwindsucht?
Von Dr. C. ¥. Kunze. — Ueber Transfusion. Von Dr. Jahn. — Ueber
den Unterschied der Varicellen und Variola. Von Dr. C. Kiister. — Zur
Aetiologie des Fleckt;rphuﬂ nach Beobachtungen aus der Berliner Epidemie
von 1873. Von Dr. Zilzer. — Die neneren Untersuchungen iiber Tuber-
culose. Von Dr. Birch-Hirschfeld. — Zur Pathologie und Therapie der
Cataracte. Von Dr. 8. Robinski. — Zur Behandlung der Lungenschwind-
sucht. Von Dr. Lange. — Die Grundwasser — un% Cholerabewegung in
Prag im Jahre 1873. Von Dr, Schiitz. — Ueber Varicella und %ariola.
Von Dr. B. — Zur Behandlung der Lungenentziindung. Von C. Ger-
hardt. — Ueber einen Fall von Sarcom an der Selerocornealgrenze. Von
Dr. J. Hirschberg. — Ueber die Anwendung allgemeiner kalter Bider
beim chirurgischen Fieber. Von Dr. L. Mayer. — Ueber Diiit in Krank-
heiten. Von C. F. Kunze. — Zur Scharlach-Nieren-Erkrankung. Von
Dr. A, Baginsky., — Einige physielogische Momente zur Erklirung der
Einwirkung des Hohenklimas auf Lungenkranke, Von Dr, J. H. Borner.
— Vorlidufiges iiber entziindliche Infectionen in specie Pleuropneumonie
und deren Behandlung mit Carbolsiure. Von C. F. Kunze. — Einige
Worte iiber Hohenklimatologie, Von Dr. Lange. — Allgemeine Notizen
ither schweizerische Lufteurorte und deren Verhiltniss zur Tuberculose
und Schwindsucht, mit specieller Beriicksichtigung des Thales von
]‘1ug§lherg. Von Dr, Chr, Imteld. — Ueber Ernihrung. Von Dr. C. Kiister.
— Ueber Ammoniaemie. Von Prof, 8. Rosenstein, — Die Geschichte
der placenta praevia. Von Dr. L. Miiller, — Ueber déen Nachweis von
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Eiweiss im Harne. Von C. F. Kunze. — Zwei Fiille von syphilitischer
Miliartuberculose. Von Dr, Aufrecht. — Einige Worte ii{;er Hohen-
klimatologie. Von Dr, Schimpft. — Ueber den Missbrauch subeutaner
Morphiuminjectionen. Von Dr, A. Fiedler. — "Die Prognose bei der
Pnenmonie. Von Dr. Schiitz. — Zur Aetiologie und Therapie der Cataract.
Von Dr. J. Hirschberg. — Spitzenkatarrh und Hémoptoe in ihren Be-

zichungen zur Schwindsucht. Von Dr. Goltz. — Zur Transfusionsfrage.
Von Dr. L. Mayer. —

Archiv fiir Anatomie, Physiologie und wissenschaftliche
Medicin. Herausgegeben von Dr. C. B. Reichert und
Dr. E. Du Bois-Reymond, Professoren in Berlin. Fort-
setzung von Joh, Miiller's Archiv. Jahrgang 1874. 50 Bogen
mit ca. 18 Tafeln. Preis 8 Thir.

Erscheint seit 1834 und sind die noch vorhandenen Binde (1834—1865
i, 6 Thlr., 1866—1872 inecl. & 7 Thlr., 1873 & T Thlr. 20 Ser.) soweit der
Vorrath reicht zu ermissigten Preisen durch jede Buchhandlung zu
beziehen.

Ein ausfiihrliches Inhaltsverzeichniss der erschienenen Binde ist
unter der Presse und steht s. Z. auf Verlangen gratis zu Diensten.

Topographisch anatomischer Atlas. Nach Durchschnitten
an gefrornen Cadavern herausgegeben von Dr. med. Wilh.
Braune, ordentl. Prof. an der Universitiit Leipzig. Voll-
stiindig in 33 nach der Natur gezeichneten vorziiglich colorirten
Tafeln Imperial-Folio. Mit 50 Holzschnitten im Texte. Ge-
bunden in '/ Leinwand 36 Thlr. 15 Sgr.

Bekanntlich ist die Methode, Durchschnitte an gefrornen Cadavern
zu machen, zuerst von Eduard Weber (1836) anﬁeigehan und im
grisseren Maasstabe zur Herstellung eines formlichen Atlas der ,,gefror-
nen Anatomie, anch mit Riicksicht auf pathologische Verhaltnisse, zom
ersten Male von N. Pirogoff geiibt worden. Ref. hat iiber die Leistung
des beruhmten russischen Chirurgen in dem Canstatt’schen Jahres-
bericht fir 1853 Bd. 1I, 8. 25—27 eingehend berichtet und zugleich
Bemerkungen daran gekniipft, auf die er gegenwirtig verweisen kanu,
Seitdem haben sich mehrere Anatomen dieser Methode bedient, gednuh ist
das jetzt in der Ausfithrung begriflene Werk von Braune das erste,
welches die Aufgabe vErFoth, en ganzen menschlichen Kérper aunf
diese Weise topographisch zu erliutern. Wir begriissen das Unternehmen
mit doppelter Freude, nicht bloss weil es in den Hinden eines tiichtigen,
wissenschaftlich erprobten Chirargen sich befindet, sondern auch weil es
den grossen Fortschritt darthut, den die deutsche Literatur seit 15 Jahren
gemacht hat. Damals wiire es kaum moglich gewesen, ein so umfang-
reiches typograplisches Werk in Deutschland zu publiciren; weder Ver-
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leger, noch Publikum waren geneigt, die entsprechenden Aufwendungen
zn machen. Was bis jetzt von dem Werke vorliegt, 1st in _](_a_:;ler Beziehung
lehrreich und bef‘rieiige:ld. Die Wahl der Farben ist fiir die Unter-
scheidung der verschiedenen Gewebe und Organe eine hochst gliickliche,
und es liasst sich schon ohne denText an den meisten Tafeln sehr %unau
erkennen, was man an jedem Punkte vor sich hat. Da der Verf., mit
Recht seine Aufgabe ai{ emein gefasst und sich nicht auf das bloss
chirurgisch Wichtige beschrinkt hat, da er ferner Alles in natiirlicher
Grosse und genauer Abzeickmung wiedergiebt, so iibersieht man mit einem
Blicke das gegenseitige Lagerungsverhaltniss der verschiedenen Theile
mit iiberraschender %eutlichkeit-. Der Text erlintert die Tafeln in
prignanter und klarer Weise, hiufig unter Zuhiilfenahme von Holz-
schnitten, wozu vorwiegend pathologische Objecte aus dem Atlas von
Pirogoff gewihlt sind. ir wiinschen dem Unternehmen daher ein
grosses Publikum und wir konnen es um so mehr empfehlen, als wir
tiberzeugt sind, dass Niemand das Werk ohne Belehrung aus der Hand

legen wird. Virchow, Archiv f. pathol. Anat.

Die Lage des Uterus und Foetus am Ende der Schwanger-
schaft. Nach Durchschnitten an gefrornen Cadavern illustrirt
von Dr. med. Wilh. Braune, Prof. an der Universitit
Leipzig. Nach der Natur gezeichnet und lithographirt von
0. Schmiedel. Colorirt von F. A. Hauptvogel. Mit
einem Holzschnitte im Text. Supplement zu des Verfassers
+Topogr.-anat. Atlas”. Zehn Tafeln Imp.-Folio mit 2 Bogen
Text. In solider Mappe. Preis 15 Thlr.

Ein Schreiben des bekannten Anatomen Herrn Prof. Dr. Ridinger
in Miinchen an die Verlagshandlung lautet: Besten Dank fiir die gefallige
Zusendung von Herrn Prof, Braune’s Prachtarbeit iiber Foetus unf Uterus.
Leigzig darf stolz auf diese Arbeit sein!....

Zu einem richtigen Verstindnisse der physiologischen Vorginge
in der Schwangerschaft und der Geburt hilft am meisten eine richtige
Vorstellung der topographisch-anatomischen Verhiltnisse. Es liegt in der
Natur der Sache, ‘ﬁsa den Studirenden zur Orientirung fast ausnahmslos
nur Bilderwerke geboten werden kinnen, da Leichen Schwangerer und
besonders Leichen Gebarender nur hochst selten zur Seetion kommen,
indem es ja Regel ist, keine Frau unentbunden sterben zu lassen, und
sollte dies doch der Fall gewesen sein, die Gestorbene noch zu entbinden,
Auch wiirden die Sectionen besagter Frauen, da durch Oeffnung der
Bauchhohle ganz wesentliche Verinderungen in den topographischen
Anordnungen stattfinden, immer noch kein vollstindiges Bild liefern.

Durch Braune's Methode, die Leichen gefrieren zu lassen und die-
selben dann zu durchsigen, werden Bilder gewonnen, die der Wahrheit
am Nichsten kommen. Im vorliegenden Atlas finden wir die Durch-
schnitte zweier Frauen, von denen die eine gegen Ende der Schwanger-
schaft, die andere, als sie bereits in der zweiten Geburtsperiode sich
befand, sich das Leben genommen hat.
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¥ Die Durchschnitte sind von ausserordentlichem Werthe fiir die
Geburtshiilfe. Die Resultate der mannigfachsten Untersuchungen werden
durch sie hestiihgt_ oder verworfen. In einer Reihe der neuesten Arbeiten
finden wir, und mit Recht, auf diese Tafeln hingewiesen. Fiir den Unter-
richt der Studirenden sowohl als der Hebammen sind die Tafeln geradezu
unentbehrlich.

Der miinnliche und weibliche Kérper im Sagittalschnitt.
Dargestellt durch Dr. Wilh. Braune, Prof. an der Univer-
sitiit Leipzig., DMit 10 Holzschnitten im Texte. Separatal-
druck aus des Verf. ,Topogr.-anatom. Atlas“, Preis 3 Thir.

R 1

Die Oberschenkelvene des Menschen in enatomischer und
klinischer Beziehung. Von Dr. med. Wilh. Braune, ordentl
Professor an der Universitit Leipzig. Mit 6 Tafeln in
Farbendruck. Imperial-Quart. 4'/s Bogen. Cart. Preis
3 Thlr. 10 Sgr.

Zugleich:

Das Venensystem des menschlichen Korpers.
Erste Lieferung.

Als Verf. vor mehreren Jahren beim Demonstriren auf dem Praparir-
saale die Beobachtung machte, dass gewisse Bewegungen der Extremi-
tiaten starke Blutungen aus den aunsgeschnittenen Venen der Inguinal-
und Schlisselbeingegend veranlassten, kam er auf den Gedanken, ob

nicht die Fascien in Verbindung mit den Muskeln und Knochen Saung-

apparate bilden konnten, welehe die Venencivenlation in gleicher Weise
beeinflussten, wie man dies bisher nuor von dem Drucke der bei der
Contraction anschwellenden Muskeln angenommen hatte. Durch ein-
egehende diesbeziigliche Unfersuchungen constatirte auch Verf. Druock-
und Saugapparate an den verschiedensten Stellen des menschlichen Kor-
sers und in Uebereinstimmung damit eine so characteristische Anordnung
er Yenenstimme, dass es ithm spater gelang, schon aus der Beschaffen-
heit und Lage der Venen mit ihren El&ppen das Vorhandensein eines
solchen Cireulationsmechanismus zu erkennen,

In der Vorlage erortert nun Verf. zunichst in klarer, anschaulicher
Weise die Bedingungen, unter denen die Cirenlation in der Ober-
schenkelvene des Menschen den oben erwihnten anatomischen
Verhiltnissen zufolge, in Bezug auf welche Verf. das gesammte Venen-
system des menschlichen Korpers eingehenden Versuchen unterworfen
hat, stattfindet. Die ganze Arbeit zerfallt in zwei Theile, déen anatomi-
schen und den klinischen Theil, von denen der erstere die ﬂu.
anatomisch - physiologischen Bigénschaften der Oberschenkelvene, der

L g N
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letztere die Verwerthung derselben fir die operative Chirurgie, Gynaecologie
und sonstige pathologische Verhiltnisse an der Vene selbst enthiilt, und
zwar unter sachgemasser BEuutﬂ:un% und Auswahl der einschligigen
klinischen Literatur. — Sechs musterhaft au%gefiil1rte+Taf¢1n in Farben-
druck veranschaulichen die wichtigen, von Verf. constatirten anatomischen
Verhaltnisse. ) Prptebaiy i
Diese kurzen Andeutungen werden gentigen, die in wissenschaftlicher,
wie ganz besonders praktischer Bezichung hervorragende Bedeutung
der obigen Arbeit, auf deren Inhalt wir noch zuriickkommen werden, zu
documentiren. Med. Centralzeitung.

Die Venen der menschlichen Hand. Bearbeitet von Wilh.
Braune und Armin Triibiger. Imperial-Quart. 2'/2 Bogen
Text und 4 Tafeln in photogr. Lichtdruck. Cart. Preis
3 Thlr. 10 Sgr.

Lehrbuch der praktischen Medicin. Mit besonderer Riick-
sicht auf Pathologische Anatomie und Histologie von Dr.
C. F. Kunze, prakt. Arzt in Halle a/S. Zweite mehrfach
veriinderte Auflage. 2 Binde. Gross Octav. 1428 Seiten.
Preis geheftet 8 Thlr., gebunden in ganz Leinwand 8 Thir.
20 Sgr.

Indem Vf. sein Lebrbuch Virchow gewidmet, hat er zugleich in
Bezug aunf die Bearbeitung desselben die leitenden Grundsitze priieisirt,
und so finden wir denn auch die pathologische Anatomie und die
Histologie der Krankheiten in ein e}lendster und grindlichster Weise
gewiirdigt, und zwar gestiitzt nicht allein auf Daten und Angaben Anderer,
sondern auch auf eigene anatomische nnd mikroskopische Untersuchungen.
Eine eigenthiimliche und sehr empfehlenswerthe Seite dieses Lehrbuches
ist die zwar spirliche, aber sorgsam ausgewihlte Casuistik, welche in
fast zn prolixer Weise von englischen und franzosischen Autoren, da-
gegen meist ganz und gar nicht von deutschen Autoren beriicksichti
wird. Nicht allein aber haben wir die Pridcision und Genaunigkeit
anzuerkennen, mit welcher die Anatomie, Aetiologie und Symptomatik
einer jeden Krankheit dargestellt werden, sondern ganz besonders heben
wir auch die concise und praktische Weise hervor, mit welcher die
Behandlung bei Vermeidung des Wustes verwirrender Heilmethoden
kurz, bindig und belehrend gegeben wird; die Maasse und Gewichte
sind durchweg nach dem neuen Decimalsysteme angefiihrt. Hinzelheiten
lassen sich schwer aus einem Lehrbuche der praktischen Medicin
wiedergeben, aber ans dem Inhaltsverzeichnisse wird man schon er-
kennen, dass keine irgendwie wichtize und beachtenswerthe Krankheit,
selbst in ihrer Erkennung der neunesten Zeit angehorend, unberiicksichtigt
geblieben ist. Der V£ hat ein praktisches Buch fiir praktische
Aerzte gegeben..,.. 3 ¥ Schmidt's Jahrb.

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, vom Standpunkte des
Praktikers aus fiir praktische Aerzte zu achreiben. Dies ist ithm voll-
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kommen gelongen. Vor allen Dingen hat er verstanden, die rechte Mitte
einzuhalten, ohne in die trockene Oede des Compendinmtones zu ver-
fallen; seine Darstellung ist eine klave, die Krankheitsbilder sind
gedriingt, doch umfassend und scharf poinfirt; tiichtige eigene Erfalnung
neben genauner Kenntniss der Literatur prﬁgt sich in jedem Capitel aus,
Auf die pathologische Histologie ist vom Verf. besondere Riicksicht ge-
nommen und durch die sorgfaltige Bearbeitung derselben erhilt die
Arbeit einen besonderen Vorzug. Am therapeutischen Theile erkennt
man den gewiegten Praktiker und wissenschaftlich tiichtigen Arzt. Die
Beifiigung einzelner wichtiger Krankheitsgeschichten kaon man nur
billigen.  Wir diirfen in dem Werke eine wesentliche Bereicheiung
unserer Literatur begriissen, ein Lehrbuch, welches sich den besten
wiirdig anreiht. Die Ausstaitung ist eine lobenswerthe.

Liter. Centralbl.

Ein gutes Lehrbuch fir specielle Pathologie und Therapie, das
wenigstens in den Hauptbedingungen vollstindig, wenn 2111[51 nicht
erschopfend sei, .und das, dem gegenwirtigen Stande der medicinischen
Wissenschaften entsprechend, anf Grundlage der neuesten Entdeckungen
anf dem Gebiete der Histologie und pathologischen Anatomie, sowie
nach den modernen Anschauungen einer rationellen Therapie gearbeitet
ist, ist ein wahres Bediirfniss fiir Studirende sowohl wie fiir praktische
Aerzte, Von dieser Anschauung ausgehend, diirfen wir gegenwartiges
Buch willkommen heissen, und seinem Verfasser das Bewusstsein lassen,
ein niuitzliches Werk vollbracht zu haben, indem er sich entschloss, ein
vollstindiges Lehrbuch, das den oben angegebenen Bedingungen ent-
spricht, auszuarbeiten. In der That enthalt das Buch eine Fille won
nach eigenen Erfahrungen und Beobachtungen verwerthetem Materiale
wie auch eine sehr zweckmissige Beniitzung der anerkannten Forschungen
unserer medicin, Autorititen auf jedem Gebiete der Medicin und diirfte
dasselbe vollkommen geeignet sein, das einzige in der That ausgezeich-
nete Lehrbuch in diesem Genre, das bekannte Handbuch von F. Niemeyer
bei denjenigen, die wegen des hohen Preises dieses letzteren sich das-
selbe anzuschaffen nichf in der Lage sind, zu ersetzen. Die Ausstattung
des Werkes ist eine lobenswerthe. Allg. W, Med. Ztg.

... Das Buch ist ein in hohem Grade empfehlenswerthes, nnd der

Vertasser, welchen wir als praktischen Arzt um so freudiger Z1 Seinelm
wohlgelungenen Werk begliickwiinschen, mige in der Anerkennung von
Seiten der Berufsgenossen, sowie in der zahlreichen Verbreitung seiner
Werke den verdienten Lohn finden. Das mit einem doppelten Register
verschene Buch ist iiberdies tadellos ausgestattet. :

Qestr. Zeitschrift f. pr. Hlkde.

Anleitung zur klinischen Untersuchung und Diagnose.
Ein Leitfaden fiir angehende Kliniker. Von Dr. med. Richard
Hagen, Privatdocent an der Universitit in Leipzig. Zweite
umgearbeitete, verbesserte und vermehrte Auflage. ILeipzig

o B
e s W .
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des Nervensystems, welche ein bevorzugtes Gebiet Galen’scher
Forschungen gebildet haben, zu sammeln und zu sichten, Er weist
nach, dass die vornehmlich durch emsige Vivisektionen gewonnenen
Kenntnisse Galen’s von dem Bau und den Funktionen des gesunden
Nervensystems vorziiglich zu nennen sind, dass z B. in der grébern
Anatomie des Gehirns Theile desselben beschrieben werden, deren Auf-
findung und Unterscheidung man gemeinhin viel spiteren Autoren zu-
zuschreiben geneigt ist. m das hohe Verdienst Galen’s, den Rang,
welchen seine Lehren in der Heilkunde der Alten einnehmen, zu veran-
schaulichen, schien es nothwendig, auch die beziiglichen Arbeiten der
tibrigen Aerzte jener Epoche zu beleuchten. Zum Schlusse aber ist eine
Darstellung der Entwickelung der Neurologie bis auf die neuere Zeit
beigefiigt. Besonders beriicksichtight sind Eaﬁicetn, Richardus Ang-
licus, Alex. Benedictus u. A., hervorgehoben vor Allem die Refor-
matoren der Zergliederungskunde: Vesal, Fallopia und der die
Abhandlung schliessende Th. Willis, Schmidt's Jahrb.

Die sanitiits-polizeiliche Ueberwachung hsherer und niederer
Schulen und ihre Aufgaben von Dr. Friedrich Falk, prak-

tischer Arzt und Privat-Docent zu Berlin. Zweite vermehrte
Ausgabe. gr. 8. 12 Bogen. Preis 24 Sgr.

Die zahlreich erschienenen, iiberaus ginstigen Recensionen empfehlen
vorstehende verdienstvolle Avbeit allen Aerzten, Lehrern, Schuldirektoren,
Schulvorstehern und Schulinspektoren ete. ete. dringend zur Beriicksich-
tigung.

Handbueh der praktischen Arzmeimittellehre fiir Thier-
iirzte, Von Dr. Carl Heinrich Hertwig, Konigl. Medi-
einalrath und Professor an der Thierarzneischule zu Berlin.
Fiinfte vermehrte und verbesserte Auflage. 38 Bogen. gr.
8. Eleg. geheftet. Preis 4 Thir.

Die neue Auflage dieses als vortrefilich anerkannten Werkes ist
dadurch vervollstindigt und verbessert worden, dass zu der pharmaco-
dynamischen Darstellung der einzelnen Arzneimittel eine kurze phar-
macologische Notiz beigegeben; ferner dass die in der neuern Zeit auch
als Thierheilmittel sich wirksam erwiesenen Arzneisubstanzen, wie z. B.
die Carbolsiure, das Chloral u. s. w. aufgenommen; dann dass die
Wirkungen der subcutanen Injectionen, soweit dieselben von einzelnen
Mitteln bekannt und von thierarztlich praktischer Bedentung erschienen,
mehr als bisher beriicksichtigt und endlich die Arzneigaben ans dem
frither geltenden Unzengewichte in das nunmehr esetzlich als Medicinal-

ewicht eingefiihrte Grammengewicht umgewandelt worden sind., Der:
%[err Verfasser hat somit den Fortschritten in der Wissenschaft wie den.
Bediirfnissen der praktischen Thierheilkunde gleichmiissig Rechnung)
getragen nnd dadurch diesem auch von der Verlagsbuchhandlung bestens:
ansgestatteten Handbuche eine willkommene Aufnahme gesichert.
Wochensechrift fiir Thierheilkunde.
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Grondriss der Akiurgie von Dr. Fr. Ravoth, prakt. Avat,
Operateur und Docent an der Universitit Berlin. Zweite
vermehrte Auflage. Zugleich fiinfte Auflage von Schlemm,
Operationsiibungen am Cadaver. 27 Bog. gr. 8. Elegante
Ausstattung. Geheftet Preis 2 Thlr. 10 Sgr. Gebunden
2 Thir. 20 Sgr.

Als Anhang hierzu erschien:

Darstellung der wichtigsten chirurgischen Instrumente.
Sechszehn Tafeln Abbildungen mit erklirendem Texte von
Dr. Fr. Ravoth, prakt. Arzt, Operateur und Docent an der
Universitit Berlin., Preis cart. 1 Thlr. 6 Sgr.

Ueber die Grenzen des Naturerkenmems. Ein Vortrag in
der zweiten tffentlichen Sitzung der 45. Versammlung deutscher
Naturforscher und Aerzte zu Leipzig am 14, August 1872
gehalten von Emil Du Boeis-Reymond. gr. 8. Eleg. geh.
Dritte Auflage. Preis 12 Sgr.

Die vorliecende Schrift cehort zweifellos zum Bedeuntendsten, was
withrend des &%gelauf'enen J Ehres in Deuntschland dberhaupt zom Druck
befordert worden., Sie zieht die Summe des gegenwiartigen Standes
naturwissenschaftlicher Erkenntniss dem Weltrathsel gegeniiber und
bezeichnet die Grenzen, an welche diese Wissenschaft fiir alle Zeit
‘gebannt sein wird; den Begriff des Atoms, mit dem philosophisch
‘nichts anzufangen sei, obgleich die Naturforschung denselben nicht ent-
‘behren konne, und die Thatsache des Selbstbewunsstseins, welche der
- naturwissenschaftlichen Erklirang unzugiinglich sei und an welehe Retorte,
Microskop und Scalpel sich ohnméchtig erwiesen hatten. Diese Einge-
stindnisse von Seiten eines ifichten Mannes der Wissenschaft, eines
Forschers im strengsten Sinne des Worts, verdienen um so grossere
Beachtung, als die Dilettanten der Naturwissenschaft nicht miide werden,
das grosse Publiknm mit der wohlklingenden Versicherung zu iiber-
8chiitten, dass der Materialismus mit den Problemen langst fertig
geworden sei, welche die Menschheit seit Jahrtausenden beschiftigt
aben, und dass ,in’s Innere der Natur heutzutage jeder forschende
Geist dringen konne. : chles. Zeitung.

Die Aufgabe der Gesundheitspflege in Bezug auf die
atmosphiirische Luft. Von Dr. Eduard Lorent in
Bremen. 45 8. gr. 8. Geh. Preis 12 Sgr.

Die vpr]ingendﬁ* Broschiire giebt einen Ptgllliil'eu Vortrag wieder,
den Verf., im Gewerbe- und Industrieverein zu DBremen im Februar 1873
gehalten hat. Von den constanten Bestandtheilen der atmosphiirischen
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Luft ausgehend bespricht er ihren Wechselverkehr mit der durch Fiiul-
niss- und Zersetzungsprocesse im Boden (z. B. von animalischen Resten
und Kloakenstoffen) verunreinigten Grundluft, gedenkt dann der analogen
Zersetzungen und Emanationen an der BErdoberfliche, z. B. in Sumpf
%ege:lden, und schliesst daran die Verunreinigungen der Luft durch die
eim Betriecbe gewisser Gewerbe sich entwickelnden Gase und Staub.
elemente, Als eine zweite Reihe von ftremdartigen Beimengungen der
Luft kennzeichnete er dann die durch Aufenthalt von Menschen und
Thieren in geschlossenen Riumen sich anhdufenden Produete der Lungen-
und Hauntathmung, die zugleich Trager von Krankheitskeimen sein kénnen,
die Producte der Verbrennung von Heiz- und insbesondere Leucht:
materialien, die Verunreinigung der Zimmerluft durch ausstrimendes
Leuchtgas, und gelangt hierauf zur Verwerthung der Erfahrungen iiber
fehlerhafte Luftbeschaffenheit fiir die Praxis. KEs ist vorzugsweise das
Wohnhaus, das er dabei ins Auge fasst und wofiir er, im Anschlusse an
Pettenkofer, Luftdurchlissigkeit wund Trockenheit der Mauern,
Reinlichkeit der Bewohner bei sich und in der Umgebung, sorgliche
Behandlung der Abfallstoffe, verstindige Beniitzung der Wohnungen ver-
langt. Von den Localititen, welche Verf. in dieser Beziehung eines
Kritik unterwirft, sind zu nennen: das Wohnzimmer, das Arbeits- und
das Schlafzimmer, die Kinderstube, die Kiiche und die Stallung. De
Beschluss macht die Erirterung der Luftbeschaffenheit (und der daraus
resultirenden Forderung kiinstlicher Ventilation) grisserer Versammlungss
locale, insbesondere dgl;.'l* Schulzimmer, wobel \Felrf. auf Bremer Loeal:
verhiltnisse Rucksicht nimmt. Die sachkundige kleine Schrift ist rechg
verstandlich und uberzeugend geschrieben und- verdient in weitere
Kreisen verbreitet zu werden. :
Prager Vierteljahrschrift f. prakt. Heilkunde.

Ueber die Lage und Stellung der Frau wiihrend derx
Geburt bei verschiedenen Vilkern. Eine anthropologische
Studie von Dr. H. H. Ploss in Leipzig. Mit 6 Holzschnitten
3 Bogen. gr. 8. Eleg. geh. Preis 15 Sgr.

Seinem Lehrer, Herrn Geheimrath Prof. Justus Radius, widmes
Verf. zum 50jihrigen Doktor-Jubilinm diese Schrift, deren Inhalt aul
den griindlichsten und umfassendsten Quellenstudien beruhend, iiber dié
Lage und Stellung der Frau wihrenhd der Geburt bei den verschiedenen
Vilkern moglichst klaren Aufschluss giebt, eine Frage, deren Lisung
nicht nur fiir den Geburtshelfer von Fach, sondern fiir jeden
Arzt naeh vielen Richtungen hin das grisste Interessé
bietet. Die Lecture der recht anziehend und lehrreich geschriebenen
Brochure allen Fachgenossen auf’s Angelegentlichste empfehlend, heben
wir hier nur das fu]g ende Resumé derselben hervor:.... -

Die in der Schrift enthaltenen Holzschnitte illustriren in recht ans
schaulicher Weise ,,das Geburtslager der Siamesin®, die ,, Geburt des
Kaiser Titus®, eine ,,Geburtsscene in Rom®, die ,.altigyptische Topfer:
Scheibe®, einen ,,Geburtsstuhl Rosslin®, die ,gebarende .&egi'pterm
die ,,Geburtsstellungen der Perserinnen®. ed, Cen eif






















