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zwischen beiden Grenzlagen gewonnen. Um diesen letzleren Zweck
zu erreichen, muss man sich die Ortsverinderung in eine geniigend
crosse Anzahl sehr kleiner Lageiinderungen des Korpers, genau
genommen in eine unendlich grosse Anzahl unendlich kleiner Ver-
riickungen zerlegt denken.

Es kommt nun ganz auf den besonderen Zweck der Unter-
suchunz an. welchen Punkt des Korpers man fir die kleinen Ver-
rilckungen zu bevorzugen hat.

Will man sich, im Sinne der Kinematik, nur eine
klare Vorstellung von dem Yerlaufe der Bewegung ver-
schaffen, ohne nach deren Ursachen zu fragen, so wird man mit
Vortheil fiir jede einzelne Verriickung den Punkt so auswihlen, dass
die kleine Translation in der Richtung der Rotationsaxe stattfindel.
Dann hat man dadurch die ganze Bewegung des Kirpers in eine
Folge sehr kleiner Schraubenbewegungen zerlegt. Die zu den aul-
einanderfolgenden  Schraubenbewegungen gehdrenden Schrauben-
axen (Momentanaxen) haben im Allgemeinen verschiedene Lage
im Korper, sie laufen aber sehr nahe an einander voriiber und
bilden in ihrer Gesammtheit eine sogenannle Regelfliche, d. h
eine Fliche, welche eine ganze Schaar gerader Linien enthélt. Jede
einzelne der aufeinander folgenden Schraubenaxen des sich bewegen-
den Kirpers wird wihrend der kleinen zu ihr gehtrenden Schrauben-
bewegung momentan mit einer festen Geraden im Raume zusammen-
fallen. Alle diese festen Geraden im Raume bilden in ihrer Gesammi-
heit ebenfalls eine Regelfliche, welche durchaus nicht identisch mit der
ersten ist. Die letztere bleibt wiihrend der Bewegung des Kérpers
im Raume fest, die erstere dagegen veriindert ihre Lage im Raume,
da sie mit dem bewegten Korper fest verbunden ist. In jedem
Moment wird eine Gerade der beweglichen Regellliche mit einer
der festen zusammenfallen, nidmlich die Gerade, welche als momen-
tane Schraubenaxe dient. Man erhilt aul diese Weise den bekannten
Salz, dass wiihrend der Bewegung des Korpers die eine Regelfliche
auf der anderen, im Raume festen, rollt und dabei gleichzeitig ein
Stitck lings der beiden zusammenfallenden Geraden gleitet. Bei
Anwendung der beiden Regelfliichen erhilt infolgedessen der geo-
metrische Verlauf der ganzen Bewegung einen hohen Grad von
Anschaulichkeit.
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und zwar ist derselbe einfach proportional der Grisse der Masse.
Man hat daher in der Grisse der Masse eines Kérpers
direct ein Maass filr den Widerstand, welchen derselbe
dem Bestreben der Krifte, eine Linearbeschleunigung
hervorzurufen, entgegensetzt.

Daraus folgt aber, dass die thatstichlich eintretende Linear-
beschleunigung des Kirpers direct proportional der Grisse der an-
greifenden Kraft und umgekehrt proportional der Grisse der Masse
des Korpers sein muss. Bezeichnet man die Linearbeschleunigung
mit b, die resultirende Kraft mit K und die Gesammimasse des
Kirpers mit M, so besteht demnach bei geeigneter Wahl der Ein-
heiten zwischen diesen drei Grissen die Relation:

K

b= —.

M

II. Rotation.

a. Bei der Rotation kommt im Allgemeinen nur ein Theil der
Kraft zur Geltung. Um denselben zu erhalten, muss man die Kraft
in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine die Richtung
der Rotationsaxe selbst besitzt, wihrend die andere Eénkreuhl; Z
derselben gerichtet ist. Von beiden iibt nur die letztere ein Bestreben
aus, den Korper um die feste Rotationsaxe herumzudrehen. Die
Grisse dieses Bestrebens hingt ab sowohl von der Griisse der wirk-
samen Kraftcomponente, als auch von der Entfernung ihres Angrifls-
punktes von der Rolationsaxe, d. h. ihrem Hebelarm, als endlich
auch von dem Winkel, welchen ihre Richtung mit der Richtung des
Hebelarms bildet. Es gelten nun die Sitze: Das Rolationshestreben
einer Kraft ist um so grosser, je grésser die Componente der Kraft,
welche senkrecht zur Rotationsaxe gerichtet ist, je grisser der Hebel-
arm und je grisser der spitze Winkel, welchen die Richtung der
wirksamen Kraftcomponente mit der Richlung des Hebelarms bildet,
und zwar ist das Rotationsbestreben einfach proportional der Grisse
der Kraficomponente, der Linge des Hebelarms und dem Sinus des
Winkels zwischen Hebelarm und Kraftcomponente. Bezeichnel man
die Griisse der wirksamen Kraftcomponente mit K, die Linge des
Hebelarms mit & und den Winkel zwischen Hebelarm und Kraft-
componente mil e, so ist also das Rolationshestreben der Kraft
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b, Ebenso, wie das Rotationsbestreben einer Kraft nicht allein
von der Grisse derselben, sondern auch von der Lage der Rotations-
axe im Kirper abhiingt, ist nun der Widerstand, welchen die Ge-
sammimasse des Kirpers dem Bestreben der Krifte, eine Winkel-
beschleanigung hervorzubringen, entlgegensetzt, abhingig sowohl von
der Griisse der Gesammtmasse des Korpers, als auch von der Lage
der Rotationsaxe im Kérper. Von vornherein lidsst sich wieder sagen,
dass der Widerstand des Korpers um so grosser ist, je grisser
seine Gesammimasse ist, und zwar ist derselbe einfach proportional
der Grisse der Masse. Um nun auch den Einfluss zu erkennen,
welchen die Lage der Rotationsaxe aof den Widerstand ausiibt,
muss man sich die Masse in eine grosse Anzahl sehr kleiner
Massentheilchen zerlegt denken. Dadurch wird aber der Widerstand
in ebenso viele kleine Bestandtheile zerlegt. Die einzelnen Beitrige
der Massentheilchen zum Gesammtwiderstand sind nun keineswegs
gleich gross, selbst wenn man allen Theilchen gleich grosse Masse
zuschreiben wollle. Es haben zwar alle Massentheilchen hei der
Rotation gleiche Winkelgeschwindigkeit und erhalten daher auch durch
drehende Krifte gleiche Winkelbeschleunigung, die Lineargeschwindig-
keiten und Linearbeschleunigungen aber, welche die einzelien Massen-
theilchen in einem bestimmten Moment in der Richtung der Tangente
ithrer Kreisbahnen besitzen, sind sehr verschieden. Je weiter ein
Massentheilchen von der Rotationsaxe entfernt ist, einen um S0
grisseren Weg muss es wiihrend einer Umdrehung =zariicklegen,
d. h. eine um so grossere Lineargeschwindigkeit muss es in jedem
Moment haben. Bei einer Aenderung der Winkelgeschwindigkeit
erfahren daher die von der Axe weiter entfernten Massentheilchen
eine griissere Aenderung der Lineargeschwindigkeit als die ndher an
der Axe liegenden und iiben daher auch einen grisseren Widerstand
gegen die Drehung aus.  Der Widerstand eines Massentheilchens ist
nun nicht blos einfach proportional mit seiner Entfernung von der
Rotationsaxe, sondern proportional dem Quadrate derselben.

Dies kann man sich auf folgende Weise veranschaulichen.

Betrachten wir zwei isolirte Massentheilchen von gleich grosser
Masse m, von denen das eine die Entfernung 1, das andere die Ent-
fernung » von der Rotationsaxe besitzt. Auf beide soll je eine Kraft
von demselben Rotationsmoment d einwirken. Fir das erste Massen-
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wo u die Dichtigkeit im Punkte x, y, z bedeutet. Fir dieze Grisse
ist von Ever der Name Trigheitsmoment des Kiérpers in
Bezug auf die Rotationsaxe in die Mechanik eingefihrt worden.
»Man hat also in dem Triigheilsmoment eines Korpers in
Bezug auf eine bestimmte Rotationsaxe ein Maass fir den
Widerstand, welchen der Kirper den Bestrebungen von
Kriften entgegensetzt, ihn um diese Rotationsaxe herum-
zudrehen. «

Es lisst sich nun ebenfalls auf zwei Arten eine Anschavung
von der Griisse des Triigheitsmomentes erlangen.

Einmal kann man fragen, welche Masse man in der Enifernung 1
von der Rotationsaxe in einem einzigen Punkte anbringen oder auf
dem Mantel eines geraden Cylinders, dessen Axe die Rotationsaxe
und dessen Radius gleich 1 ist, vertheilen miisste, um denselben
Widerstand gegen die Drehung zu bekommen, welchen die Massen-
theilchen des Korpers bei ihren wirklichen Abstinden von der Axe
zusammen ausiiben. Die Grosse dieser Masse ist im Allgemeinen
von der Gesammimasse des Kirpers verschieden; sie ist direct durch
X mr* ausgedriickt, denn das Trigheitsmoment derselben ist

(im0 i s 2
also dasselbe wie das des Gesammikirpers.

Es ist nun, ihnlich wie beim Rolationsmoment, gebriuchlich,
diese Veranschaulichung des Trigheitsmomentes direct als Defi-
nition desselben gelten zu lassen. Auch das ist nicht correct,
denn Masse und Trigheitsmoment besitzen ja ebenfalls verschiedene
Dimensionen.

Eine zweile, mehr geometrische Art der Veranschaulichung der
Griosse des Trigheilsmomentes ist die, die Entfernung anzugeben, in
welcher die wirkliche Gesammtmasse des Kérpers in einem
Punkte angebracht oder auf dem Mantel eines geraden Cylinders ver-
theilt werden miisste, damit sie denselben Widerstand zegen Rotations-
bestrebungen ausiibt als die Massentheilchen zusammen bei “ibren
Entfernungen von der Axe. Diese Entfernung nennt man den
Trigheitsradius in Bezug auf die Rotationsaxe; seine Grisse
15t durch ]/ =1, gegeben, denn die Gesammlmasse Z'm  besitzt,

=m
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Bewegung eines Korpers bestimmbar sein wird, wenn sowohl von
den bewegenden Kriiften: die Grisse, ihre Lage zum Schwerpunkte
des Korpers und ihre Rolationsmomente in Bezug auf jede beliebige
als auch von dem in Bewegung zu selzenden
Kirper: die Masse, die Lage seines Schwerpunktes und seine Trig-
heitsmomente in Bezug auf alle Axen des Raumes bekannt sind.

Ebenso wichtig und nothwendig wie die Bestimmung der
Grissen der Kriifte und ihrer Rotationsmomente ist daher die Unter-
suchung des in Bewegung zu setzenden Kirpers in Bezug auf sein
Verhallen gegeniiber den angreifenden Kriflen. Dazu ist aber nur
erforderlich die Bestimmung 1) der Masse des Kirpers, 2) der Lage
seines Schwerpunktes und 3) der Trigheitsmomente desselben in
Bezug auf alle Axen des Raumes. Durch diese drei Bestimmungs-
stiicke ist ein Kirper im mechanischen Sinne vollstindig charakterisirt.
Zwel Korper, welche in allen drei iibereinslimmen, gelten fiir die
Mechanik geradezu als liguivalent, migen sie im Uebrigen noch so
grosse  Verschiedenheiten betreffs der Gestalt, der Zusammen-
setzung u. 5. w. aufweisen.

Fiir eine Dynamik des menschlichen Koérpers ist es
daher vor allen Dingen niithig, fiir das Object der Bewegung, d. h.
also fur die einzelnen Abschnitte des menschlichen Korpers, die ge-
nannten drei mechanischen Bestimmungssticke zo ermitteln. Masse
und Schwerpunktslage der Theile des menschlichen Korpers sind
schon bestimmt worden. Die Trigheilsmomente derselben sind da-
gegen, so viel uns bekannt, noch niemals einer Untersuchung unter-
zogen worden.

Wir stellten uns avs diesem Grunde die Aufgabe, zuniichst
wenigstens fiur alle grisseren Abschnilte des menschlichen Kérpers
die Werthe der Trigheitsmomente in Bezug auf alle miglichen Axen
des Raumes zu beslimmen.

Axe des Raumes
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das Gesammitrigheilsmoment in jedem Falle die Summe der Trigheits-
momente der einzelnen Massenpunkie. Bezeichnet man mit T, das
Trigheitsmoment des ganzen Korpers in Bezug auf die Axe A, B,
durch den Schwerpunkt und mit T das Trigheitsmoment in Bezug
aul die Axe AB, so ist also

T, = Zmr
und

= >mo
oder nach der obigen Relation

T==m(r+ e — 2ep) .

Da hierin ¢ eine constante Grosse ist, so kann man den Werth von
T" auch schreiben

T=Xmr+¢e-Xm— 2eZmp.

Hierbei ist = mr® das Trigheilsmoment T, in Bezug aof die Axe
A, B,, = m die Gesammtmasse M des Kirpers und = myp die Summe
simmltlicher Producte der Masse jedes einzelnen Punktes in seinen
Abstand von einer festen durch A B, gehenden Ebene. Da diese
Ebene durch den Schwerpunkt geht, so hat diese Summe bekanntlich
den Werth 0; denn der Schwerpunkt hat ja eben die Eigenschaft,
dass fiir jede durch ihn hindurchgehende Ebene die Massenvertheilung
auf beiden Seilen insofern gleichwerthig ist, als die Summe der
Producte der Masse jedes Punkles in seinen Abstand von der Ebene
fiir beide Seiten derselben gleich ist, ihre algebraische Summe also
den Werth 0 hat. Es ergibt sich in Folge dessen fiir T der Werth:

T: TU —j— Mﬂ‘" 5
Ist #, der Trigheitsradius fiir die Axe durch den Schwerpunkt,
so kann man auch schreiben
Ty = Mx;

und in Folge dessen

T=M(x+¢e).
Setzt man diesen Werth in die obige Formel zur Bestimmung von T
ein, so erhilt man eine Gleichung zur Bestimmung des Trigheils-
radius #, fir die zur Schwingungsaxe parallele Axe durch den
Schwerpunkt, niimlich
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