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Yorwort und Einleitung.

Die vorliegende Schrift gibt den Hauptinhalt einer von mir im
Wintersemester 1911/12 an der Universitit Gittingen gehaltenen Vor-
lesung wieder, deren wesentliche Absicht war: die Grundideen der Rie-
mannschen Funktionentheorie in einer Form zu entwickeln, die allen
modernen Anforderungen an Strenge villig geniige leistet. Eine solche
strenge Darstellung, die namentlich anch bei Begriimdung der fundamen-
talen, in die Funktionentheorie hineinspielenden Begritfe und Sitze der
Analysis situs sich nicht auf anschauliche Plausibilitit beruft, sondern
mengentheoretisch exakte Beweise gibt, liegt bis jetzt nicht vor. Die
wissenschaftliche Arbeit, die hier zu erledigen blieb, mag vielleicht als
Leistung nicht sonderlich hoch bewertet werden. [mmerhin glaube ich
behaupten zu konnen, daBi ich mit Ernst und Gewissenhaftigkeit nach
den einfachsten wund sachgemdfesten Methoden gesucht habe, die zu dem
vorgegebenen Ziele fiihren; und an manchen Stellen habe ich dabei andere
Wege einschlagen miissen als diejenigen, die in der Literatur seit dem
Erscheinen von C. Neumanns klassischem Buche iiber ,Riemanns Theorie
der Abelschen Integrale (1865) traditionell geworden sind. In viel
héherem Malle, als aus den Zitaten hervorgeht, bin ich dabei durch die
in den letzten Jahren erschienenen grundlegenden topologischen Unter-
suchungen Brouwers, deren gedankliche Schirfe und Konzentration man
bewundern muB, gefirdert worden; und im stillen hoffe ich, dafi etwas
von dem Geist, der die Arbeiten dieses Forschers beseelt, anch in diesem
meinem Buche lebendig geworden ist.

Es war frither iiblich und ist, soviel ich sehe, bis jetzt in allen Dar-
stellungen der Theorie der Riemannschen Flichen iiblich geblieben,
die Vorstellung der Kurve, wie sie in unserer sinnlichen Anschauung
gegeben vorzuliegen scheint, ohne begriffliche Fixierung heriiberzunehmen
und von denjenigen Eigenschaften, welche sich uns an dieser Vorstellung
mit einer Art anschaulicher Evidenz aufdriingen (z. B. von dem Satz, daf
eine Kurve zwei Ufer hat) einen naiven Gebrauch zu machen. Die ,an-
schauliche Evidenz“ enthebt uns aber, daran kann heunte kein Zweifel
mehr sein, keineswegs der Notwendigkeit, fiir eben diese Wahrheiten Be-
weise zu erbringen, die letzten Endes auf die Axiome der Arithmetik ge-
stiitzt sind; zum mindesten werden solche Beweise nitig, sobald jene
flieBenden Anschauungen sich (wie es das Verfahren der Mathematik als
exakter Wissenschaft mit sich bringt) zu allgemeinen abstrakten Be-
griffen ausgeweitet haben und in ihnen gleichsam erstarrt sind. Ist es
doch sicher, daBh der mathematische Allgemeinbegriff der ,stetigen Kurve®
vieles deckt, wozu wir Korrespondierendes in unserer Anschanung nicht
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vorfinden. Und eine strenge mengentheoretische Fundierung der fiir die
Riemannsche Funktionentheorie in Frage kommenden topologischen Be-
oriffe und Theoreme ist um so mehr erforderlich, als die ,Punkte®, aus
denen hier die Grundgebilde (die Kurven und }‘]m-herl) heaf?heu, keine
Ranmpunkte im gewnlmhchen Sinne sind, sondern beliebige mathema-
tische Dinge anderer Art (z. B. Fuuktmnﬁelemmte) gein kinnen. — Den
Schwierigkeiten, welche der allgemeine Begriff der Kunrve mit sich bringt,
aber durch Spezialisation aus dem Wege zu gehen, indem man sich auf
steti differentiierbare oder auf analytische Kurven oder gar auf Polygone
beschriinkt, ist ein innerhalb der Analysis situs gewif unzulissiges Ver-
fahren ; slenn diese Disziplin verlangt einen l\urvenbegriﬂ, der sich gegen-
iiber beliebigen umkehrbar eindeutigen stetigen Punkttransformationen
invariant verhilt.

Es kann nicht geleugnet werden: die Entdeckung der sich weit iiber
alle unsere Vorstellungen hmauss]:-mumlden Allgfmemhﬂt solcher Be-
griffe wie Funktion®, ,Kurve®, usw, anf der einen Seite, das Bediirfnis
nach logischer Strenge auf der anderen, so erspnel‘ihdn ja notwendig
sie fiir unsere Wissenschatt waren, haben in der Entwicklung der Mathe-
matik von heute doch auch ungesunde Erscheinungen hervorgerufen.
fin Teil {lf=1_|vn1gf=n mathematischen Produktion, die sich miiht, diesen
Begriffen bis in ihre letzten Feinheiten und — Verzerrungen nachzu-
gohm oder sie in ihren weitesten Umrissen zu erfassen trachtet, hat,
sich im Leeren verfliichtigend oder in Seitengiingen versickernd, den Zu-
sammenhang mit dem lebendigen Strom der Wissenschaft verloren. Auch
die Idee der Riemannschen Fliche erheischt, wenn wir den rigorosen
Forderungen der Moderne in bezug auf Exaktheit gerecht werden wollen,
zu ihrer Darstellung eine Fiille von abstrakten und subtilen Hegnlfen
und Uberlegungen. Aber es gilt nur den Blick ein wenig zn schirfen,
nm zn erkennen, dall hier dieses ganze vielmaschige logische Gespinnst
(in dem sich der Anfiinger vielleicht verheddern “1]‘!“ nicht das ist, wor-
anf es im Grunde ankommt: es ist nur das Netz, mit dem wir die eigent-
liche Idee, die ihrem Wesen nach einfach und groli und gittlich ist, aus
dem rdmog éromog, wie Plato sagt, — gleich einer Perle aus dem Meere
an die Oberfliche unserer Verstandeswelt heraufholen. Den Kern aber,
den dieses Kniipfwerk von feinen und peinlichen Bﬁgnﬁﬁn umhiillt, zu
erfassen, — das, was das Leben, den wahren Gehalt, den inneren Wert der
Theorie auamauht dazu L:mn ein Buch (und l{ann selbst ein Lehrer) nur
diirftige Fingerzeige geben; hier mufi jeder einzelne von nenem fiir sich
nm das Verstindnis ringen.

Man begegnet noch hie und da der Auffassung, als ob die Riemann-
sehe Fliche nichts weiter sei als ein ,Bild“ als ein (man gibt zu: sehr
wertvolles, selir suggestives) Mittel zur Vergegenwiirtigung und Veran-
schaulichung der Vieldeutigkeit von Funktionen. Diese Auffassung ist
von Grund aus verkehrt. Die Riemannsche Fliche ist ein unentbehrlicher
sachlicher Bestandteil der Theorie, sie ist geradezu deren Fundament. Sie
ist auch nicht etwas, was a posteriori mehr oder minder kiinstlich aus
den analytischen Funktionen herausdestilliert wird, sondern muf durch-
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aus als das prius betrachtet werden, als der Mutterboden, auf dem die
Funktionen allererst wachsen und gedeihen konnen. Es ist freilich zu-
zugeben, daf Riemann selbst dies wahre Verhiltnis der Funktionen zur
Riemannschen Fliache durch die Form seiner Darstellung etwas verschleiert
hat — vielleicht nur, weil er seinen Zeitgenossen allzu fremdartige Vor-
stellungen nicht zumuten wollte; dies Verhiltnis auch dadurch verschleiert
hat, dal} er nur von jenen mehrbiattngeu mit einzelnen Windungspunkten
her der Ebene sich ausbreitenden Uberlagerungsfliichen spricht, an welche
man noch hente in erster Linie denkt, wenn von Riemannschen Flichen
die Rede ist, und sich nicht der (erst spater von Klein zu durchsichtiger
Klarheit entw ickelten) allgemeineren V nrstellung bediente, als deren Cha-
rakteristikum man dieses nennen kann: daB in ihr die Bezlelmng zu der
Ebene einer unabhiingigen komplexen Verinderlichen, sowie iiberhaupt die
Beziehung zum dreidimensionalen Punktraum grum]siitzliuh gelistist. Und
doch ist dariiber kein Zweifel moglich, dal erst in der Kleinschen Auf-
fassung die Grundgedanken Riemanns in ihrer natiirlichen Einfachheit,
ihrer lebendigen und durchschlagenden Kraft voll zur Geltung kommen.
Auf dieser Uberzengung basiert die vorliegende Schrift.

I einzelnen gliedert sich ihr Inhaltin folgender Weise. Im [, Kapitel
handelt es sich um dreierlei:

1. eine genaue Auseinandersetzung des Verhiilltnisses der Weierstrall-
schen Begrifte ,analytische Funktion* und ,analytisches Gebilde* zu der
Idee der Riemannschen Fliche (§§ 1—7);

2. eine strenge Fixierung des Begriffes der Fliche iiberhaupt und
insbesondere der Riemannschen Fliche (8§ 4—7);

3. eine exakte Begriindung derjenigen Analysis-situs-Siitze, die zum
Aufbaun der Riemannschen Funktionentheorie unbedingt von Niiten sind
(§§ 8—11). In diesen topologischen Betrachtungen apwlt der fiir die
Uniformisierungstheorie so wichtige Begriff der Uberlagerungsfliche eine
weit groBlere Rolle (und, wie ich glaube, mit Recht), als ihm sonst zu-
gewiesen wird.

Den Gegenstand von Kapitel I1 bildet vor allem das Grundproblem
der Riemannschen Funktionentheorie: zu einer vorgegebenen Riemann-
schen Fliche die zugehorigen Funktionen zu finden, inshesondere fiir den
Fall der geschlossenen Riemannschen Fliche. Die Existenzbeweise werden
hier auf dem von Riemann selbst in Aussicht genommenen Wege mit
Hilfe des sog. Dirichietschen Prinzips erbracht (§§ 12-—15). Die Gang-
barkeit dieses Weges hat bekanntlich Hilbert gezeigt, indem er das
friiher fiir evident gehaltene, aber dann von Weierstrall angefochtene Dirich-
letsche Minimalprinzip durch einen zuverlissigen Beweis stiitzte. Dureh
Beriicksichtigung der an Hilbert ankniipfenden Arbeiten anderer Autoren
und einen bisher unveriffentlichten, vom Verfasser herrithrenden, gegen-
iber Riemann und Hilbert wesentlich vereinfachten Ansatz ist es oe-
lungen, dieser Beweisfiihrung eine so durchsichtige Gestalt zu verleihen,
daf sie auch hinsichtlich ihrer Einfachheit der bisher allein in Lehr-
biichern zur Darstellung gekommenen, von Schwarz und (. Neumann
ersonnenen Methode des alternierenden Verfahirens ebenbiirtig, wenn nicht
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iiberlegen ist. Thre grofie Tragweite bewiihrt sie dadurch, daB sie
ohne Modifikation anf ungeschlossene Riemannsche Flichen iibertragen
werden kann; ein Umstand, welcher vor allem der Uniformisierungs-
theorie zu gute kommt. Die §§ 16—18 bringen dann einen Abrifi der
an die Existenztheoreme sich anschliebenden systematischen Theorie
der Funltionen auf einer geschlossenen Riemannschen Fldche, geben aber
nur so viel von dieser Theorie, als notig ist, um die funktionentheore-
tische Fruchtbarkeit der Riemannschen Grundidee dentlich zu machen
und die beherrschende Rolle aufzuzeigen, welche die der Analysis situs
entstammende Geschlechtszahl im Reiche der Funktionen spielt. Iech habe
dabei, entgegen dem Brauch, an der aus dem Beweis der Existenzsitze
urspriinglich sich ergebenden Normierung der Abelschen Integrale fest-
oehalten, bei der Real- und Imaginiirteil voneinander getrennt werden
miissen, da diese Normierung den Vorteil hat, von jeder Zerschneidung
der Riemannschen Fliche unabhiingig zu sein. Die letzten Abschnitte end-
lich (8§ 19—21) sind der von Klein und Poinecaré in kithnem RiB ent-
worfenen, von Koebe in jiingster Zeit auf ein breites Fundament gestellten
Theorie der Uniformisierung gewidmet. Wir betreten damit den Tempel,
in welchem die Gottheit (wenn ich dieses Bildes mich bedienen darf) aus
der irdischen Haft ihrer Einzelverwirklichungen sich selber zuriickgegeben
wird: in dem Symbol des zweidimensionalen Nicht-Fuklidischen Kristalls
wird das Urbild der Riemannschen Flichen selbst, (soweit dies méglich
ist) rein und befreit von allen Verdunklungen und Zufilligkeiten, erschau-
bar. Es war darum klar, dab die entscheidenden HResultate der Uniformi-
sierungstheorie mit in dieses Buch hineingehorten.

Bei der Herstellnng des Manuskripts ist mir eine fiir das hiesige
mathematische Lesezimmer von Herrn Frankfurther angefertigte Ausar-
beitung meiner Vorlesung von groflem Nutzen gewesen; fiir seine sorg-
filtige und Iungf‘-boncle Arbeit mochte ich auch an dieser Stelle Herrn
Frankfurther meinen aufrichtigsten Dank 'mssprechen Jene Vorlesung
enthielt anfler dem hier Reproduzierten noch einen Abrifi der Theorie
der elliptischen Funktionen, verbreitete sich mit groBierer Vollstindigkeit
iiber die algebraischen Funktionen und brachte die Riemann-W eierstrafi-
sche Liosung des Jacobischen Umkehrproblems mit Hilfe der #-Reihen.
Diese Dinge habe ich jetzt, da ihnen fiir die Idee der Riemannschen Fliche
kaum eine grundsitzliche Wichtigkeit zukommt, bei Seite gelassen. Nicht
oanz leichten Herzens habe ich ferner darauf verzichtet, von dem Riemann-
schen funktionentheoretischen Standpunkt aus die Briicke zu der kurven-
theoretischen Auffassung von Clebseh, Brill und Noether hiniiber
zu schlagen; aber es ist, namentlich {lurn::h die Zitate, dafiir gesorgt, dem
Leser nach wrsduﬂdmpn Richtungen hin den Zugang zu derjenigen Lite-
ratur zu Offnen, in welcher er hieriiber und iiber manche andere Weiter-
bildungen der Riemannschen Theorie Auskunft findet. Die Zitate ent-
halten zugleich, freilich unvollstindig und in schwachen Umrissen, eine
(Geschichte der leitenden Ideen, welche diesen wichtigsten Teil der Funk-
tionentheorie beherrschen.

Man wird vielleicht finden, dali ich mit der Neuprdagung von Worten
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allzu verschwenderisch umgegangen bin. Gegen den Grundsatz indes,
daB an einer bereits eingebiirgerten Terminologie nicht geriittelt werden
darf, glanbe ich nirgends verstofien zu haben. Dariiber hinaus aber meine
ich, hat Jeder Autor das Recht nicht nur, sondern die Pflicht — wenn
anders sein Buch iiberhaupt inneren Gﬂhalt genug besitzt, um als Ganzes
etwas zu bedeuten — dem darzubietenden Stoff die mgeuhenhmmte For-
mung, den passenden und adiquaten Aunsdruck zu geben. Mag daraus
vielleicht auch fiir denjenigen, der sich rasch iiber den Inhalt einzelner
Abschnitte orientieren oder ihn mit dem Gedankengang anderer Werke
vergleichen will, einige Unbequemlichkeit resultieren. I]mluwh daB die
‘Begriffsnamen an der Stelle ihrer Einfiihrung durch fetten Druck hervor-
gehoben sind, und durch ein auf den letzten Seiten des Buches befind-
liches emgehendes Sachregister wird jedoch, wie ich hoffe, auch fiir Uber-
sichtlichkeit hinreichend Sorge getragen sein.

An sachlichen Vorkenntnissen brauche ich nicht viel vorauszusetzen;
gewil nicht mehr, als z. B. der erste Band des bekannten Osgoodschen
Lehrbuches der Funktionentheorie (2. Aufl,, Leipzig bei B. (. Teubner,
1912) enthiilt; ich nehme an, dafi dem Leser die einfachsten BEH]]IEIL
mehrbliittriger Riemannscher Flichen und die Symbolik der Gruppen-
theorie geliufig sind. Wohl aber erfordert die Lektiire, wie ich glaube,
ein nicht unerhebliches Mali abstrakt-mathematischer “':Lhulung man mulf
sich darauf verstehen, iiber den scheinbar komplizierten Begriftshildungen
und Gedanhengqngen niemals die innerlich einfachen Grundgedanken, um
die das Ganze zentriert ist, aus dem Auge zu verlieren.

Die wichtigsten dieser Grundgedanken, soweit sie nicht unmittelbar
den ﬁchﬁpfungen Riemanns entstammen, rithren von dem Manne her, dem
ich dies Buch in aufrichtiger und inniger Verehrung habe widmen durf‘e
Herr Geheimrat Klein hat es sich, trotz Uberlastung mit anderen K
beiten und trotz seines augegrﬂﬁ'nell (zesundheitszustandes, nicht nehmen
lassen, den ganzen Stoff mit mir in Ofteren miindlichen Unterhaltungen
durchzuspreahen fiir seine Bemerkungen, die mich an mehreren Stellen
veranlaBt haben, meine urspriingliche Darstellung durch eine richtigere
und sachgﬁmaﬁere zu ersetzen, bin ich ihm zu groftem Danke verpHlichtet.
Fiir Verbessernngsvorschliige manmgfaf-her Art und Mithilfe bei der Kor-
rektur habe ich ferner meinen Freunden, den Herren Koebe, GroB, Bieber-
bach und Weitzenbick herzlichst zn danken. Wie viel von dem, was ich
im folgenden etwa an Neuem zu bieten habe, auf frithere Gesprlir:hv mit
Koebe zuriickgeht, vermag ich heute nicht mehr zu bestimmen. Von
Herrn Dr. GroB (der mir mit unsiiglicher Sorgfalt beim Korrekturlesen
behilflich war) ist iiberhaupt erst die Anregung dazu ausgegangen, dall
ich meine Vorlesung iiber Riemannsche Funktionentheorie vom Winter-
Semester 1911/12, an der er als einer meiner Hirer teilnahm, fiir den
Druck bearbeitete. Mein Dank gilt endlich dem Verlage von B. G. Teubner
fiir die wohlbekannte Sorgfalt, die er dem so zustande gekommenen Buche
in Satz und Ausstattung hat zuteil werden lassen.

Gittingen, April 1913. Hermann Weyl.
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Erstes Kapitel.
Begriff und Topologie der Riemannschen Flichen.

§ 1. Weierstrall’ Begriff der analytischen Funktion.

Ist z eine komplexe Variable und @ eine feste komplexe Zahl, so
bezeichnet man nach Weierstraf als ein Funktionselement mit dem
Mittelpunkt a eine jede nach ganzen positiven Potenzen von 2z — a
fortschreitende Reihe
(1) PB(z—a)=A, + A,(z— a) + 4,(z —a)* + - - -,
welche nicht nur fiir z = a konvergiert. Im iibrigen kinnen die Koef-
fizienten 4,, 4,, 4,, ... beliebige komplexe Zahlen sein. Der Konvergenz-
bereich einer solchen Potenzreihe besteht entweder aus der ganzen kom-
plexen z-Ebene oder aus dem Innern eines bestimmten Kreises z —a
< r[r> 0], des ,,Konvergenzkreises, und einem Teil') der auf der
Peripherie 2z —a = r dieses Kreises gelegenen Punkte.

Im Innern ihres Konvergenzkreises (worunter gegebenenfalls auch die
ganze Ebene als Kreis vom Radius = o verstanden werden soll) stellt
ein solches Funktionselement im Cauchyschen Sinne eine regulire analy-
tische Funktion vor. Umgekehrt ist aus den Elementen der Funktionen-
theorie bekannt, daff sich eine eindentige regulir-analytische Funktion in
der Umgebung |z — a < r einer Stelle a in eine in dieser Umgebung
konvergente Potenzreihe (1) entwickeln laBt, falls die Umgebung ganz
dem Regularitiitsgebiete der analytischen Funktion angehirt. Es gelangt
dann allerdings durch die Potenzreihe nur ein kreisformiges Stiick des
ganzen Funktionsfeldes zur Darstellung.

Geht man von der Potenzreihe aus, so mull das Bestreben darauf
gerichtet sein, die Definition der analytischen Funktion, welche zunichst
nur innerhalb des Konvergenzkreises durch die Potenzreihe (1) gegeben
ist, in der Weise iiber weitere Gebiete der z-Ebene auszndehnen, daB sie
bei dieser Ausdehnung ihres analytischen Charakters nicht verlustig geht.
Das Mittel dazu ist das WeierstraBsche Prinzip der analytischen Fort-

1) Das Wort ,Teil* (einer Menge) ist hier so zu verstehen, daB sowohl
die ganze Menge als auch die (kein Element enthaltende) ,leere Menge* mit
unter diesen Begriff fillt.

Weyl: Die Idee der Riemannschen Fliche 1



2 Begriff und Topologie der Riemannschen Flichen.

setzung.!) KEs zeigt sich, daB der Plan, ein moglichst weites Gehiet der
z-Ebene fiir die zu definierende analytische Funktion zu erobern, nur auf
eine einzige Weise ausfithrbar ist. Die Eindeutigkeit der Funktion geht
aber bei dem Prozefl der analytischen Fortsetzung im allgemeinen ver-
loren. Darin darf man nicht etwa einen Mangel erblicken, sondern es ist
ein grofler Vorzug, dali auf diese Weise auch die mehrdeutigen analy-
tischen Funktionen einer exakten Behandlung fihig werden.

Ist b ein Wert von 2, der dem Innern des Konvergenzkreises 2z —a <r
angehort, so entsteht durch Umordnen der Reihe (1) nach Potenzen von
2z — b, wie man weill, eine neue Potenzreihe

(2) Qz—b =B, +Be—b+B(e—bPF+---,

die zum mindesten in dem Kreise |z — b <<» — b — a| konvergiert; ihr
Konvergenzkreis kann aber sehr wohl einen grifieren Radiusalsr — b —a/|
haben. Da auf jeden Fall (1) und (2) in dem ihren beiden Konvergenz-
kreisen gemeinsamen Gebiet ihren Werten nach iibereinstimmen, liefert
uns dann (2) eine Ausdehnung der Definition unserer analytischen Funk-
tion iiber den urspriinglichen Bereich hinans. Wir wollen sagen, daB
(2) eine unmittelbare analytische Fortsetzung von (1) ist. Der all-
gemeine Prozell der (mittelbaren) analytischen Fortsetzung besteht
darin, dafl der der unmittelbaren analytischen Fortsetzung nicht blofi ein-
mal, sondern eine beliebige endliche Zahl von Malen hintereinander an-
cewendet wird — in analoger Weise etwa, wie in der projektiven Geo-
metrie die allgemeine projektive Abbildung als Hintereinanderansfithrung
einer beliebigen Anzahl unmittelbarer projektiver, d. i. perspektiver Ab-
bildungen erklirt werden kann.

Die analytische Fortsetzung kann liings einer gegebenen Kurve
¢ vorgenommen werden. Das soll folgendes heifien. Es mige eine von
dem Punkte z = a auslaufende Kurve gegeben sein, d. h. es sei jedem
reellen Wert 4 im Intervall 0 << 1 < 1 ein Punkt 2z, der komplexen z-Ebene
in stetiger Weise zugeordnet, 1 = 0 insbesondere der Punkt z, = a, 1 =1
ein gewisser Punkt £, = ¢. Ferner sei jedemm Wert des Parameters 1 anch
noch ein Funktionselement 3, mit dem Mittelpunkt z, zugeordnet; L3,
sei das gegebene Funktionselement (1), und es sei auflerdem diese Be-
dingung erfiillt: Ist 4, irgend ein i-Wert, ¢ ein beliebiger ganz im Innern
des Konvergenzkreises von 3;, liegender Teilbogen von ¢ (definiert durch
eine Ungleichung von der Form 4 — 4,| < &; & eine positive Konstante),

1} Vgl. die in den Mathematischen Werken von Weierstrab, Bd. 1 (1894)
zuerst verGffentlichte, im Jahre 1842 verfaBte Abhandlung tiber die ,Definition
analytischer Funktionen einer Verinderlichen vermittelst algeliraischer Differential-
gleichungen*, namentlich 8. 85—84; ferner die ersten Seiten in Riemanns ,,Theorie
der Abelschen Funktionen* (1857) | Werke, 2. Aufl., S. 85—89]. Encyklopidie 11
B 1 (Artikel von Osgood), Nr. 13.
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so entstehen die Funktionselemente ,, welche den dieser Ungleichung
geniigenden A-Werten zugehiren, alle durch unmittelbare analytische
Fortsetzung aus ;. Dann sagen wir, es sei gelungen, das vorgegebene
Element (1) lings ¢ analytisch fortzusetzen, und nennen %}, dasjenige
Funktionselement mit dem Mittelpunkt ¢, welches durch analytische Fort-
setzung lings ¢ aus (1) entsteht. Ks geht alsdann umgekehrt durch
analytische Fortsetzung lings der riickwirts durchlaufenen Kurve ¢ aus
B, das Element P, hervor.

Die analytiscle Fortsetzung liangs einer vorgegebenen Kurve cist, wenn
wberhaupt, nur auf eine Weise miglich. Hitte man nimlich zwei ver-
schiedene analytische Fortsetzungen

g"Bi’- ’ T':l ?

so sei A, die untere Grenze aller derjenigen i-Werte, fiir welche die zu-
gehirigen Potenzreihen ;, I nicht iibereinstimmen. ;,, Bi, miogen beide
in dem Kreise z—z;, <r, konvergieren. Man kann dann durch eine Unglei-
chung der Form 4 — 1, < ¢ einen Bogen ¢, auf ¢ abgrenzen, der ganz in
dem um z;, mit dem Radius ] 7, beschriebenen Kreise liegt. Die zu den
Punkten dieses Bogens gehirigen P, ] entstehen durch unmittelbare
analytische Fortsetzung aus P, Bi,, und da unter den jener Ungleichung
geniigenden i-Werten sich solche finden, fiir die 3 & ¥ ist, mufl auch
B, == Pi, sein. Daher kann 4, nicht =0 sein. Ist dann A, ein Wert
> 0 und > 1, — & aber < 1, so entstehen ;,, Pj, durch unmittelbare
analytische Fortsetzung aus ;, = P3,. Das ist ein Widerspruch. Damit
ist inshesondere gezeigt, dali das endstiindige Element 3, durch das Aus-
gangselement und die Fortsetzungskurve eindeutig bestimmt ist,

Wir haben uns ferner zu iiberlegen, dali man durch endlichmalige
Anwendung unmittelbarer analytischer Fortsetzung — wobei die auftreten-
den Elementmittelpunkte aufeinanderfolgende Punkte der Kurve ¢ sind —
von dem Anfangselement zum Endelement gelangen kann. In der Tat:
hat eines der Funktionselemente 3, den Konvergenzradius » = o0, so trifit
das auch fiir alle andern, insbesondere fiir das Ausgangselement, zu, und
das Fndelement entsteht bereits durch einmalige Anwendung der unmittel-
baren amalytischen Fortsetzung aus ihm. Andernfalls gehort zu jedem A
ein endlicher Konvergenzradius r; von 5,. Ist 1, irgendein Wert des
Parameters 4, so behaupte ich, wird

| —m S5 — 2y,
sein, solange sich 1 hinreichend wenig von 4, unterscheidet, und daraus
folgt, daB r, stetig von A4 (0<i<1) abhiingt. Ist niimlich 1, (> 4,)
ein solcher A- Wert, dall der ganze Kurvenbogen z; (4, <4 =< 4,) im Innern
des um 2;, mit dem Radius }r;, beschriebenen Kreises liegt, so entsteht
B;, aus PB;, durch unmittelbare analytische Fortsetzung, und es ist also

Yio % Yo, = | Zip — &) !

1*
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Da der ganze Bogen z, (4, < 1 < J,) aber auch in dem Konvergenzkreis
von *P;, enthalten ist, gilt auch umgekehrt

. | - [
riy = Tig — | 81y — 251,

Aus der somit erwiesenen Stetigkeit folgt, dab », ein positives Minimum
7" besitzt. Wihlen wir nun die Werte 0 =4, < i, <L, <...< i, =1
g0, daB |2, — z;, | < bleibt fir A, <14, ,[h=01,...n—1], 80
entsteht in der Reihe ;5 Biy, ... B, jedes Funktionselement aus dem
vorhergehenden durch unmittelbare analytische Fortsetzung.

Ist die Fortsetzung des Anfangselementes lings ¢ unmdglich, so gibt
es auf der Kurve einen bestimmten Punkt, den ,kritischen Punkt,
an dem das Verfahren notwendig seine Grenze findet. Genauer formuliert:
es gibt eine Schwelle 1 = 4, von der folgenden Art. Ist i, < 4,, so
laBt sich der Prozell der amnalytischen Fortsetzung lings der Teilkurve
2=z, (041 <1,) ausfithren, dies hort aber von 1, = 4, ab auf. Dabei
kann natiirlich auch 4, = 1, d. h. erst der Endpunkt von ¢ der kritische
Punkt sein; dagegen ist stets 4, > O.

Noch ein Satz iiber analytische Fortsetzung ist von Wichtigkeit.
Hat man zwei Kurven

g=2(2), #=2/(),

die von demselben Punkt a | = 2,(0) = 2,(0) | zu demselben Endpunkt
¢ fithren und dabei immer in hinreichender Nihe voneinander bleiben, so
liBt sich die analytische Fortsetzung, falls sie sich lings der ersten Kurve
vollziehen liBt, anch lings der zweiten ansfithren und liefert das gleiche
Endelement. Die Bedingung, dafi die Kurven in hinreichender Nihe von-
einander bleiben sollen, besagt: es gibt eine positive Zahl o derart, dab,
wenn fiir alle 2 die Ungleichung 2,(1) — 2, (4) | < 0 erfiillt ist, die Be-
hauptung unseres Satzes zutrifft. Der Beweis ergibt sich ohne weiteres
daraus, dafl man das endstiindige Element durch endlichmalige Anwen-
dung des Prozesses der unmittelbaren analytischen Fortsetzung aus dem
Anfangselement gewinnen kann.

Nunmehr sind wir imstande, die allgemeine WeierstraBsche Defi-
nition der analytischen Funktion so auszusprechen: Fine analytische
Funktion ist die Gesamtheit & aller derjenigen Funktionselemente, die
aus emem gegebenen Funktionselement durch analytische Fortsetzung ent-
stehen kinnen.

Jedes Funktionselement von G liBt sich aus jedem solchen durch
analytische Fortsetzung gewinnen.

Zwei analytische Funktionen G, G,. von denen sich nachweisen
liBt, dafl sie ein einziges Funktionselement gemein haben, sind iiberhaupt
identisch, d. h. jedes Element von G, ist auch in G, enthalten und um-
gekehrt.
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§ 2. Begriff des aualj-t-isrli-(m Gebildes.

Ist
P(z—a)=A,+ 4, (z —a)+ A, (z —a) +...
ein zu G gehoriges Funktionselement, so heibit die Zahl 4, ein Wert
der analytischen Funktion G im Punkte z = a.

GewiB hat diese WeierstraBsche Auffassung der mehrdeutigen ana-
lytischen Funktion als einer Gesamiheit von Funlktionselementen anf den
ersten Blick etwas Kiinstliches. Wenn man von 'z oder lg z spricht,
stellt man sich dabei kaum die Gesamtheit derjenigen Potenzreihen vor,
welche Stiicke dieser mehrdeutigen Funktionen darzustellen vermogen.
Trotzdem aber bewihrt sich die Weierstrafische Definition, der man Ein-
fachheit und Prizision nicht absprechen kann, als fester Ausgangspunikt
fiir die analytische Funktionentheorie. Durch allméhliche Verarbeitung
der Weierstrafischen werden wir in der Folge zu der Riemannschen Auf-
fassung gelangen, in der die unabhiingige Variable z ebenso wie die bis-
her durch eine Gesamtheit G von Funktionselementen repriisentierte ab-
hingige Variable u als eindeutige analytische Funktionen eines Parameters
erscheinen, eines Parameters freilich, der im allgemeinen nicht in einer
komplexen Ebene, sondern auf einer gewissen zweidimensionalen Mannig-
faltigkeit, der sogenannten Riemannschen Fliche, variiert.

Zunichst aber haben wir den Begriff der analytischen Funktion mit
Weierstrall zu dem des analytischen Gebildes zu erweitern.

§ 2. Begrifl des analytischen Gebildes.

Aus einer analytischen Funktion entsteht das analytische Gebilde
dadurch, dafi man die Funktion nicht wie bisher bloh an denjenigen
Stellen betrachtet, wo sieh dieselbe reguliir verhiilt, sondern die Stellen
hinzonimmt, in denen sie einen Verzweigungspunkt endlich hoher Ord-
nung oder einen Pol (oder beides zugleich) besitzt. Die strenge Formulierung
des Begriffes des analytischen Gebildes erhalten wir, wenn wir den bis-
herigen Begriff des Funktionselementes in gehiriger Weise erweitern?).

Das Funktionselement (1) : u = (¢ — a) kinnen wir mit Hilfe eines
komplexen Parameters ¢ so darstellen:

s=a+t, u=P{)=d,+ A, t + A, + --.
Indem wir hierin die bevorzugte Rolle, welche z spielt, aufgeben und
aullerdem auch endlich viele negative Potenzen von { zulassen, kommen
wir zu der allgemeineren Erklirung:

Es seien

z=P(t), u= Q1)

irgend zwei Reihen, die nach ganzzahligen Potenzen von ¢ fortschreiten

1) Siehe WeierstraB, Vorlesungen iiber die Theorie der Abelschen Transzen-
denten (bearbeitet von G. Hettner und I. Knoblauch), Werke, Bd. 4, S. 16—19.
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und nur endlichviele negative Potenzen von ¢ enthalten, von der Art,
daB in einer gewissen Umgebung (¢ < (r eine positive Konstante)
des Nullpunktes der #-Ebene 1) beide Reihen konvergieren und 2) nie-
mals fiir zwei verschiedene {-Werte dieser Umgebung sich das gleiche
Wertepaar (z, ) ergibt: so sagen wir, dieses Paar von Potenzreihen
definiere ein Funktionselement.

Unsere Meinung geht nicht dahin, daB wir unter ,Funktionselement*
direkt das Potenzreihenpaar P(f#), @(f) verstehen; vielmehr fassen wir
diese beiden Reihen nur als eine Darstellung des gemeinten Funktions-
elementes auf, das neben dieser noch unendlich viele gleichberechtigte
Darstellungen gestattet. Hinsichtlich des Ubergangs von einer solchen
Darstellong zu einer andern treffen wir folgende naheliegenden Verab-
redungen.

Ersetzt man sowohl in P(f) als in @(¢) den Parameter ¢ durch eine
Potenzreihe

tr) =t + i+ .-,

so gehe P(t) in die Potenzreihe TT(r), Q(f) in K(z) iiber. Wir setzen
voraus, dab #(r) in einer gewissen Umgebung von r =0 konvergent und
der erste Koeffizient ¢, == 0 ist; dann konnen wir um = = 0 mit Hilfe
einer gewissen positiven Konstanten g eine solche Umgebung z <o ab-
grenzen, dafl {(7) in ihr 1) konvergiert und dem absoluten Betrage nach
<7 bleibt und 2) an zwei verschiedenen Stellen = stets zwei verschiedene
Werte annimmt. In dieser Umgebung ¢ < ¢ konvergieren dann auch
IT und K und an zwei verschiedenen Stellen 7, 7, dieser Umgebung ist
niemals gleichzeitig TT(z,) = TT(z,), K(z,) = K(z;). Das Paar TT, K nennen
wir dem urspriinglichen P, @ iiquivalent, und zwar wie auch die Ko-
effizienten ¢, c,, ... der substituierten Reihe {(z) beschaffen sein mogen,
wenn nur Konvergenz statthat und e, 5= 0 ist. Diese letztere Voraus-
setzung hat zur Folge, dah umgekehrt P(f), @(f) dadurch aus TT(z), K(z)
erhalten werden konnen, daB man fiir r eine gewisse Potenzreihe in ¢
einsetzt:

1 L
=t bt e = == 0)

Das Verhiiltnis der Aquivalenz ist also ein wechselseitiges. AuBerdem ist
offenbar jedes Potenzreihenpaar sich selbst dquivalent, und wenn zwei
Potenzreihenpaare einem dritfen dquivalent sind, sind sie auch unter-
einander dquivalent. Diese Tatsachen berechtigen dazu, dquivalente Po-
tenzreihenpaare als Darstellungen desselben, nicht-iquivalente als Dar-
stellungen verschiedener Funktionselemente aufzufassen. Oder anders
ansgedriickt: Zwei Paare von Potensreilien, welche je ein Funktionselement
definieren, definieren dann und nur dann dasselbe Funktionselement, wenn
sie dquivalent sind.
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Wir stiitzen uns hier auf eine Erklirungsweise, deren man sich auch
sonst vielfach in der Mathematik bedienen mufl und die ihre psychologischen
Wurzeln in der Fihigkeit unseres Geistes zur Abstraktion hat. Diese Art
von Definitionen beruht auf dem folgenden allgemeinen Prinzip: Istzwischen
Dingen irgend eines Operationsbereiches eine Beziehung ~ erklirt vom
Charalter der Aquivalenz [d. h. eine Beziehung, die den Regeln geniigt:

l. a~a; 2. aus a~b folgt b ~ a;
3. aus a~e¢, b~ folgt a ~ b],

g0 ist es mioglich, jedes der Objekte a jenes urspriinglichen Operations-
bereiches als Reprdsentant eines Dinges « derart aufzufassen, dall zwei
Objekte a, b dann und nur dann als Repriisentanten desselben Dinges e
erscheinen, falls sie im Sinne der Beziehung ~ einander dquivalent sind.
Dieses Prinzip wird namentlich dann immer anzuwenden sein, wenn uns
an den Objekten a, b, .. nur diejenigen Eigenschaften interessieren, welche
gegeniiber der Beziehung ~ invariant sind. Seine Anwendung hat den
Erfolg, dafl eine schwerfillige Ausdrucksweise durch eine kiirzere ersetzt
wird, die dem herrschenden Interessestandpunkt der Untersuchung da-
dureh Rechnung trigt, dall sie von selbst alles im Sinne dieses Standpunktes
Unicesentliche an den untersuchten Objekten abstreiff. Ich erwihne hier
zwei Beispiele einer derartigen , Definifion durch Abstraktion.

1. Von zwei parallelen Geraden sagt man, sie haben dieselbe Richfung,
von zwei nicht-parallelen, sie haben verschiedene Richtung. Die urspriing-
lichen Objekte (a) sind die Geraden, die Beziehung vom Charakter der
Aquivalenz ist die Parallelitiit; verlangt wird, jeder Geraden ein Etwas,
seine , Richtung®, so zuzuordnen, dall der Parallelitit der Geraden die
ldentitit der zugeordneten ,Richtungen® entspricht.

2. Eine ,Bewegung* (eines Punktes) ist gegeben, wenn die Lage des
beweglichen Punktes p in jedem Moment 4 eines gewissen Zeitintervalls
Ay < L < 1, gegeben ist: p = p(4). Hat man zwei solche Bewegungen
p=p(l), g = q(u), so sagt man dann und nur dann, diese Bewegungen
durchlaufen denselben , Weg®, falls A, der Zeitparameter der ersten Be-
wegung, sich derart als stetige monoton wachsende Funktion des Zeit-
parameters u der zweiten Bewegung ansetzen lifit: 1 = A(u), daB dadoreh
die erste Bewegung in die zweite iibergeht: p(1(uw)) = q(r). Hier ist es
der Begritl' des ,,Weges®, der auf diese Weise definiert werden soll’).

Von dieser Abschweifung kehren wir zu unserm erweiterten Begriff
des Funktionselementes zuriick. Unter allen iiquivalenten Darstellungen

1) Dieser Begriff meint etwas Anderes als die Punktmenge, welche aus allen
withrend der Bewegung passierten Punkten besteht. Es handelt sich hier um den
gleichen Unterschied wie zwischen dem von einem FuBgiinger zuriickgelegten Wege
(der, solange der FuBgiinger marschiert, in statu nascendi ist) und dem (seit
langem existierenden) Wege, awf dem er marschiert.
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eines und desselben Funktionselementes werden wir versuchen, eine be-
stimmte, moglichst einfache als ,, Normaldarstellung* herauszuheben. Dabei
unterscheiden wir mehrere Fille. Enthilt P(f) keine negativen Potenzen

von {:
z2=P{t)=a+ at + a.t*+---

und ist a, 4 0, so kiénnen wir z — @ = t als neuen darstellenden Para-
meter einfithren und bekommen
(3) z=a+r1, u=K(r)
als neue Darstellung desselben Funktionselements. Enthilt auch @(f)
keine negativen Potenzen, so gilt das Gleiche von K, und wir haben ein
solehes Funktionselement vor uns, wie wir sie in § 1 betrachteten und
die wir jetzt zum Unterschied als reguliire Funktionselemente be-
zeichnen wollen. (3) ist die gesuchte Normaldarstellung. Ein reguliires
Funktionselement gestattet nur eine einzige Normaldarstellung, und es
sind daher zwei regulire Funktionselemente sicher dann verschieden,
wenn ihre Normaldarstellungen verschieden sind. Erst auf Grund dieser
Umstéinde sind wir eigentlich berechtigt, unsern jetzigen Begriff des
Funktionselementes als eine Erweiterung des in § 1 zu Grunde gelegten
zu bezeichnen.

Kommen in der Entwicklung von 2 keine Potenzen von ¢ mit ne-
gativem Exponenten vor, nehmen wir aber allgemeiner an, dafl

s=a+atl'+a, trt 4 (@ 40),

also a,(u=>1) der erste von O verschiedene Koeffizient aufier dem kon-
stanten Gliede ist, so kann man fiir ¢ eine solche Potenzreihe in

t=c¢1+ct+--- (¢ =4=0)
getzen, daf
z2=a -+ T
wird, und wir bekommen eine Darstellung von der Form
(3%) z=a+ 1, u=K(r).

In der Tat: wenn "'i-"'ap eine bestimmte der g Wurzeln ist, so gibt es be-
kanntlich eine einzige Potenzreihe , 4 pot + 35¢* 4 - - - mit dem Anfangs-
glied y, = !]:’fu_lu-, deren p'* Potenz =a, +a, , t+ -- - ist. Durch Auflésung
von

D=ttt e
nach ¢ erhillt man das gewiinschte Resultat. Je nachdem aber, welche der

u Wurzeln V a, man nimmt, erhilt man u verschiedene Darstellungen (3%):
sie entstehen alle aus einer von ihnen, indem man t durch r - { ersetzt,
wo £ eine beliebige u' Einheitswurzel bedeutet. Ein durch

(4) z=qa" + 1, u=K'(r) [p’ ganz und positiv]
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gegebenes Funktionselement kann nur dann mit dem durch (3%) darge-
stellten identisch sein, wenn @’ — a; u” = p ist und iberhaupt (4) mit
einer der durch die Substitutionen r r-{ aus (3%) entstehenden u Nor
maldarstellungen Koeffizient fiir Koeffizient iibereinstimmt. Insbesondere
ist demnach die ganze Zahl u charakteristisch fiir das betreffende Funktions-
element und unabhiingig von seiner besonderen Darstellung; wir sagen,
das Element sei von der (u — 1)** Ordnung verzweigt; im Falle g — 1,
den wir oben betrachteten, heiBit es nunverzweigt.

Kommen in der Entwicklung von z negative Potenzen von ¢ vor,
so sei {~* die niedrigste:

z=a_t"+a_, 47" 4. (a_,+0).

Man kann # durch eine solche konvergente Potenzreihe in 7: t =¢; 7+ --
(¢, == 0) ersetzen, dab
(S g=1"" und dann u = K(z)

wird. Das ist jetzt die Normaldarstellung; sie ist, wenn » > 1, durch das
Element nicht eindeutig bestimmt, sondern es gibt deren genan » ver-
schiedene, die alle aus einer dadurch hervorgehen, dali man r ersetzt durch
7 - £, wo  eine beliebige »" Einheitswurzel. Auch hier spricht man von
einer Verzweigung der (v — 1)** Ordnung.

Bei Herleitung der Normaldarstellungen (3), (3%), (3%¥) haben wir wie
in § 1 die Variable # vor w ausgezeichnet. Neben die reguliiren Funktions-
elemente sind die irreguliiren, neben die unverzweigten die verzweigten
getreten. Indem wir nunmehr die Begriffe der unmittelbaren und mittel-
baren analytischen Fortsetzung auf beliebige (auch irregulire) Funktions-
elemente iibertragen, gelangen wir ohne weiteres zu der Definition des
analytischen Gebildes.

Es sei ¢ ein Funktionselement und

(%) z=P(), u=QQ
irgendeine Darstellung desselben, ¢ <Zr (r>0)irgendein Kreis, in welchem
diese Darstellung giiltig ist (d. h. in welchem P(¢), @ (f) konvergieren
und niemals gleichzeitig P(f,) = P(t;), @(f,) = Q(¢;) fiir {, =1, |, <,
t, <r eintritt). Fiir jeden Wert #,, fir den {, <r ist, kinnen wir
dann die Reihen P(f), @(f) nach Potenzen von ¢’ ={—¢, umordnen und
erhalten so ein neues Potenzreihenpaar P'(¢"), @'(¢") und damit ein neues
Funktionselement ¢,. Von allen so den verschiedenen im Kreise f, <<r ge-
legenen f, zugehirigen Funktionselementen ¢, sagen wir, sie hilden eine
analytische Umgebung des urspriinglichen Elementes ¢(= e,), und dieser
Name soll angewendet werden, welche Darstellung des Elementes ¢ durch
einen Parameter / und welcher Kreis ¢ <r, in dem diese Darstellung
giiltig ist, anch gewihlt wurde. Die oben beschriebene, durch die Dar-
stellung (5) zusammen mit der Ungleichung ¢ < bestimmte analytische
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Umgebung nennen wir, wo eine kurze Benennung erwiinscht ist, mit
Riicksicht auf den darstellenden Parameter eine {-Umgebung.

Hat man zwei verschiedene Darstellungen desselben Funktions-
elements ¢

z2=P(t), u=0Q(); bzw. z=TI(r), u=K(z)
(die durch die Substitution
t=tr)=ct+ et + - [¢, =+ 0]
ineinander iibergehen migen), so gilt der wichtige Satz:

Jede t-Umgebung von e enthdlt eine r-Umgebung von ¢ und also auch
umgekehrt jede v-Umgebung eine ¢ Umgebung.

Beweis: Die {-Umgebung sei durch { < # bestimmt. Wir wiihlen
dann eine positive Zahl o so, daB in 7 < ¢ die Potenzreihe f(7) konver-
giert, dem absoluten Betrage nach < r bleibt und keinen Wert zweimal
annimmt. Diese Ungleichung 7| < ¢ bestimmt eine 7-Umgebung, von
der ich behaupte, dall sie in der urspriinglichen Umgebung enthalten
ist. Durch Umordnen von TT(z), K(r) nach Potenzen von 7’ =1 — 1,
(|7, <o) entstehe die Darstellung TT" ("), K’(z") des Elements e, durch
Umordnen von F(f), ¢(¢) nach Potenzen von ' =t —{, [{, =t(z,), '{, <r]
das Element (P'("), '(t") == ¢,; dann ist e, = ¢,. Dadurch nimlich,
dali man #(7) nach Potenzen von t" = r — 7, umordnet, bekommt man

(6) e f=ilr) = =ty e oo
und es ist offenbar

I_j-’{tr{r:}) e n;(t;..l’ @f[eiy[;rr}) s I{r[:',t.'-f}l;
denn in einer gewissen Umgebung des Punktes v, der komplexen z-Ebene
sind z. B. TT'(r — 7,), P'({(r) — t,) reguliire Funktionen, die dem Werte
nach mit TT(z) iibereinstimmen. In der Substitution (6), die das Paar
.‘”’H’j, Q(t') in TT'(z"), K'(x") iiberfiihrt, ist aber der erste Koeffizient
1‘“ i |::Hrf.

einen und denselben Wert £ immer an mindestens zwei Stellen annehmen
wiirde. Damit ist die Identitit von e, , e, bewiesen.

Der hier eingefiihrte Begriff der analytischen Umgebung entspricht
in einer fiir die weiteren Formuliernngen zweckmifligeren Form dem in
§ 1 an seiner Stelle benutzten Begriff der unmittelbaren analytischen Fort-
setzung. In diesem Begriff der analytischen Umgebung tritt es auch zu-
tage, dall die irreguliren Elemente gegeniiber den reguliren nur als Aus-
nahmestellen zu betrachten sind; denn die analytische Umgebung einesjeden
Elements, wenn sie nur hmn‘:u hend klein genommen wird, besteht (ab-
cesehen TlEHEtht von diesem Element selbst) stets 311*;5{*1111Eﬂhl:h aus regu-
liren Funktionselementen. Um dies einzusehen, braucht man nur den die
gesuchte Umgebung von e = (P(t), Q@) hnstimmenden Kreis £ < r so

T Mg 0, da sonst die Funktion #(r) in der Niihe von =1,
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klein zu wiihlen, daB in ihm (auBer vielleicht fiir { = 0) durchweg
d P

o+ 0 ist.

Eine analytisch zusammenhiingende Reihe von Funktionsele-
menten ist gegeben, wenn jedem reellen Werte 4 des Intervalls 0 <1 <1
ein Funktionselement ¢(4) zugeordnet ist, so daBl diese He.hn;.ung erfiillt
ist: Ist 4, irgend ein Wert des Parametera A, 8, = e(4,) das zugehorige
Funktionselement, 1, eine beliebige analytische Umgebung von ¢, so
gibt es immer eine positive Zahl ¢ derart, dall ¢(4) za 1, gehort, solange
| L — 1, | < & ist. Die analytisch zusammenhiingende Reihe verbindet das
Anfangselement ¢(0) mit dem Endelement e(1).

Ein analytisches Gebilde ist eine Gesamtheit G von Funktions-
elementen mit folgenden Eigenschaften:

1. Je zwei Funktionselemente, die zu G gehiren, kinnen durch cine
analytisch zusammenhdngende Reihe von lauter zu G gehorigen Funktions-
elementen mit cinander verbunden werden.

2. G lLift sich dwrch Hinzufiigung von Funktionselementen auf keine
Weise so erweitern, daf3 auch die erweilerte (Gesamtheit noch die Figen-
schaft 1. besitzt.

Aus 2. folgt insbesondere, daBl mit einem Funktionselement e auch
eine jede analytische Umgebung von ¢ zu G gehirt.

Diese Erklirungen konnen wir uns durch eine Analogie niher
bringen. Offenbar iibernimmt ja in der Funktionentheorie das Weierstrali-
sche Funktionselement die gleiche Rolle, welche in der (zeometrie, etwa
des dreidimensionalen Raumes, der Punkt als Raumelement spielt. Das
Funktionselement stellen wir also in Analogie zum Punkt, und, wie vom
dreidimensionalen Punktraum, sprechen wir dann vom ,,Ranm (d. h. nichts
Anderes als: von der (Gesamtheit) der Funktionselemente®; da allerdings
die Festlegung eines Funktionselementes von unendlich vielen stetig ver-
anderlichen Bestimmungsstiicken abhiingt, miissen wir diesem Raum un-
endlich viele Dimensionen zuschreiben. Alle Begriffe, welche die
Konlinwitit des dreidimensionalen Raumes betreffen, lassen sich auf
den einen: , Umgebung eines Punktes® zuriickfithren (als Umgebung
eines Punktes betrachten wir etwa das Innere einer jeden um diesen
Punkt als Mittelpunkt beschriebenen Kugel). Im Raum der Funk-
tionselemente soll das, was wir oben ,analytische Umgebung® nannten,
das Analogon des gewohnlichen Begriffs ,Umgebung® im Punktraum
abgeben. Dann entspricht die analylisch zusammenhingende Bethe von
Funktionselementen ganz genau der sfetigen Kuwrve im Punktraum. Der
Raum der Funktionselemente besitzt nach diesen Festsetzungen eine
wesentlich andere Struktur als der gewdhnliche dreidimensionale Raum:
withrend nimlich der Punktraum ein einziges zusammenhiingendes Ganze
ausmacht (je zwei seiner Punkte lassen sich durch eine stetige Kurve
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verbinden), zerfillt der unendlich-dimensionale Raum der Funktionsele-
mente in unendlich viele (zweidimensionale) ,Schichten®; jede solche
Schicht fiir sich ist ein stetig (d. h. hier: analytisch) zusammenhiingendes
(zanze, aber die einzelnen Schichten stehen untereinander an keiner Stelle
in Verbindung; diese ,Schichten“ sind eben die analytischen Gebilde.
Im Euklidischen Punktraum bezeichnet man als ,(Gebiet“ eine Punkt-
menge von der Beschaffenheit, daB 1. zu jedem Punkt der Menge
eine Umgebung existiert, die ganz der Menge angehért, und 2. je zwei
Punkte der Menge sich durch eine stetige, aus lauter Punkten der
Menge bestehende Kurve verbinden lassen. Darnach wiirde im Ranm
der Funktionselemente das analytische Gebilde als ein keiner weiteren
Ausdelhnung fihiges Gebiet zn bezeichnen sein. Der Wille, die analy-
tischen Gebilde anf Grund der besprochenen Analogie als zweidimen-
sionale Mannigfaltigheilen anfzufassen, fithrt uns sogleich mitten in die
Riemann-Kleinschen Vorstellungsweisen hinein. Die gewGhnlichen, in
elementaren Lehrbiichern zur Darstellung kommenden Riemannschen
Flichen haben ja in der Tat gerade diese Bedeutung: jedes Funktions-
element des analytischen Gebildes so durch einen einzigen Punkt der
Fliche zu repriisentieren, dab analytisch zusammenhiingende Reihen von
Funktionselementen des Gebildes als stetige Kurven auf der Riemann-
schen Fliiche erscheinen.

Bevor wir jedoch die hierdurch angeregten Gedankengiinge weiter
verfolgen konnen, miissen wir uns noch iiber das Verhiltnis der beiden
Begriffe ,analytische Funktion® und ,analytisches Gebilde® orientieren.

§ 3. Verhiiltnis der Begriffe ,analytische Funktion* und
analytisches Gehilde** zu einander.

Eine erste Bemerkung ist diese: Ist es gelungen, in der in § 1 ge-
schilderten Weise ein regulires Funktionselement regulir lings einer
gegebenen Kurve 7 = z(1)[0 < 1 < 1] fortzusetzen [wodurch jedem
Wert 4 ein regulires Funktionselement e(4) zugewiesen ist, in welchem
die Entwicklung von z nach Potenzen des Darstellungsparameters ¢ mit
dem konstanten Glied z(4) beginnt], so hat man dadurch eine im Sinne
von § 2 analytisch zusammenhiingende Reihe von Funktionselementen
erhalten. In Wahrheit: ist 1, irgend ein 1-Wert, 11, eine beliebige ana-
lytische Umgebung von e(4,) = ¢,, so kann man wegen der Regularitit
von ¢, die Variable 2" =z — z(4)) als Darstellungsparameter von e,
wiithlen, und es gibt dann eine etwa durch |z" < », definierte z'-Um-
gebung von ¢, die ganz in 11, enthalten ist. Grenzt man um z(4;) durch
die Ungleichung i — 1, < &(¢ > 0) einen Bogen ab, fiir den durch-
weg z(4) — z(4y) < r, ist, so enstehen die den Punkten dieses Bogens
entsprechenden ¢(4) durch Umordnen nach Potenzen von z — z(i) aus
€y, gehoren demmach der durch z° << r, bestimmten z’-Umgebung von
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¢, und damit auch der Umgebung 11, an. — Das Umgekehrte, dal eine
analytisch zusammenhingende Reihe regulirer Funktionselemente aus
dem Anfangselement dun h den in § 1 beschriebenen Prozeli der analy-
tischen Fortsetzung erhalten wird, bedarf keines Beweises.

In einer analytisch zusammenhdngenden Reihe e(A)[0 < 4 < 1] von
Funl:tionselementen kommen stets nur endlichviele irre Jni'ma:“ ( msheumldere
auch nur endlichviele verzweigte) Funkfionselemente vor. Sonst wiirden
nimlich diejenigen Werte 4, denen irregulire Elemente entsprechen,
einen Verdichtungswert 1, besitzen, und es ligen in jeder analytischen Um-
gebung von e(4,) unendlichviele irreguliire Elemente, was unmdiglich ist.

Die Entwicklung von z in der Darstellung des Funktionselementes
¢(4) beginne mit dem konstanten Term z(1) [dall sie mit negativen Po-
tenzen des Darstellungsparameters ¢ beginne, schliellen wir der Bequem-
lichkeit halber aus]. Wir wollen den Fall betrachten, daf unter den
e(1) verzweigte Funktionselemente vorkommen; ¢(0) sei regulir, aber
A,(< 1) der kleinste A-Wert, fiir welchen ¢(1) irreguldr ist; g — 1 sei
die Verzweigungsordnung von e(4,). Die Elemente e(4) von 4 = 0 bis
4y (exkl.) erhiilt man dann eindeutig durch analytische Fortsetzung lings
der gegebenen Kurve z = z(4). Das iindert sich aber von i, ab; iiber
¢(4,) hinaus liBt sich die analytische Fortsetzung lings der gegebenen
Kurve auf genau u verschiedene Weisen weiterfiihren: der Stamm teilt
sich in Aste an deren einem die gﬂgﬂfmnﬂ analytisch zusammenhiingende
Reihe entlang Liuft. Jeder dieser Aste kann sich im weiteren Verlauf
abermals verzweigen, nund die nichste Verzweigung des einen Astes kann
durchaus an einer andern Stelle eintreten wie fiir den andern Ast; und
80 fort. Auch kann ein Zweig natiirlich, wenn man zu einer kritischen
Stelle gelangt, die nicht blof einen Pol oder Verzweigungspunkt end-
lichhoher Ordnung bedeutet, ganz authéren, bevor man auf ihm bis zu
A =1 gelangt ist. Aus dieser Beschreibung mag man erkennen, wie
gliicklich die der Riemannschen Bezeichnung , Verzweigungspunkt® zu-
grunde liegende anschauliche Vorstellung das Wesen der Sache trifft.
Zum Beweise unserer Behauptungen reicht die folgende einfache Uber-
legung aus.

g ()2, =00
sei eine dar;,.l, Normaldarstellungen von e(4,), die fiir ¢ <r gﬁltig sein
moge. Ein i, > A, werde so gewiihlt, daB | z(1) — z(1,) <" bleibt fiir
Ay < A < A,.. Dann gibt es in der {-Ebene u von dem Nullpunkt { = 0
auslaufende Kurveniiste, die alle in dem Kreise ¢ < » bleiben und durch
die Abbildung z = 2(1,) + " in einen und denselben Kurvenbogen
2 =2(A)[4, £ 4 < 4,] iibergehen; diese w Kurveniiste entstehen ausein-

2x 4
ander durch Drehung um den Nullpunkt um :, :, -« - Indem man

Q(t) lings jedes dieser Kurveniste fortsetzt (unmittelbare analytische
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Fortsetzung!), gewinnt man die u moglichen Fortsetzungen von e(4,)
lings der vorgeschriebenen Kurve iiber 4 = A hinaus bis A = 4,. DaB
sich jede dieser Fortsetzungen als analytisch zusammenhingende Reihe
bis zu Ende (1 = 1) durchfiihren lifit, wird nicht behauptet und ist auch
im allgemeinen nicht richtig,

Der Umstand, daB in einer jeden amalytisch zusammenhingenden
Reihe von Funktionselementen nur endlichviele irregulire vorkommen,
ermiglicht es, diese irreguliren Elemente zu umgehien. Zwei Funktions-
elemente also, die sich iiberhaupt durch eine analytisch zusammenhiingende
Reihe verbinden lassen, lassen sich auch durch eine solche verbinden, die
(abgesehen vielleicht von Anfangs- und Endelement) ausschlieflich aus
requldren Elementen besteht. Zum Beweise nehmen wir der Einfachheit
halber an, dall die analytisch zusammenhingende Reihe ¢(4) nur ein irre-
gulires Element ¢(4,)[0 << 4, < 1] enthalte.

7= P(), u = Q1)

sei eine fiir [#| < r giiltige Darstellung desselben; dabei sei » so klein
gewihlt, daB die Elemente der durch ¢ < r bestimmten ¢{-Umgebung
U, von e(i,), abgesehen von e(1,) selbst, alle regulir sind. Man kann
zwei Werte 1, <</, und i, > 1, so annehmen, dabB alle e(1)[1, <1< 4]
zn 1, gehioren. e(4,) entsteht aus der zugrunde gelegten Darstellung
von e(4,) durch Umordnen derselben nach Potenzen von ¢ — ¢, (wo ¢,
ein gewisser, dem Kreise ¢ < r angehoriger Punkt ist), e(4,) durch Um-
ordnen nach Potenzen von ¢ — f,. Die beiden Punkte £,, 7, in der {-Ebene
kann man durch eine Kurve innerhalb des Kreises ¢ < » verbinden, die
nicht durch den Nullpunkt geht. Indem man jedem Punkt {, dieser
Kurve dasjenige Funktionselement zuordnet, das man durch Umordnen
von P(t), @(t) nach Potenzen von f — {, erhiilt, gelingt es, e(4,) mit
e(4g) durch eine aus lanter reguliren Funktionselementen bestehende
analytisch zusammenhiingende Reihe zu verbinden.

Aus den bewiesenen Tatsachen ergibt sich:

1. Die samtlichen requliiren Funlktionselemente eines analytischen Ge-
bildes machen eine einzige analytische Funltion aus.

2. Jede analytische Funltion besteht aus den simtlichen reguldren
Funktionselementen eines durch die Funktion ecindeutig bestimmien ana-
lytischen Gebildes.

Dazu tritt der weitere Satz:

3. Die irrequliiren Funktionselemente eines analylischen Gebildes sind
nur i abzihlbarer Menge vorhanden.

Den Beweis fiihren wir mit Hilfe des von Poincaré und Volterra')

1) Poincaré, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, Bd. 2 (1888),
8. 197—200. Volterra, Atti della Reale Academia dei Lincei, Ser. 4, IV,, 8. 855.
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ausgesprochenen Theorems, dab es in eimem analytischen Gebalde hich-
stens abzihlbar unendlichviele reguliire Funktionselemente u = P (z — a)
mit vorgeschriebenem Mittelpunkt z = a gilf. Denn alle diese Elemente
lassen sich aus einem, §%,, von ihnen dadurch erzeugen, daB ‘B, lings
Kurven in der z—Ehene, die von a ausgehen und dorthin zuriickkehren,
in regulirer Weise fortgesetzt wird. Zu jeder solchen Kurve kann man
aber einen aus endlichvielen geradlinigen Strecken bestehenden Strecken-
zug konstruieren, der in solcher Nihe der Kurve verliuft, dali die regu-
lire analytische Fortsetzung lings des Streckenzuges gleichfalls miglich
ist und zu demselben Endelement fithrt wie die Fortsetzung lings der
Kurve. Dabei kann man noch dafiir Sorge tragen, dall die Ecken dieses
Streckenzuges relativ zu a rationale Koordinaten besitzen; diese relativen
Koordinaten z — a seien:

ny+iny  nL+ind ny, =+ iny o

= n, i n:""':“" 5 _thr = (@ = V_ 1)1
wo immer #n;, ny, n, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind und
n,>0[f=1,2,.., ] Wir ordnen diesem Streckenzuge die Zahl
Zlml+ Ziny —|—Eu;= N
f=1 f=1 f=1
zu. Unter den von a ausgehenden und nach a zuriickkehrenden Strecken-
ziigen, deren KEcken sich von @ um rationale komplexe Zahlen unter-
scheiden, gibt es gewil nur endlichviele, denen dieselbe Zahl N zu-
kommt. Wihle ich N sukzessive = 3, 4, b,..., so bringe ich dadurch alle
diese Streckenziige in eine abgeziihlte Reihe. Jeder dieser Streckenziige
bestimmt entweder ein oder kein Funktionselement mit dem Mittelpunkt
@, jenachdem die regulire Fortsetzung von *J}, lings des Streckenzuges
sich bewerkstelligen lifit oder nicht. Man erhiilt auf diesem Wege aber
auch sicher alle dem analytischen Gebilde angehirigen reguliren Elemente
mit dem Mittelpunkte a, deren Abzihlbarkeit damit erwiesen ist.

Statt der z-Ebene lmnn ich mich der aus ihr durch stereographische

Projektion hervorgehenden z-Kugel bedienen, auf der auch 2= co durch
einen einzigen Punkt reprisentiert wird. Ist

—a 1%, u= Q(O); herw. 2 =t~ u = Q()

ein irregulires Element eines gegebenen analytischen Gebildes in seiner
Normaldarstellung, die fiir [#| < r giiltig sein moige, so gibt es zu jedem
Wert 2z, (£ a bzw. o), welcher der Bedingung

(7) z2—a|<<r* bezw. gl ===t

geniigt, genan p regulire Funktionselemente u = P (2 — z,) mit dem
Mittelpunkt z,, die der durch ¢| <Cr bestimmten #Umgebung des irre-
guliiren Elementes angehoren. Wir sagen kurz: das irregulire Element
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sinduziert im Punkte z; jene u reguliren Elemente. Die Unglei-
chung (7) bedeutet auf der Kugel eine Kalotte, die ich aber jetzt lieber
durch diejenige gribte, nicht iiber sie hinausgreifende Kalotte K ersetze,
deren Mittelpunlit in a (bzw. oo) liegt; der Radins von K heiBle ». Ver-
binde ich z,, das in K liege, mit dem Mittelpunkt innerhalb der Kalotte
durch einen Grolkreis-Bogen, so entsteht das irregulire Element aus
jedem der w in 2z, induzierten Elemente durch analytische Fortsetzung
lings dieses Kreisbogens von z, nach a (bzw. oo). Hat man also zwei
verschiedene irreguliire Elemente mit demselben Mittelpunkt a baw. oo,
so ist es ausgeschlossen, dal} sie in einem Punkte z;, zwei identische re-
gulire Elemente induzieren. Hat man zwei irregulire Elemente ¢, ¢, mit
verschiedenen Mittelpunkten und bezeichnen wir die zugehirigen Kalotten
K mit K, K,, ihre Radien mit #,, #,, so lasse man beide Kalotten um
ihren Mittelpunkt so zusammenschrumpfen, dall sie nur noch den halben
Radius | %,, ; %, besitzen. Es sei etwa %, = #,. Greifen diese beiden klei-
neren Kalotten £, [, iibereinander, so bedeute z, einen ihnen gemeinsamen
Punkt. Ich behaupte dann, keines der von e, in z, induzierten Elemente
ist mit einem von e, daselbst induzierten Element identisch. Denn der
Mittelpunkt von K, liegt innerhalb der Kalotte K|, ehenso der GroBkreis-
Bogen, welcher z; mit diesem Mittelpunkt innerhalb K, verbindet. Durch
Fortsetzung eines der von e, in 2z, induzierten reguliiren Elemente lings
dieses nach dem Mittelpunkt von K, fithrenden Kreisbogens erhilt man
eines der dort von ¢, induzierten reguliren Elemente, niemals aber das
irregulire Element ¢,. Damit ist unsere Behauptung begriindet.

In der Weise nun, wie wir hier den irreguliren Elementen e, e,
die (kleinen) Kalotten k,, L, zuwiesen, ordnen wir jedem irreguliren Ele-
ment des gegebenen analytischen Gebildes eine Kalotte & zun. Wiiren die
irreguliren Elemente nicht bloB in abzdhlbarer Menge vorhanden, so
miifite es einen rationalen Punkt z, geben, der in mehr als bloB abzihlbar
vielen Kalotten k enthalten ist. Jedes der irreguliren Elemente, zu denen
diese Kalotten gehiren, induziert im Punkte 2z, mindestens ein dem analy-
tischen (xebilde angehiriges regulires Element, das z, zum Mittelpunkt be-
sitzt, und zwar, wie wirsoeben nachwiesen, verschiedene irregulire Elemente
auch immer verschiedene. Das ist aber unmdiglich, da es niecht mehr als
abzihlbarviele reguliire Funktionselemente mit dem Mittelpunkt 7, in
dem vorgelegten analytischen (Gebilde geben kann.

Das analytische Gebilde unterscheidet sich demnach wur dadurch von
der analytischen Funltion, daf3 noch abzidllbarviele irrequlire Elemente
hinzugetreten sind.

§ 4. Begriff der Fliiche.

Es ist schon am Schlufl von § 2 davon gesprochen worden, daB ein ana-
Iytisches Gebilde dadurch sehr an Anschaulichkeit gewinnt, wenn es ge-
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lingt, in der Weise ein jedes Element des Gebildes durch einen Punkt
einer Raumfliche § zu reprisentieren, dali diese repriisentierenden Punkte
insgesamt die Fliche § einfach bedecken und jede analytisch zusammen-
hingende Reihe von Elementen des analytischen Gebildes als eine ste-
tige Kurve auf $§ erscheint. Das Problem, eine solche das analytische
Gebilde versinnlichende Fliche $ ausfindig zu machen, kann freilich von
einem rein objektiven Standpunkt als eine nicht sachgemiilie Fragestellung
verworfen werden, da der dreidimensionale Raum innerlich durchaus nichts
mit analytischen Gebilden zu tun hat und man sich auf ihn auch offen-
bar garnicht aus logisch-mathematischen Griinden bezieht, sondern weil
er unserer sinnlichen Raumanschanung besonders nahesteht; man konnte
es als einen dem wissenschaftlichen Prinzip widerstreitenden Anthropo-
morphismus bezeichnen, in dieser Weise den Dingen, statt sie so zu nehmen,
wie sie sind, wesensfremde Vorstellungen anfzudringen, nur um unserm
Bediirfnis nach ,Bildern und Gleichnissen“ Geniige zu tun. Diese Vor-
wiirfe des reinen Logikers treffen uns jedoch nicht, wenn wir der andern,
auch bereits gestreiften Auffassung nachgehen, welcher das analytische
Gebilde selbst als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit erscheint, auf die
sich alle die Begriffe der Kontinuitit, die uns in der gewihnlichen Geo-
metrie begegnen, iibertragen lassen. Im Gegenteil: es hieBe, eine der
wesentlichsten Seiten des Gegenstandes iibersehen, wenn man sich dieser
Vorstellung nicht bediente.

Der Begriff der ,zweidimensionalen Mannigfaltigkeit® oder der
y»ELiche® soll fiir uns also nicht an die Idee des Raumpunktes gekniipft
sein, sondern eine viel allgemeinere abstrakte Bedentung erhalten. Wenn
iiberhaupt irgend eine Gesamtheit von Dingen (die die Rolle der ,, Punkte*
tibernehmen werden) gegeben ist und definitionsgemiil zwischen ihnen
ein dhnlicher kontinuierlicher Zusammenhang besteht wie zwischen den
Punkten einer Ebene, so sprechen wir von einer zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit. Da sich aber alle Kontinuititsbegriffe auf den einen
der Umgebung zuriickfiihren lassen, so gehort zur Erklirung einer zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit zweierlei:

1. Angabe derjenigen Dinge, welche als ,Punkte’ der Mannigfaltig-
keit gelten sollen:

2. eine Erklirung des Begriffes der ,,Umgebung®.

In priiziser Fassung: wann wollen wir sagen, es sei eine zweidimen-
sionale Mannigfaltigkeit § gegeben? Wenn folgendes der Fall ist:

Gegeben eine Gesamtheit von Dingen, dic ,,Punkte der Mannig-
faltigkeit §* heiffen. Zu jedem Punkt p der Mannigfaltigkeit § sind
gewisse Mengen von Punlkilen der Mannigfaltigheit als ,,Umgebungen
von p auf §* definiert. Jede Umgebung |1, eines Punlktes p, der Mannig-
faltigheit auf & muf p, selbst enthalten und eine wmkehrbar eindeutige
Abbildung auf die inneren Punkte eines gewihnlichen Euklidischen Kreises

Weyl: Die Ides der Riemannschen Flicha 2
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K, (wobei yy in den Mittelpunkt des Kreises iibergeht) von der folgenden
Beschaffenheit gestatten:

1. ist p irgend ein Punkt von W, und W eine nur aus Punkien von
U, bestehende Umgebung von p auf §&, so enthilt das (durch jene Abbildung
in K, entworfene) Bild von 11 den Bildpunkt von p im Innern; d. h. es
lift sich wm den Bildpunkt p vom p eine Kreisfliche k besclreiben, sodaf
jeder Punlt von k Bild eines Punktes von 1 ist;

2. st K das Innere irgend eines ganz in K, gelegenen Kreises mit
dem Mittelpunkt p, so gilbt es stets eine Umgebung 1 von b auf §, deren
Bild ganz in K lLiegt.

Wir legen jetzt kurz dar, wie auf Grund des Begriffes der Umgebung
alle Kontinuititsbegriffe von der gewohnlichen Ebene auf beliebige
zweidimensionale Mannigfaltigkeiten iibertragen werden kinnen.

Ist eine Menge & von Punkten der Mannigfaltigkeit § gegeben, so
heift der Punkt p von § eine Yerdichtungsstelle (Hiunfungspunkt)
der Menge €, falls in jeder Umgebung von p auf § unendlichviele Punkte
von & liegen, — Ein zur Menge € gehériger Punkt, der keine Verdich-
tungsstelle von € ist, heifit ein isolierter Punkt in €. Hingegen ist p
ein innerer Punkt von €, falls es eine Umgebung von p anf § gibt,
deren siimtliche Punkte € angehiren. — € heiBt abgeschlossen, wenn
jede Verdichtungsstelle von & zu € gehort.

Eine stetige Kurve y auf § ist gegeben, wenn jeder reellen Zahl 2
des Intervalls 0 << 1 <1 ein Punkt p(4) auf F so zugeordnet ist, daB
die Bedingung der Stetigkeit erfiillt ist. Diese besagt: Ist 1, irgend ein
Wert des Parameters 4, 11, irgend eine Umgebung des Punktes p(4,) auf
W, so gibt es stets eine positive Zahl & von der Beschaffenheit, daf fiir
alle 1, welche der Bedingung A — 1, < ¢ geniigen, der Punkt p(4) zu
11, gehirt. — Die Kurve y verbindet den Anfangspunkt p(0) mit dem
Endpunkt p(1).

Eine Punktmenge € auf { heibt ein Gebiet, wenn 1) jeder Punkt
von & ein innerer Punkt dieser Punktmenge ist und 2) sich je zwei Punkte
von & durch eine stetige Kurve auf $§ verbinden lassen, die ansschlieBlich
aus Punkten von € besteht. — Wir engen den bisher benutzten Begriff
der ziceidimensionalen Mannigfaltigheit § noch durch die weitere Forderung
ein, dafi § selber ein Gebiet sein (d. h. aus einem Stiick bestehen) soll.

Ist jedem Punkte p einer gewissen Punktmenge € auf § eine reelle
oder komplexe Zahl f(p) zugeordnet, so ist in € eine Funktion / definiert;
die Zahl f(p) ist der Wert dieser Funktion im Punkte p. Bezeichnet p,
einen beliebigen Punkt von €, so heifit £ im Punkte p, stetig, falls zu
jeder positiven Zahl & eine Umgebung 1, von p, anf § existiert, sodal

f(p) — f(py) | < & bleibt fiir alle p, die sowohl zu € als zu 1, gehiren,
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Bedeuten §¥,, i, zwei zweidimensionale Mannigfaltigkeiten und €, eine
Punktmenge auf §,, ist ferner jedem Punkt p' von €, ein Punkt p® von
¥, zugeordnet, so ist dadurch eine Abbildung von €, in §, gegeben.
Die Menge der Bildpunkte auf §, wird als Bildmenge von €, bezeichnet.
Diese Abbildung heifit stetig, wenn folgendes zutrifft: Ist p}") irgend ein
Punkt von €,, p{® sein Bildpunkt auf §,, U™ irgend eine Umgebung von
2 auf §,, so gibt es immer eine Umgebung WY von pit) auf §,, derart
daB der Bildpunkt eines jeden gleichzeitig zn €, und 11" gehorigen Punktes
ein Punkt von 11*®) ist. — Das stetige Abbild einer abgeschlossenen Menge
ist wieder abgeschlossen. — Ist pW(A)[0 < 4 < 1] eine stetige Kurve
auf §,, deren simtliche Punkte der stetig in einer zweiten Mannigfaltighkeit
¥, abgebildeten Menge €, angehiren, so kann man auf §, dadurch eine
stetige Kurve definieren, dafh man jedem Wert des Parameters 4 denjenigen
Punkt p® anf §, zuordnet, der bei der gegebenen Abbildung von €&, aus
dem Punkte p'¥(1) hervorgeht. Diese Kurve heilit das Bild der gegebenen.
— Ist eine abgeschlossene Menge €, (auf §,) umkehrbar eindeutig und
stetig auf eine Teilmenge &, von §, abgebildet, so ist auch die inverse Ab-
bildung (welche dadurch zustande kommt, daB man jedem Punkt p® ven
€, denjenigen einzigen Punkt p') von €, zuordnet, dessen Bild p'® ist)
eine stetige Abbildung.

Neben den Begriff der stetigen Abbildung im gewdhnlichen Sinne,
der hauptsichlich fiir abgeschlossene Mengen in Betracht kommt, tritt ein
Stetigkeitshegriff, der in analoger Weise auf die nur aus inneren Punkten
bestehenden Gebiefe zugeschnitten ist und fiir den es bisher an einem
Namen mangelt; ich schlage die Bezeichnung ,gebiets-stetig® vor. Die
Abbildung einer nur aus inneren Punkten bestehenden Menge &, auf §,
heift gehietsstetig, wenn das Abbild BY einer jeden ganz in €, gelegenen
Umgebung UV eines beliebigen zu €, gehorigen Punktes pg') stets den
Bildpunkt p® von pV) im Innern enthilt. Eine umkehrbar eindeutige
und umkehrbar gebietsstetige Abbildung ist auch im gewthnlichen Sinne
stetig. Ein fundamentaler, von L. E. J. Brouwer bewiesener Satz') besagt,
daB hiervon auch die Umkehrung zutrifft . eine jede umkehrbar eindeutige
stetige Abbildung einer nur aus inneren Punkten bestehenden Menge ist
samt ihrer inversen gebietsstetig, Durch diesen Satz wird der Begriff der
(rebietsstetigkeit wieder iiberfliissig gemacht. Da wir aber im folgenden
nirgends Veranlassung haben, von diesem schwierigzubeweisendenTheorem
trebrauch zu machen, méchte ich hier gleichwohl das Wort ,,gebietsstetig®

1) Mathematische Annalen Bd. T0(1911), 8.161—165; Bd.71(1912), S.305—313;
Bd. 72 (1912), 8. 56—56. Brouwers Untersuchungen beziehen sich auf n-dimen-
sionale Gebiete. Den zweidimensionalen Fall, der fiir uns allein in Betracht
kommt, haben bereits frither unter Zuliilfenahme des soq. . Jordanschen Kurven-
satzes” Schoenflies (Gittinger Nachrichten 1899, 8. 282—290), Usgood (ebendort
1900, 8. 94—97) und F. Bernstein (ebendort 1900, 8. 93—102) erledigt.

&
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beibehalten. — Die Fordernngen 1. und 2., die wir anf S. 18 bei der De-
finition der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit an den Begriff der Um-
gebung stellten, lassen sich jetzt kurz dahin anssprechen: Jede Umgebung
eines Punlites p, auf § lifit sich wmbehvbar eindentiq und wmkehrbar ge-
bietsstetig auf das Innere eines Kreises abbilden (wobei p, in den Kreis-
mittelpunkt iibergeht).

Die Definition dessen, was als ,Umgebung® eines Punktes auf einer
Mannigfaltigkeit § betrachtet werden soll, kann bis zu einem gewissen
Grade geiindert werden, ohne dali wir dadurch die Mannigfaltickeit §
als verindert ansehen wollen. Tasten wir nimlich die Erklirung der-
jenigen Dinge, welche als Punkte von $§ zu gelten haben, nicht an, er-
setzen hingegen die urspriingliche (,erste) Definition des Begriffes der
Umgebung durch eine zweite, die der eben neu formulierten Forderung
gleichfalls geniigt, und gilt dann der Satz: Jede nach der zweiten Defini-
tion als Umgebung von p, zn bezeichnende Punktmenge enthilt eine
Punktmenge, welche nach der ersten Definition als Umgebung von p,
anzusprechen ist, und umgekehrt, welches auch der Punkt p, anf § sei
— 80 wollen wir iibereinkommen, die durch die zweite Definition fest-
gelegte Mannigfaltigkeit als von der durch die erste festgelegten nicht
verschieden zu betrachten. In diesem Ubereinkommen liegt wiederum eine
yDefinition durch Abstraktion® vor, deren Berechtigungsnachweis wir dem
Leser iiberlassen komnen. Im iibrigen wird keiner der oben aufgezihlten
Stetigkeitsbegriffe dadurch, daB die erste Definition der Umgebung durch
die zweite ersetzt wird, irgendwie tangiert: eine Punktmenge, die nach
der ersten Definition als abgeschlossen zu bezeichnen ist oder als ein Ge-
biet, bleibt dies auch nach der zweiten; entsprechend steht es mit den ste-
tigen Funktionen, den stetigen Kurven, den stetigen Abbildungen usw.

Derjenige Zweig der Mathematik, der es mit den Kontinuititseigen-
schaften der zwei- (und mehr-) dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu tun
hat, wird als Analysis situs oder Topologie bezeichnet. Diese Dis-
ziplin spielt in der Funktionentheorie seit Riemann eine wichtige Rolle,
ond wir werden uns in den folgenden Abschnitten noch eingehender mit
der Topologie der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten befassen miissen.
Zwei Mannigfaltigkeiten miissen im Sinne der Analysis situs als dqui-
valent betrachtet werden, wenn sie sich Punkt fiir Punkt umkehrbar
eindentig und umkehrbar gebietsstetig anfeinander abbilden lassen. Alle
untereinander diquivalenten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten darf man
als Verwirklichungen einer und derselben ,jidealen Mannigfaltigkeit® auf-
fassen, in der die individuellen Ziige, durch die sich diese verschiedenen
Verwirklichungen voneinander unterscheiden, ausgelischt sind (Definition
durch Abstraktion). Die oben zusammengestellten Kontinuititshegriffe
sind reine Analysis-situs-Begriffe, da sie sich gegeniiber beliebigen umkehr-
bar-eindeutigen und -gebietsstetigen Abbildungen invariant verhalten. In-
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dem wir das analytische Gebilde als zweidimensionale Mannigfaltigkeit be-
trachten, werden wir dazu gefiihrt, die Analysis-situs-Eigenschaften dieser
Mannigfaltigkeit als die eingschneidendsten und primitivsten in den Vorder-
grund zu riicken. Es scheint mir eine Forderung der Sachlichkeit zu sein,
diese Eigenschaften dann auch nur mit Hilfe solcher Begriffe und Me-
thoden zu begriinden, welche der Analysis situs angehiren, Dieser Forde-
rung hat Riemann bei seinem Aufbau der Funktionentheorie geniigt.

Ein Teilgebiet (§ auf einer Mannigfaltigkeit § ist selber eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit , wenn wir als Umgebung eines Punktes
von & auf @ jede ganz in & enthaltene Umgebung dieses Punktes auf
& betrachten. Jede ganze zu & gehirige Kurve auf § ist dann anch eine
stetige Kurve auf & usw.

Um wesentliche Sitze {iber zweidimensionale Mannigfaltigkeiten auf-
stellen zu kdnnen, scheint es erforderlich zu sein, diesen Begriff noch einer
weiteren Einschrinkung zu unterwerfen, die den Zweck hat, die Anwend-
barkeit der , rhaustionsmethode anf die zu untersuchenden Mannigfaltig-
keiten zu gewilhrleisten. Zur Exhaustion eines ebenen (ebietes benutzt
man am einfachsten Dreiecke (Verfahren der Triangulation). Wir werden
demnach fortan nur solche Mannigfaltigkeiten betrachten, welche sich in
einem analogen Sinne wie ein ebenes (Gebiet triangulieren lassen, und es
wird diese Kinschrinkung deshalb fiir uns unbedenklich sein, weil wir
hernach fiir jedes analytische Gebilde den Nachweis der Miglichkeit seiner
Triangulation werden erbringen kinnen.

Ein ebenes Dreieck Lifit sich am leichtesten mit Hilfe der zu seinen
Eckpunkten gehirigen homogenen Schwerpunktskoordinaten beschreiben.
Dadurch gelangen wir zu der folgenden Erklirung. Ist jedem Tripel
(&, & &) = (0,0, 0) von drei reellen, nicht-negativen Zahlen ein Punkt p
der Mannigfaltigkeit § so zugeordnet, daff 1) zwei derartigen Tripeln dann
und nur dann derselbe Punkt p zugeordnet ist, falls beide Zahlentripel
das gleiche Verhiltnis (&, : &, : &) haben, und 2) die Bedingung der Stetig-
heit erfiillt ist, so sagen wir, es sei auf {§ ein Dreieck A definiert. £ :&,: &
heifit das Koordinatenverhiiltnis von p in A. — Die Bedingung
der Stetigkeit wird besagen: Ist (&), £, £9) irgend eines der in Betracht
kommenden Tripel, p° der zugeordnete Punkt, 11, eine beliebige Umgebung
von p° auf §§, so gibt es eine positive Zahl & von der Art, dab fiir alle
in Betracht kommenden Tripel, welche die Ungleichungen

E—BI<e |E—-8[<e [E—8[<e

befriedigen, der Bildpunkt p jener Umgebung 1, angehirt.
Zur Definition des Dreiecks gehirt demnach nicht nur die Angabe
derjenigen Punkte von §, welche ihm angehéren sollen, sondern es gilt

erst dann als vollstindig bestimmt, wenn jedem seiner Punkte ein Koor-
dinatenverhiltnis von drei nicht-negativen Zahlen zugewiesen ist. Die
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Punkte 1:0:0, 0:1:0, 0:0:1 werden als die drei Ecken des Dreiecks zu
bezeichnen sein; die drei Kanten desselben werden durch & = 0, bezw.
g = 0, bezw. & = 0 geliefert.

Die Forderung der Moglichkeit einer Triangulation werden wir nun
[im engsten AnschluB an Brouwers fundamentale Arbeiten') und in
einiger Ubereinstimmung mit der in der Enzyklopidie entwickelten Dehn-
Heegaardschen Theorie®)]| so zu fassen haben. Es seien auf einer Mannig-
faltigheit § endlich- oder unendlichviele Dreiecke A (die ,,Elementardrei-
ecke® der Triangulation) definiert, sodali jeder Punkt der Mannigfaltigkeit
mindestens einem der Dreiecke A angehirt und
aullerdem folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

Fig. 1. Innerer Punkt, Kantenpunkt, Eckpunkt einer Triangulation.

1) Ist p ein dem A-Dreieck A, angehioriger, nicht auf den Kanten
von A, gelegener Punkt, so gehért weder p noch irgend ein Punkt
einer gewissen Umgebung von p zu einem der von A, verschiedenen
Dreiecke A,

2) Ist p auf einer Kante £ von A, gelegen, jedoch kein Eckpunkt
von A, so gibt es ein weiteres A-Dreieck A, dem p auBlerdem noch an-
gehort; A, &, haben alle Punkte auf k, aber keine weiteren gemein; weder
p noch irgend ein Punkt einer gewissen Umgebung von p gehort zu
einem von Ay und A, verschiedenen A-Dreieck.

3) Ist p Eckpunkt eines Dreiecks A, so gibt es endlich viele A-Drei-
ecke: Ay, A,, - -, A,, denen der Punkt p angehort; in allen diesen Drei-
ecken ist p ein Eckpunkt, und sie hiingen in der Weise in einem ein-
zigen Zykel zusammen, dall A, mit A, genau eine Kante, A, mit A,
eine Kante, - - -, schlieBlich A, wieder mit A, eine Kante gemein
hat®); weder p noch irgend ein Punkt einer gewissen Umgebung von

1) 8. namentlich L.E. J. Brouwer, lber Abbildung von Mannigfaltigkeiten,
Math. Ann. Bd. 71 (1912), S. 97 ff. Ferner J. Hadamard ,,Sur quelques applications
de l'indice de Kroneecker* im 2. Bande von J. Tannery, Introduction 4 la théorie
des fonetions d'une variable, 2. Aufl. (Paris 1910). Die Auffassung eiuer belie-
bigen geschlossenen Raumfliche als eines Polyeders findet sich klar entwickelt
bei Mobius, namentlich in den nachgelassenen Papieren ,Zur Theorie der Poly-
eder und der Elementarverwandtschaft® (1861), Werke Bd. II, 8. 517 ff.

2) Enzyklopiidie IIL AB3, 8.153 ff.

3) Diese Konfiguration bezeichnen wir als einen Dreiecks-Stern.



§ 4. BEgr: iff der Fliche. 23

p gehirt einem nicht in dem Zykel A; (i =0,1,--, /) auftretenden
Dreieck & an:

dann ist die Mannigfaltigkeit in Elementardreiecke A zerlegt.

Wir ziehen in Zukunft nur solche zweidimensionale Mannigfaltig-
keiten in Betracht, die sich in Elementardreiecke zerlegen lassen; fiir
solche Mannigfaltigkeiten will ich die kiirzere Bezeichnung Fliiche ge-
brauchen. Es wird alsbald hervortreten, welche grofie Bedeutung der
Méglichkeit der Triangulation fiir die Analysis situs auf einer Fliche
zukommt,

Hat man eine Fliche §% in Elementardreiecke A zerlegt, so wird
man eine geordnete Folge von endlichvielen (untereinander verschiedenen )
dieser Dreiecke A:

ﬁl! '&sr”': fat

i ]

als eine (einfache) Kette von Dreiecken bezeichnen, falls immer A,
mit A, , eine Kante gemein hat; die Kette ,verbindet“ A mit A . (Hat
auch wieder A, mit A, eine Kante & gemein, so ist die Kette iiber die
Kante & hiniiber geschlossen,) Der Umstand, dal sich je zwei Punkte von
¥ durch eine stetige Kurve auf § verbinden lassen, hat zur Folge, dall
je zwei Elementardreiecke A durch eine einfache Kette von Dreiecken A
miteinander verbunden werden kdnnen. Zundchst ndmlich kann es nur
endlichviele Dreiecke A geben, die Punkte mit einer stetigen Kurve
p=1p(1) [0<L 1 < 1] gemein haben. Giibe es unendlichviele, so bekime
man eine unendliche Reihe von Kurvenpunkten p(4,)[j = 1,2, ---], von
denen keine zwei dem gleichen Dreieck angehiren; ist dann 1 ein Ver-
dichtungswert der 1, so miiliten in jeder Umgebung von p(i_) Punkte
unendlichvieler Dreiecke angetroffen werden: nach den an jede Triangu-
lation zu stellenden Forderungen 1)-—3) ist das unmdglich. Um jetzt
zwei gegebene Dreiecke A, A, und A° durch eine Kette zu verbinden,
verfahre ich so: Ieh wiihle irgend einen Punkt im Innern von A, und
einen Punkt im Innern von A® und verbinde beide auf § durch eine
stetige Kurve p = p(4) [0 < 1 < 1]. Ich achte darauf, wann diese Kurve
gum letzten Mal das Dreieck A, verliBt — ich driicke mich so aus, als
ob A die Zeit bedeute —, d. h. ich suche den grifiten Wert 1 = 4, fiir den
p(4) zu A, gehort. Der Punkt p(2,) wird auf einer Kante & von 4, liegen.
Ist er kein Eckpunkt (erster Fall), so tritt die Kurve jetzt in dasjenige
Dreieck iiber, das lings k an A, angrenzt: dieses A, wird das nichste
Glied in der zu konstruierenden Kette sein. Ist hingegen p(2,) ein Kck-
punkt, so bilde ich den ganzen Dreieckstern um den Eckpunkt p(i,)
herum, den ich als eine einzige geschlossene Kette A A, - - A, auffassen
kann. Kommt A’ unter seinen Dreiecken vor, so bin ich bereits fertig;
sonst achte ich darauf, wann die Kurve zum letzten Mal den Stern ver-
l1aft. Der Punkt p,, durch den das geschieht, ist sicherlich kein Punkt
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von A, (denn A, ist schon vorher zum letzten Mal verlassen worden);
vielmehr sei in der Reihe A, - -, A, das Dreieck A, das erste (und, falls
P, kein Eckpunkt, anch das einzige), dem der Punkt p, angehort. Dann
nehme ich A, --, A als die nichsten Glieder der zu konstruierenden
Kette. (Im ersten Fall schreibe ich g = 1.) Jetzt verfahre ich mit A
so wie anfangs mit A, und bekomme das oder die niichsten Glieder der
gesuchten Kette; auf das letzte der so men erhaltenen Glieder wende
ich wieder das gleiche Fortsetzungsverfahren an, und so weiter. Alle
die Glieder, welche ich bekomme, sind Dreiecke, die Punkte mit der Kurve
cgemein haben. Da aber fiir die Fortsetzung entscheidend immer derjenige
Moment ist, wo die Kurve zum lefzten Mal das Dreieck oder den Stern
verlift, komme ich anch nie zu einem schon erhaltenen Dreieck zuriick.
[nfolgedessen muB das Verfahren, da iiberhaupt nur endlichviele Dreiecke
zur Verfiigung stehen, einmal abbrechen; das wird aber erst dann geschehen,
wenn ich bis zum Endpunkt der Kurve, d. h. bis zum Dreieck A° vor-
gedrungen bin. Durch die geschilderte Konstruktion wird demmnach in
der Tat A, mit A° durch eine einfache Kette verbunden.

Hieraus schliefen wir weiter, dafl die Elementardreiecke A nur eine
endliche oder abzihlbar unendliche Menge bilden kionnen. Wir gehen
von einem Dreieck A, aus, bilden dann diejenigen endlichvielen Dreiecke:
A, welche an die Kanten und Ecken von A, anstoBen, darauf diejenigen
endlichvielen, welche an die freien Kanten und Ecken der bis jetzt auf-
genommenen Dreiecke anstofien, u. s. £ Dadurch ordnen wir die A in
eine abzihlbare Reihe; dall dabei jedes Dreieck A schliefflich mit auf-
genommen wird, folgt eben aus dem Satz von der Moglichkeit der Ketten-
verbindung.

Eine Punktmenge auf der Fliche $, die keine Verdichtungsstelle be-
sitzt, ist endlich oder abzihlbar. Jedes Dreieck A kann némlich offenbar
nur endlichviele Punkte einer solchen Menge aufnehmen. Auf Mannig-
faltigkeiten, fiir welche wir die Zerlegbarkeit in Elementardreiecke nicht
voraussetzen, ist der letzte Satz nicht allgemein richtigz. Wire die Menge
der irreguliren Elemente in einem analytischen Gebilde nicht abzihlbar,
so kionnte das analytische Gebilde gewill nicht trianguliert werden. Um-
gekehrt wird diese Tatsache, daB ein analytisches GGebilde in Wahrheit
nur abzihlbar viele irreguliire Elemente enthiilt, in § 6 fiir uns der wesent-
liche Ausgangspunkt werden fiir die wirkliche Triangulation eines be-
liebigen analytischen Gebildes.

Gibt es iiberhaupt keine unendliche Punktmenge ohne Verdichtungs-
stelle auf §, so heilit § geschlossen. Eine Menge ohne Verdichtungs-
stelle erhiilt man, wenn man willkiirlich im Innern eines jeden Elementar-
dreiecks A einer bestimmten Zerlegung von § einen Punkt wiihlt. Also:
Eine geschlossene Fliche liafit sich in endlichviele, niemals aber in unendlich-
viele Elementardreiecle zerlegen. Aber auch umgekehrt: Eine offene (= un-
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geschlossene) Fliche lapt sich in unendlichviele, niemals aber in endlich-
viele Elementardreiecke zerlegen. Denn ist die Anzahl der Elementardreiecke
A endlich, so hat jede unendliche Punktmenge auf § eine Verdichtungs-
stelle, da auf mindestens eines der Dreiecke A unendlichviele Punkte
einer solchen Menge entfallen miissen.

§ 5. Beispiele von Flichen.
1. Die Euklidische Ebene (offen).

2. Das Innere eines Quadrats (offen).

o A Faer = e e 5,
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Fig. 2. Triangulation der Ebene und der Fig. 3. Triangulation des Quadratinnern.

Fliche T (8. 28).

Durch die beigefiigten Figuren soll eine bestimmte Triangulation dieser
Flichen angedeutet sein. Dabei ist jedes Dreieck dadureh zu einem ,,Dreieck
auf §F im Sinne von § 4 zu machen, dall man die Punkte desselben durch
die zn den Ecken des Dreiecks gehorigen homogenen Schwerpunktskoor-
dinaten zur Darstellung bringt.

3. Die projeltive Ebene. Sie kann arithmetisch definiert werden als
Gesamtheit der aus irgend drei reellen Zahlen (&, &, &;) 4+ (0, 0, 0) zu
bildenden Verhiltnisse & :& :E&,. Der Begriff der Umgebung ist so zu
fassen, daB ein variabler ,Punkt” & : £ :& dann und nur dann gegen
den festen Punkt E?:E7:E) konvergiert, falls

(62 68 — 8380)° 1+ (8580 — & 80)° + (5,88 — &, €0°
[(83)7° + (59)* 4 (53)%](&F + & + il

gegen () geht. Eine Triangulation (in zehn Elementardreiecke) wird durch
Figur 4 angedeutet; dabei ergibt sich ohne weiteres, wie die einzelnen
Dreiecke mit Hilfe der zu jedem von ihnen gehirigen projektiven Drei-
eckskoordinaten als ,Dreiecke” in unserm allgemeinen Sinne aufgefalit
werden kinnen. Die projektive Ebene ist gesclilossen.

4. Die Oberfliche des requlidren Olktaiders zerfillt auf natiirliche
Weise in acht Dreiecke, die, auf ihre Schwerpunktskoordinaten bezogen,
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als Elementardreiecke einer Triangulation aufgefaBt werden kionnen. Ge-
schlossen.

5. Durch Projektion des reguliren Oktaéders von seinem Mittelpunkt
aus auf die Oberfliche der umbeschriebenen Kugel erhiilt man die Kugel
als eine in acht Elementardreiecke (die Oktanten)zerlegte Mannigfaltig-

keit. Kugel und Oktaéder sind im Sinne der

X Analysis situs dquivalent.
\ 6. Das Mobiussche Band.') Es entsteht
3 aus einem langen schmalen Rechteck, wenn
\ man dasselbe im drei-
77 dimensionalen Raum um
/ 180" tordiert und so zu-
/ i 2 sammenbiegt, daB die

71 = :
o / Schmalseiten des Recht-
- .
- / ecks in verkehrter Lage
/ zur Deckung kommen,
Fig. 4 Triangulation der projektiven Fig. 5. Oktaéder. DIESE Raumﬂaehe lﬂ'ﬁt

Ebene. sich, auf rechtwinklige
Koordinaten xyz bezogen, mit Hilfe
zweier reeller Parameter g, @ am ein-
fachsten analytisch so zur Darstellung
bringen ®):

Im = (@ — p §in @) cos @

y = (a — o sin ;) sin g
lz = 0 cos ;.

Fig. 6. Mibiussches Band.

¢ ist unbeschrinkt veranderlich, ¢ an die Bedingung o << /& gekniipft;
a und h bedeuten positive Konstante, von denen /i die kleinere sein mub.
Im Sinne der Analysis situs ist das Mibiussche Band offenbar mit der
folgenden Mannigfaltigkeit 8 identisch:

In einer Kuklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten
9, @ betrachten wir den Streifen |p < 1 und die durch

¢ =(—1" ¢'—9+2nx [n=0,+1,+2.-]
‘definierte diskrete Gruppe I' von Paddelbewegungen®) (o, @) > (0" ¢’). Ein

e —

1) Miébius, Werke, Bd. 2, S. 434 —485 und 8. 519—521.

2) Die durch diese Gleichungen dargestellte Fliiche ist allerdings keine
Developpable.

3) Das (niederdeutschem Sprachgebrauch entlehnte) Wort ,Paddelbewegung*
soll darauf hindeuten, dab die Gruppe erhalten wird, indem man die Ebene
fortgesetzt um eine Achse umklappt, abwechselnd links herum und rechts her-
um, sie dabei aber gleichzeitig jedesmal (um das Stick 2x) in Richtung jener
Achse vorwirtsschiebt,
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Punktsystem S in dieser Ebene heibt ein System hinsichtlich [ fiquiva-
lenter Punkte (oder kiirzer: ein Punktsystem zu ), wenn durch jede
Bewegung der Gruppe [ die Punkte von S ineinander iibergehen, aber
anch jeder Punkt von S in jeden andern durch eine Bewegung dieser

A 2:2
. & &. % &
i e R — s 1

Fig. 7a. Puonkt auf ¥ mit Umgebung und Winkel.

Gruppe iibergefiihrt werden kann. Ein dem Streifen ¢ <1 angehdiriges
Punktsystem zu [ nennen wir einen ,,Punkt® der zu definierenden Mannig-
faltigkeit B. Ist S, ein solcher ,Punkt® von B und schligt man um die
einzelnen (Euklidischen) Punkte des Punktsystems S, lauter kongruente
Kreise (Fig. Ta), die ganz im Streifen liegen, so bilden diejenigen Punkt-
systeme S zu [, die in jedem dieser Kreise durch
einen Punkt vertreten sind, eine ,Umgebung® von —

S, auf B. Sagt man von einem g*ewiilmlinllnn 5\?\ 1 - 3" oA
Punkte, der dem Punktsystem S zu I angehirt, — = =
er ,liege ither dem ,,Punkte® S von 8, so erscheint ——-————— 1
der Parallelstreifen als eine ,,Uberlagerungsflii che Y& ™ Triangulationvon®.
iiber B, welche B unendlichviel-blittrig iiberzieht, ohne jedoch an irgend
einer Stelle relativ zu B verziveigt zu sein. lm Parallelstreifen wenden
wir die Euklidische Winkelmessung an; indem wir ihn als Uberlagerungs-
fliche von B auffassen, iibertriigt sich diese Winkelmessung ohne wei-
teres anf B. Dabei wird aber das Winkelmali nicht bloB bis auf ganz-
zahlige Vielfache von 2z, sondern auch seinem Vorzeichen nach unbe-
stimmt (Fig. Ta). Dieser Umstand hiingt mit einer Higenschaft des Mé-
biusschen Bandes zusammen, die man als seine , Binseitigkeit” bezeichnet
(ohne die Fliche zn verlassen und ohne iiber ihren Rand zu klettern,
kann man von der einen Seite auf die andere kommen) und die wir her-
nach ihrer funktionentheoretischen
Bedeutung wegen noch genauer ins

Auge fassen werden. — Eine Trian-

gulation von Bund damit des Mébius- o
schen Bandes deutet Fig. Tb an.

7. Der Torus entsteht (Fig. 8),
wenn man einen Kreis vom Radius
r um eine in seiner Kbene gelegene Achse, die den Kreis nicht trifft,
rotieren liBt; R( > r) mige der senkrechte Abstand des Kreismittel-
punktes von der Achse sein. Die rechtwinkligen Koordinaten xyz der
Punkte anf der Fliche lassen sich mit Hilfe zweier reeller Parameter o,
1p, deren geometrische Bedeutung evident ist, in der Form

— e e e ——

1
/
¥

Pl

T Ebene g = 0.

Fig. 8. Konstruktion des Torus.
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2 = (R + r cos @) cos g,
y = (R + r cos &) sin g,
Z=1rsind
darstellen. Dem Torus kommt als einer Fliiche im dreidimensionalen

Euklidischen Raum eine natiirliche (Euklidische) Winkelmessung zu. Ist
eine Kurve auf dem Torus

p=g(l), o=20()

.dg da ! . < dpy 2 d oy
gegeben, wobei =, 4, Stetig seien und durchweg (-:H) -+ (di.) =+ 0, so

berechnet sich der Differentialquotient der Bogenlinge s = s(1) dieser

Kurve aus:
ds)® i gfdo\? | afde\?
(ﬂfi) Vit {-R + 7 cos ﬁ) {_{H.) ! (rll) :

Fithrt man statt ¢ einen neuen Parameter v ein:

¥

- ia
(8) = /1:.' ,' ’
h = i co8 @

0
50 kann man statt dessen schreiben
(9) ds® = e(de® + dy®), wo e = (R + r cos )
Durch (8) ist ¢ als eindeutige, stetig differentiierbare Funktion von e,
aber auch nmgekehrt o als eine ebensolche Funktion von ¢ erklirt, Die

Werte (¢, #), die einem bestimmten Punkt auf dem Torus entsprechen,

sind nur bis anf ganzzahlige Vielfache von
HE

2m, bzw. R de = — RET
igonE - J Bt
ot

0
bestimmt. Wir werden so dazu gefiihrt, in einer Euklidischen Ebene
mit den rechtwinkligen Koordinaten ¢, ¢ die Translationsgruppe

"=+ 2mnx o=+ ki n

P ==t PR VR — g
f}j;——u[hj],i?,---) Ir
Ln:“:ﬂ.E]ri:};“"-

zn betrachten und ein System hinsichtlich [ dquivalenter Punkte, ein
sog. ,, Punktgitter, als ,Punkt* einer neuen Mannigfaltigkeit T anzu-
sprechen, iiber der sich dann die Ebene als unendlichviel-blittrige, aber
nirgends verzweigte Uberlagerungsfliche ausbreitet. Die Euklidische
Winkelmessung der Ebene iibertriigt sich ohne weiteres auf die Mannig-
faltigkeit T, und es resultiert daraus nicht (wie im Falle des Mobins-
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schen Bandes) eine Unsicherheit hinsichtlich des Winkelvorzeichens. Auf
diese Mannigfaltigkeit T ist der Torus vermittels seiner Darstellung
durch die Parameter @, 1 nmkehrbar-eindeutig und -gebietsstetig abge-
bildet; aber nicht nur das: die Abbildung ist auch forform. Die Glei-
c]:mng (9) besagt nimlich, daB das Verhiltnis eines Bogenelements ds

auf dem Torus zu dem Bildelement (Vr!q: + dy?) in der gu-Ebene

—1)/e=R+rcose ist, also nur von der Stelle, an der sich das Bogen-
element befindet, nicht aber von dessen Richtung abhiingt. Diese kon-
forme Abbildung liefert die Grundlage fiir die Theorie der analytischen
Funktionen auf dem Torus. — Der Torus ist geschlossen; eine Triangula-
tion ist durch Fig. 2 gegeben, wenn das dort stark ausgezogene Rechteck,
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind, die Seitenlingen 2z

und " _ besitzt. Auch ist in dieser Figur ein ,Punkt“ von T durch

VR:—r®
Nullkreise markiert.
8. Die méglichen simultanen Stellungen zweier auf einem Ziffern-

blatt spielender Zeiger sind die Punkte einer Mannigfaltigkeit, auf der
man eine stetige Kurve beschreibt, wenn man die beiden Zeiger irgend-
wie gleichzeitiz in stetiger Weise bewegt. Diese Mannigfaltigkeit ist
offenbar geschlossen und dem Torus fiquivalent.

9. Damit eine Fliche im Sinne der Analysis situs gegeben ist, ge-
niigt es, die Dreiecke, aus denen sie (nachdem sie in einer bestimmten
Weise trianguliert ist) besteht, durch irgendwelche Symbole (z. B. Num-
mern) zu kennzeichnen und die Verkniipfung dieser Dreiecke anzugeben.
Am einfachsten geschieht das in der Weise, dalh man die Ecken nume-
riert und dann jedes Dreieck in der Form (efg) [oder (feg) oder - - -] no-
tiert, wenn e, f, 7 die Nummern seiner Ecken sind.') Das so entstehende
Schema wird der Bedingung geniigen, dall jede Ecke ¢, nur in einem
einzigen endlichen Zyklus von Dreieckssymbolen:

(eor€), (65283), -5 (&ar&)r (€&i€)
auftritt. Ferner wird man die Eckennummern in keiner Weise so in
zwei Klassen teilen kinnen, daB jedes Dreieckssymbol entweder drei
Ecken aus der einen oder drei Ecken aus der andern Klasse aufweist.
Jedes Schema von Symbolen (efy), das diesen Bedingungen geniigt, de-
finiert auch eine bestimmte Fliche im Sinne der Analysis situs (samt
einer bestimmten Triangulierung derselben). Diese abstrakte Art der
Beschreibung eignet sich insbesondere fiir gesehlossene Flichen, da fiir
diese das nur aus endlichvielen Symbolen bestehende Schema vollstindig
hingeschrieben werden kann. Die Aufstellung aller zulissigen endlichen
Schemata ist eine rein kombinatorische Aufgabe. Es erhebt sich natiir-

1) Mébius, Werke Bd. II, S. 478f.
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lich sogleich die Frage, wann zwei solche endlichen Schemata eine und
dieselbe Fliche (in verschiedener Triangulierung) darstellen; die weiteren
Entwicklungen iiber Analysis situs, die dieses Kapitel enthilt, werden
wichtige Beitrige zur Beantwortung dieser Frage liefern.

Das Schema des Tefraeders und damit der Kugel lautet beispiels-
weise:

(123) (234) (341) (412).

In anderer, oktaédrischer Triangulierung [vgl. Fig. 5] kann die Kugel
durch die Tabelle

(I112) (123) (I34) (141)
(I112) (1123) (1184) (1141)

beschrieben werden. Die projektive Ebene in der oben [Fig. 4] gezeich-
neten Triangulation besitzt das folgende Schemal):

(12I) (231 (311I)

(120I) (2301) (311)

@AUIN @IID) (311
(1 11 TI0).

10. Jedes analyfische Gebilde liefert ein Beispiel fiir eine ,Fliche*
in unserm Sinne, wenn wir die dem analytischen Gebilde angehorigen
Funktionselemente als , Punkte” betrachten und den zur Definition der
Fliche erforderlichen Begriff ,,Umgebung® mit dem in § 2 behandelten
Begriff ,analytische Umgebung” zusammenfallen lassen. Ks ist zu-
niachst klar, dafi in dieser Deutung jedes analytische Gebilde zn einer
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit wird; nur bleibt noch zu beweisen,
dafi diese Mannigfaltigkeit stets auch einer bestimmten Triangulierung
fahig ist.

§ 6. Analytische Gebilde, als Fliichen betrachtet.

Ein Dreieck A auf einer beliebigen zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit § kann man derartig Punkt fiir Punkt durch ein Euklidisches Drei-
eck D mit den Ecken 1, 2, 3 repriisentieren, daf man jedem Punkt von
A, der nach S. 21 ein bestimmtes Koordinatenverhiltnis & :£,:&; (in A)
besitzt, denjenigen Punkt von I) zuordnet, dessen homogene Schwer-
punktskoordinaten in bezug auf die Eecken 1, 2, 3 den gleichen Wert
g : & : E; besitzen. Und umgekehrt darf man eine Punktmenge A auf $,
die umkehrbar eindentig und stetig auf ein Euklidisches Dreieck D) ab-
gebildet ist, auf Grund dieser Abbildung als ein Dreieck auf {§ ansprechen.
Jede in D) gelegene geradlinige Strecke ist dann Bild einer ganz in A

1) Die in den ersten beiden Zeilen stehenden Dreiecke ziehen sich durchs
Unendliche.



& 6. Analytische Gebilde als Flichen, 31

verlaufenden Kurve auf §, die wir als ,,Elementarstrecke® in A be-
zeichnen, und jedes ganz in D) gelegene Euklidische Dreieck D* ist Bild
eines Dreiecks A* auf der Mannigfaltigkeit; A* nennen wir ein ,,Teil-
dreieck* von A.

¥ sei in bestimmter Weise in Elementardreiecke zerlegt. Eine an-
dere Zerlegung &' derselben Mannigfaltigkeit in Elementardreiecke nen-
nen wir eine Unterteilung der ersten, {, wenn jedes Elementardreieck
der Zerlegung (" Teildreieck eines Elementardreiecks der Zerlegung £
ist. Ist £ eine gegebene Zerlegung in Elementardreiecke, so kann man
gich sehr leicht eine solche Folge von Triangulationen §, &, &, -+ ver-
schaffen, dafi 1) § = ¢ ist, 2) jedes £, ., eine Unterteilung des vorher-
gehenden & ist und 3) die Teilung £ mit unbegrenzt wachsendem n be-
liebig fein wird. Das letzte soll besagen: Ist p ein beliebiger Punlkt
von g, U eine beliebige Umgebung von p aunf §, so gibt es immer einen
Index n derart, dal dasjenige Elementardreieck (oder ausmahmsweise:
diejenigen Elementardreiecke) von £, in welchem (welchen) p liegt, selber
ganz in 11 enthalten ist (sind). Waren auf § irgend abzihlbar unend-
lichviele Punkte p,, 1, - - - gegeben, so kinnen wir diese Folge von immer
feiner werdenden Unterteilungen noch so einrichten, dali p, unter den
bei der Teilung &, auftretenden Eckpunkten enthalten ist, p, unter den
Eckpunkten der Teilung & usw. Von dieser Bemerkung werden wir so-
gleich Gebrauch machen.

Zunichst soll gezeigt werden, daB jedes Gebiet & auf einer Fliche
& (das nach S. 21 selbst als eine zweidimensionale Mannigfaltighkeit anf-
gefabt werden kann) einer Triangulation fihiy ist, wenn dies fiir § au-
trifft. Man gehe aus von einer Triangulation = £, von { und konstruiere
dazu eine Folge von Unterteilungen &, &, ..., deren Feinheitsgrad mit
wachsendem Index unter jede Grenze herabsinkt. Es seien [, diejenigen
Dreiecke von &, die ganz innerhalb & liegen; I, diejenigen Dreiecke von
&, die ganz in @ liegen, aber nicht Teile der I, sind; [, diejenigen Dreiecke
von §, die ganz in & liegen, aber weder Teile von Dreiecken I, noch
von [, sind; usw. Alle die Dreiecke I, Iy, [, ..., die in ihren inneren
Punkten durchweg verschieden sind, aber zusammen das ganze Gebiet &
erfiillen, mégen mit einem gemeinsamen Namen ,die Dreiecke [ heilien.
Auf den Kanten eines Dreiecls T liegen nur endlichviele FEcken von Drei-
ecken I'. Liagen daselbst nimlich unendlichviele, so hitten sie eine Ver-
dichtungsstelle p. Zu p gehirt eine Umgebung 11, die ganz in & gelegen
ist, und es findet sich ein Index n, so dab alle Dreiecke der Teilung £,
welche p enthalten, ganz in 11 und damit ganz in & gelegen sind. Im
Innern des Dreieckpaars (oder Dreiecksterns) von § , welches p enthilt,
kann aber, abgesehen vielleicht von p selbst, kein Eckpunkt von Drei-
ecken I liegen. Das ist ein Widerspruch. — Unsere Konstruktion wird
jetzt so fortgesetzt: Ein einzelnes Dreieck I, es heifie I'% ldBt sich so in
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————

endlichviele Teildreiecke zerlegen, dafl die Ecken dieser Teildreiecke ge-
nau alle die auf den Kanten von I gelegenen Ecken der Dreiecke I sind
(Fig. 9). Fiihren wir diesen Teilungsprozell nicht nur mit '’ sondern mit
jedem Dreieck I' aus, so gewinnen wir dadurch die gewiinschte Zerlegung
von (& in Elementardreiecke,

Durch Uberlegungen ganz analoger Art ge-
lingt nun auch der am Schlufi des vorigen Para-
graphen angekiindigte Nachweis, daBi jedes ana-
Iytische Gebilde G, als zweidimensionale Mannig-
faltigkeit anfgefaBt, in Elementardreiecke zerlegt

; 3 werden kann. Wir operieren mit einer z-Kugel,

Fig. 9. Zerlegung in Teil- 2 g FE
dreiecke. deren Punkten wir in bekannter Weise (durch
stereographische Projektion) die Werte der komplexen Veriinderlichen z
einschlieBlich oo zugeordnet denken. Ein zu G gehériges Funktions-

element:

L] - 'u )
1 = Potenzreihe in Vz — a
nennen wir einen ,iiber dem Punkte z = a der z-Kugel gelegenen® Punkt

1 .
von (; schreitet u nach Potenzen von 7 fort, so liegt das betreffende

Funktionselement iiber dem Punkt oo der »-Kugel. G erscheint dieser Aus-
drucksweise gemif als eine gewisse Uberlagernngsfliche iiber der z-Kugel,
als ein Gebilde von der Art, wie es Riemann in seiner berithmten
Dissertation') zur Untersuchung mehrdeuntiger analytischer Funktionen
eingefiihrt hat, und das seitdem unter dem Namen , Riemannsche Fliche”
die Theorie dieser Funktionen beherrscht.

Wir markieren auf der Kugel die abzihlbarvielen Punkte a,, ag, ...,
iiber denen verzweigte Funktionselemente (,, Verzweigungspunkte*) von
G liegen. ¢, bedeute die Zerlegung der Kugel in ihre acht Oktanten, die
gemil § 5, Beispiel D) als Dreiecke auf der Kugel gelten sollen; {, &,
&, ... sei eine mit §, beginnende Folge von Triangulationen der Kugel
von der Beschaffenheit, daB immer {, , eine Unterteilung von £, ist, a,
als Eckpunkt der Teilung { auftritt, und {, mit unbegrenzt wachsen-
dem n beliebig fein wird. Wir betrachten ein Dreieck [) auf der Kugel,
das in irgendeiner dieser Einteilungen , auftritt. Eine Punktmenge A
auf ¢ wird als ein iiber ) gelegenes dreieckiges Stiick von & zu bezeichnen
sein, wenn die Beziehung

seu A gehiriger Punkt p — Kugelpunlkt, iiber dem p liegte

eine umkehrbar eindeuntige stetige Abbildung zwischen den Punkten von
A und D ist. A erscheint dann zufolge dieser Abbildung als ein auf G
definiertes Dreieck.

1) Werke, 2. Aufl,, 8. 7—09.
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Wir suchen nun zunichst diejenigen Dreiecke A auf G auf, welche
iber einem sphiirischen Dreieck der Teilung {, liegen und keinen Ver-
zweigungspunkt enthalten; solcher Dreiecke A} wird es endlich- oder un-
endlichviele geben, vielleicht existiert aber auch gar keines. Darauf suchen
wir diejenigen Dreiecke A] auf (&, welche iiber einem Dreieck der Teilung
&, liegen, welche hochstens einen und zwar einen iiber a, gelegenen Verzwei-
gungspunkt besitzen und welche nicht Teile von Dreiecken A7 sind; darauf
diejenigen Dreiecke A] auf (, welche folgende Eigenschaften besitzen: jedes
A; muf iiber einem Kugeldreieck der Teilung ; liegen, darf hiochstens
einen einzigen Verzweigungspunkt enthalten und dieser mufi dann iiber a,
oder iiber a4 liegen, und A; darf nicht Teil eines Dreiecks A} oder A; sein;
usw. Die Dreiecke A¥ (A, A}, Aj,...), in ihren inneren Punkten durchweg
verschieden, erfilllen zusammen die ganze Flache G. In der Tat: ist e
irgendein Element von (i, das iiber dem Punkte a der z-Kugel liegt, und ist &
eine Kalotte um a, in der die Normaldarstellung von e giiltig ist, # aber
ein Index von der Art, daB alle Dreiecke D, der Teilung &, welche a
enthalten, ganz in £ liegen, und a, falls es Verzweigungspunkt ist, mit
einem der Punkte a,, a, ..., @, zusammenfillt: so liegt iiber jedem dieser
Dreiecke I}, mindestens ein Dreieck auf (r, welches e enthilt. Diese Drei-
ecke auf G sind Dreiecke A}, wenn sie nicht bereits als Teile in Dreiecken
Al oder A; ... oder A’ _, enthalten waren.

Ohne Einfiihrung neuer Eckpunkte Lilt sich jetzt mit jedem Drei-
eck A* eine solche Einteilung in endlichviele Dreiecke vornehmen, da8
die dadurch entstehenden Dreiecke A auch noch diese Eigenschaft be-
kommen: jeder Punkt, der fiir ein A Eckpunkt ist, ist in allen (endlich-
vielen) Dreiecken A, denen er angehirt, gleichfalls ein Eekpunkt. Um
einzusehen, dab wir damit eine Zerlegung von & in Elementardreiecke
A gewonnen haben, beachte man folgende leicht zu beweisende Tatsachen :

Zwei Dreiecke A, die iiber einem und demselben Dreieck der z-Kugel
liegen, haben entweder keinen Punkt gemein oder einen einzigen Eckpunkt,
der dann ein Verzweigungspunkt ist.

Zwei Dreiecke A, die iiber zwei verschiedenen Dreiecken der z-Kugel
mit gemeinsamer Kante liegen, haben entweder keinen Punkt gemein oder
einen Hckpunkt, der dann ein Verzweigungspunkt ist, oder eine ganze
Kante, die iiber der gemeinsamen Kante der beiden Kugeldreiecke liegt.

Ziwei Dreiecke A, die iiber zwei Kugeldreiecken ohne gemeinsamen
Punkt oder mit nur einem gemeinsamen Eckpunkt liegen, haben entweder
keinen Punkt oder einen Eckpunkt gemein.

Ist e unverzweigter Eckpunkt eines Dreiecks A, so machen die Drei-
ecke A, welche ¢ enthalten, einen einzigen Zykel aus, der Dreieck fiir
Dre.leck itber einem Stern der z-Kugel liegt. Ist ¢ ein Verzweigungspunkt
(& — 1)** Ordnung (u = 2), so ist er Eckpunkt fiir alle Dreiecke A, die
e enthalten; diese gruppieren sich um e in einem einzigen Zykel, und

Wayl: Die Idee der Riemannechen Fliche i
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zwar liegen je u Dreiecke des Zykels fiber einem und demselben Dreieck
der z-Kugel.

§ 7. Begriff der Riemannschen Fliiche.

Ist ¢ ein zu G gehiriges Element und
z=P(t), u= Q)

eine fiir { < r [r > 0] giiltige Darstellung desselben, so gehirt zu jedem
f, [t < r, ein Element ¢,, das durch Umordnen der Entwicklung von e:
z=P+1), u=Q(+1¢)

nach Potenzen von ¢ entsteht. Dieser Ubergang ¢ —» ¢, ist eine umkehr-
bar eindeutige gebietsstetige Abbildung des Kreises ¢|<r auf eine ge-
wisse Umgebung des Punktes e auf G : der Parameter> erscheint so als
eine in dieser Umgebung definierte stetige Funktion auf G; wir bezeich-
nen ihn als eine zum Punkte e gehirige ,,0rtsuniformisierende®. Jede
andere zu ¢ gehorige Ortsuniformisierende 7 ist fiir hinreichend kleine ¢
in der Form

T gt b (7 =0)
darstellbar. Eine komplexwertige Funktion f, die in einem Gebiet von
G definiert ist, wird in einem Punkte ¢ dieses Gebietes regulir-analytisch
heiBen, wenn sie sich in einer gewissen Umgebung von e als regulire
Potenzreihe der zu e gehorigen Ortsuniformisierenden { darstellen laBit:

f—a,+at+ad+-..
Welche Ortsuniformisierende dabei { bedeutet, ist gleichgiiltig; wenn eine
solehe Darstellung durch eine Ortsuniformisierende miglich ist, so ist f
in der gleichen Art auch durch jede andere Ortsuniformisierende dar-
stellbar (natiirlich immer nur in einer gewissen, noch von der Wahl der
Ortsuniformisierenden abhingigen Umgebung von e).

Enthdlt die Entwicklung von z[z = P(f)] in der Darstellung des
Funktionselements e keine negativen Potenzen von {, so ist das konstante
Anfangsglied z, dieser Entwicklung allein von e, nicht aber von der Dar-
stellung des Elements ¢ abhiingig; z, wird als der Wert der komplexen
Veriinderlichen z im ,Punkte” e zu bezeichnen sein. Beginnt jene Ent-
wicklung mit negativen Potenzen von {, so hat das Gleiche fiir eine jede
Darstellung des Funktionselements e statt, und der Wert von z im Punkte
¢ ist = oo, Auf diese Weise erscheint z als eine iiberall bis auf isolierte
Unendlichkeitsstellen definierte cindeutige requliir-analytische Funlktion auf
der ,,Fliche® ;. Ganz analog kiinnen wir « als eine bis auf Pole in ganz
(¢ eindeutig erklirte regulidr-analytische Funktion auffassen. Als unab-
hingiges Argument in beiden Funktionen figuriert nicht eine komplexe
Verinderliche im gewohnlichen Sinne (d. h. nicht ein Punkt, der in einem
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ebenen Gebiet variiert), sondern ein auf der ,Riemannschen Fliche® G
variabler Punkt.

Fiir die Behauptung, dafl z und u analytische Funktionen auf der
Fliiche G sind, ist es wesentlich, dall G nicht blof als eine Fliche im
Sinne der Analysis situs gegeben isf. Denn auf einer Fliche, von der allein
Analysis-situs-Eigenschaften in Betracht gezogen werden, kann man wohl
von stetigen Funktionen sprechen, nicht aber von stetig differentiier-
baren®, ,analytischen” (oder gar ,ganzen rationalen®) Funktionen oder
dergl. Um auf einer Fliche § analytische Funktionentheorie in analoger
Weise wie in der komplexen Ebene treiben zn konnen, muf vielmehr
(auBler der Definition der Fliiche) eine Erklirung abgegeben sein, durch
welche der Sinn des Ausdrucks ,analytische Funktion aunf der Fliche*
so festgelegt wird, dal sich alle Siitze iiber analytische Funktionen in der
Ebene, die ,im Kleinen* giiltig sind, auf diesen allgemeineren Begriff
iibertragen. ,Im Kleinen® giiltige Sitze sind dabei solche, deren Richtig-
keit immer nur fiir eine gewisse Umgebung eines Punktes, iiber deren
irofie der Satz selbst keine Auskunft gibt, behauptet wird. Durch eine
solehe Erklirung des Ausdrucks ,analytische Funktion anf §* wird die
Fliche § zur Riemannschen Fliche. Diese Auffassung des Begriffs
der Riemannschen Fliche, in anschaulicher Form zuerst von F. Klein in
seiner Schrift ,Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und
ihrer Integrale®’) entwickelt, ist allgemeiner als diejenige, deren sich Rie-
mann selbst in seinen grundlegenden Arbeiten iiber die Theorie der
analytischen Funktionen bedient. Es kann aber kein Zweifel sein, daB
erst bei dieser verallgemeinerten Fassung die Riemannschen Ideen in
ihrer vollen Einfachheit und Kraft hervortreten. Zu ihr hat iibrigens Rie-
mann selbst durch die in seinem Habilitationsvortrag®) entwickelten, die

——

1) Leipzig 1882. Siehe ferner Klein, Neue Beitriige zur Riemannschen Funk-
tionentheorie, Math. Ann. Bd. 21 (1883), §§ 1—3 [S. 146—151]. Flichen, die
durch Rinderzuordnung geschlossen sind, als Triiger analytischer Funktionen
kommen bereits friher vor (s. Riemann, Art. 12 der ,Theorie der Abelschen
Funktionen*, Werke 8. 121; H. A Qchwalz in E:-Elﬂﬂl‘ fundamentalen Arbeit iiber
die Integration der partiellen Elﬂ'ﬂrﬂntmlglmchung s —|— ;:M =0 aus dem Jahre
1870, Gesammelte mathematische Abhandlungen Hd II, 8.161; Dedekind, Crelles
Journal Bd. 83, 1877, 8. 274ff. Frei im Raum gEIEgene Fliichen wurden, freilich
nur zu Analysis-situs-Untersuchungen, zuerst herangezogen von Tonelli (1875
Atti dei Lincei, ser. II, t. 2) und Clifford (1876; Mathematical Papers, S. 249 1F.).
Klein selbst hat, wie er in der Vorrede zu seiner Schrift ,Uber Riemanns
Theorie" (pag. 1V) mitteilt, den ersten AnstoB zu seiner Auffassung durch eine
gelegentliche miindliche Bemerkung von Prym (1874) erhalten. Bei Klein handelt
es sich immer nur um geschlossene Gebilde. Der allgemeinste Begriff findet sich
explizit wohl erst bei Koebe, vgl. z. B. Giittinger Nachrichten 1908, 8. 3358—3349
(Fubnote).

2) ,,ﬂhar die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen*, Werke,
2. Aufl, S, 272—287.

3#
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n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten betreffenden Begriffsbildungen den
Grund gelegt, und es darf wohl als sicher angenommen werden, dal fir
Riemann die in jenem Vortrag ausgesponnenen Gedanken in enger Be-
ziehung zu seinen funktionentheoretischen Untersuchungen standen, ob-
wohl diese Beziehungen won ihm nicht ausdriicklich hervorgehoben
werden.

Allgemeine Definition des Begriffs der Riemannschen Fliche.
Laegt eine Fliche § vor und ist aufierdem fiir jeden Punkt p, von § und
jede in irgend einer Umgebung von p, vorhandene Funktion f(p) auf &
erklirt, wann f(p) im Punkte p, regulir-analytisch heifien soll, so ist da-
mit eine Riemannsche Fliiche ®F gegeben, als deren Punlkite die Punkte
von § betrachtet werden. Jene Erlidrung aber muf den folgenden Bedin-
qungen geniigen:

1. Ist p, wrgend ein Punkt von §, so gibt es eine Funktion t(p), die
nicht nur im Punkie p, (woselbst sie den Wert O besitzt) sondern auch in
allen Punlten p einer gewissen Umgebung von p, auf § requlir-analytisch
st und von dieser Umgebung ein umkehrbar-eindeutiges, -gebietsstetiges Bild
an der komplexen t-Ebene entwirft; eine solche Funktion heif3! eine Orts-
uniformisierende zu p,.

2. Ist f(p) irgend eine im Punkte p, requldr-analylische Funlktion und
t(p) eine zu p, gehirige Ortsuniformisierende, so gibt es stets eine Um-
gebung U, von py, in welcher f(p) sich als eine regulire Potenzreihe in #(p)

(10) f(P) = ao + a,t(p) + ag(tW)* + - - -

darstellen a3t

Aus diesen Forderungen ergibt sich: Ist t neben ¢ eine andere zu
p, gehorige Ortsuniformisierende, so muB in einer gewissen Umgebung
von P, eine Darstellung

T— ittt

giiltig sein, Da sich aber auch umgekehrt ¢ in analoger Weise durch =
ausdriicken muB, ist notwendig y, & 0. Um die Analytizitit einer Funk-
tion f(p) im Punkte p, nachzuweisen, geniigt es daher stets, die Existenz
einer Darstellung (10) durch eine einzige zu p, gehorige Ortsuniformi-
sierende #(p) zu erweisen.

Sind irgend zwei Riemannsche Flachen §;, %, gegeben, so heiBit
eine Abbildung, welche &, Punkt fiir Punkt umkehrbar-eindentig und
-gebietsstetig so auf §, abbildet, daB jede in irgend einem Punkte von
&, regulir-analytische Funktion durch diese Abbildung in eine Funktion
auf §. iibergeht, die im Bildpunkt reguliir-analytisch ist, eine konforme
Abbildung. Der Grund fir diese Benennung wird bald ersichtlich wer-
den. Zwei Riemannsche Flichen, welche sich konform aufeinander abbilden
lassen, werden als (konform-) iiquivalent und nur als verschiedene
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Verwirklichungen einer und derselben idealen Riemannschen Fliche zu
betrachten sein. Als innere Eigenschaften einer Riemannsehen Fliiche
werden stets nur solche gelten kinnen, die gegeniiber konformer Abbil-
dung invariant sind, welche also, wenn sie einer Riemannschen Fliche
zukommen, auch jeder mit dieser iquivalenten Riemannschen Fldche
anhaften. Alle Analysis-situs-Qualititen gehiren selbstverstindlich zu
diesen inneren Eigenschaften einer Riemannschen Fliche.

Jedes Teilgebiet einer Riemannschen Fliche ist selbst eine Riemann-
sche Fliche. Jede Ortsuniformisierende zu einem Punkt p bildet eine ge-
wisse Umgebung von p konform aunf ein ebenes Gebiet ab. Dabei ist die
Ebene gleichfalls als Riemannsche Fliche aufzufassen und zwar so, wie
es dem elementaren Begriff der analytischen Funktion in der komplexen
Gaufischen Zahlenebene entspricht.

Wir haben oben erbrtert, in welchem Sinne ein analytisches Gebilde
als Riemannsche Fliche angesehen werden kann. Aber die Begriffe ,ana-
lytisches Gebilde“ und ,Riemannsche Fliche® fallen nicht zusammen.
Durch ein analytisches Gebilde (z, «) ist uns nicht blof eine Riemann-
sche Fliche gegeben, sondern gleichzeitigz zwei bis auf Pole regulire
Funktionen 2 und u auf ihr. z und % geniigen dabei folgender Bedingung:
Es gibt keine zwei verschiedene Punkte pY, p3 auf der Riemannschen Fliche,
zugehirige Ortsuniformisierende ¢, bzw. 7, und zwei nach ganzen Potenzen
von f fortschreitende Reihen P(f), @ (f) von der Art, daB

z = P(t), u = Q(t,) in der Umgebung von p7,
z = P(t,), w = Q(f,) in der Umgebung von p?

ist. Zu einer beliebigen Riemannschen Fliche bekommt man immer dadureh,
daB man auf ihr irgend zwei bis auf Pole regulire Funktionen z, u aus-
zeichnet, welche der eben formulierten Bedingung geniigen, ein ana-
lytisches Gebilde. Wenn es aber iiberhaupt ein solches Funktionenpaar
z, w gibt, so lifit es sich auch immer auf unendlichviele verschiedene
Arten wiihlen; z. B. kann ich statt z,  irgend zwei lineare Kombinationen
von 2, # benutzen:

£ =az+bu, w=Az+ Bu
[a, b: 4, B konstant; aB — b A4 == 0].

Dafi zu jeder vorgegebenen Riemannschen Fliche wirklich ein Funk-
tionenpaar (z, w), d. h. ein analytisches Gebilde gehirt, ist eine Grundtat-
sache der Riemannschen Funktionentheorie, deren Beweis fiir geschlossene
Riemannsche Flichen in Kap. Il dieser Schrift mit Hilfe des von Riemann
zu dem gleichen Zweck verwendeten Thomson-Dirichletschen Prinzips
erbracht werden wird.
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Wir zihlen nuwwmehr einige invariante Begriffe auf, welche das Ver-
halten von Funltionen wund Kurven auf Riemannschen Fldiclen betreffen.

Beginnt die Entwicklung einer im Punkte p, reguliren Funktion
f(p) nach Potenzen der zu p, gehirigen Ortsuniformisierenden { mit dem
Gliede a " (a_ = 0), so ist p, eine Nullstelle der »'"* Ordnung von f.
Wir sagen auch: f hat an der Stelle p, die Ordnung m. Ist z(p) irgend
eine andere Ortsuniformisierende zu p,,

t=crt+ear*t.--- (e=+0),
g0 beginnt die Entwicklung von f nach Potenzen von r mit dem Gliede
a, ¢,™-t™; daraus folgt die ,Invarianz® der Ordnung m einer Nullstelle.
(Gestattet eine Funktion f(p) in einer gewissen Umgebung des Punktes
p,, abgesehen vom Punkte p, selbst, eine Entwicklung

i —n

=224 “1‘”% + ag+ a,t + - [a_,+ 0, n ganz und > 0],

so hat f an der Stelle p, einen Pol »n** Ordnung; wir sagen auch: f hat
an der Stelle p, die Ordnung — »n. Invarianzbeweis wie oben. Hat die
Funktion f(p) an der Stelle p, die Ordnung / (= 0) und g(p) die Ordnung

l, g0 hat f-g in p, die Ordnung & -+ [, ;;- die Ordnung k — I.

Ist eine eindeutige Funktion f in der Umgebung des Punktes p,, ab-
gesehen von diesem Punkte selbst, regulir-analytisch, so kann man ihr
entweder im Punkte p, einen solchen Wert erteilen, daB sie auch in
p, regulir ist, oder sie hat in p, einen Pol, oder sie hat dort eine
wesentlich-singuliire Stelle, Im letzten Fall kommt f(p) in jeder
Umgebung von p, jedem Wert beliebig nahe.

Sind 2, u zwei in einem Gebiet & der Riemannschen Fliche bis auf
Pole regulire Funktionen, so ist auch jeder rationale Ausdruck R(z, u)
von 2, # in & bis auf Pole regulir. Indem man nidmlich fiir 2z, u ihre Ent-
wicklungen nach Potenzen der zn einem Punkt des Gebietes gehirigen
Ortsuniformisierenden f einsetzt, erhilt man fiir B(z, u) eine nach ganzen
Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe, die hichstens endlichviele negative
Potenzen enthiilt. Also aueh dort, wo sich fiir B durch direktes Ein-
setzen der Werfe von z und u zunichst ein unbestimmter Ausdruck von
der Form { ergibt, liegen in Wahrheit keine Stellen der Unbestimmtheit vor.

Eine reelle Funktion [ heifit an einer Stelle p, eine harmonische
oder Potential-Funktion, falls es eine in diesem Punkte regulir-analy-
tische Funktion gibt, mit deren Realteil {7in einer gewissen Umgebung von
p, iibereinstimmt. Ist 7 in allen Punkten eines Gebietes harmonisch, aber
nicht — const., so kann {7 in keinem Punkte dieses Gebietes ein Maximum
(griBten Wert) oder Minimum ( kleinsten Wert) hesitzen. Es gibt daher auf
einer geschlossenen Riemannschen Fliche aufer der Konstanten keine iiber-
all harmonische und a fortiori keine iiberall vequlir-analytische (eindeutige)
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Funktion. — Damit eine reelle Funktion I an der Stelle p, stetig diffe-
rentiierbar ist, mufl U/, das sich in einer gewissen Umgebung von p, als
Funktion der zu p, gehirigen Ortsuniformisierenden { = z + iy (x, y reell)

auffassen liBt, fiir hinreichend kleine Werte von |# stetige erste Diffe-
rentialquotienten %—i, %—; besitzen. Welche Ortsuniformisierende ¢ bei
Anwendung dieses Kriteriums herangezogen wird, ist natiirlich gleich-
giiltig. Ahnlich kann man von 2mal, 3mal, ... stetig differentiierbaren
Funktionen sprechen.

Eine Kurve p = p(i) [0 < 1 < 1] laht sich in einer solchen Um-
gebung eines ihrer Punkte p(4,) = p,, welche durch die zu p, gehérige
Ortsuniformisierende ¢ umkehrbar eindentig und konform auf ein Gebiet
der {-Ebene abgebildet wird, in der Form ¢ = #(4) darstellen. Stimmt
t(4) fiir reelle 4, die hinreichend nahe an i, liegen und dem Intervall (01)
angehiren, mit einer konvergenten Potenzreihe b (1 — 4,) + by (A —2,)* 4 -+

.zi];_:h# 0, so heilit die Kurve fiir 1 = 1, analy-

tisch. Der Invarianzbeweis ist trivial. Indem man den durch =
bt + byt* 4 - - - definierten Parameter z als Ortsuniformisierende ver-
wendet, erscheint ein gewisses Stiick der Kurve, das p(4,) enthilt, in der
7-Ebene als ein Stiick der reellen Achse. Unter einer analytischen Kurve
schlechthin wird eine solche zu verstehen sein, die fiir alle Werte des von
O bis 1 laufenden Parameters i analytisch ist.

iiberein, in der b, =

Wenn nur bekannt ist, dafi der Differentialquotient j; fiir Werte 4,

die hinreichend nahe an A, und im Intervall (01) liegen, existiert und in
A stetig ist, fiir 4 = 1, aber einen Wert 4= 0 besitzt, so nennen wir die
Kurve fiir 1, stetig differentiierbar. Sind

(11) p=01), »=7p@)

zwei von demselben Punkt p, = ﬁ-(U} — p(0) ausgehende, fiir 1 = 0 stetig
differentiierbare Kurven,

z=hm,t=ﬁﬂ V=154

die Bilder der Anfangsbiigen jener beiden Kurven in der Ebene der zu
P, gehorigen Ortsuniformisierenden £, so wollen wir den Winkel #, welchen
diese Bigen im Nullpunkt der {-Ebene miteinander bilden und der bis
auf ganzzahlige Vielfache von 2x bestimmt ist durch die Gleichungen

1 :
_ @), e, (@),
[ry, re>0; &, &, reell]
F=9,— 9,
auch als Winkel der beiden von p, ausgehenden Kurven (11) auf der
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Riemannschen Fliche bezeichnen. Dieses Winkelmall ist darum eine In-
variante, weil der Ubergang von einer Ortsuniformisierenden ¢ zu einer
andern 7 vermittelt wird durch winlkeltreue Abbildung eines den Nullpunkt
enthaltenden Gebietes der -Ebene anf ein ebensoleches Gebiet der 7-Ebene..
Auf einer Riemannschen Fliche existiert demnach ein invariantes Winkel-
maf.') Der oben erklirte Begriff der  konformen® Abbildung fillt nach
Einfiithrong dieses Winkelmafies zusammen mit dem Begriff der umkehr-
bar-eindeutigen winkellrewen Abbildung.

Eine singularititenfreie Fliche im Kuklidischen Raum, wie Kugel
oder Torus, auf der (nach Verabredung iiber den Drehungssinn) eine be-
stimmte natiirliche Euklidische Winkelmessung existiert, liBt sich auf
eine einzige Art so als Riemannsche Fliche auffassen, dali die ihr als
Riemannsehe Fliche in der eben geschilderten Weise zukommende Winkel-
messung mit der natiirlichen iibereinstimmt. Dabei muf} die Moglichkeit,
eine Umgebung jedes Punktes jener Fliche winkeltren (im Euklidischen
Sinne) auf ein ebenes Gebiet abzubilden, erwiesen sein.”)

Fiir die Kugel liefert die stereographische Projektion eine auf der
ganzen Kugel bis auf einen einzigen Pol 1, Ordnung regulire Funktion
z, die jeden Wert einschliefilich oo einmal und nur einmal annimmt. Jede
andere bis auf Pole reguliire Funktion auf der Kugel ist eine rationale
Funktion von 2, so dafl die Theorie der bis anf Pole reguliiren Funktionen
auf der Kugel wesentlich mit der der rationalen Funktionen einer Veréinder-
lichen z iibereinstimmt. Die Wahl der Unabhingigen z ist freilich bis
zu einem gewissen Grade willkiirlich; denn als solche eignet sich aufler
z auch jede Funktion z', die aus z durch eine lineare Transformation

P jjjjf; (4, b, ¢, d konstant; ad — be = 0]
hervorgeht. Die Lage und Vielfachheit der Nullstellen und Pole einer
von wesentlichen Singularititen freien analytischen Funktion kann auf
der Kugel willkiirlich vorgeschrieben werden, wenn nur die (Gesamtord-
nung der Nullstellen mit der Gesamtordnung der Pole iibereinstimmt.

Ganz anders gestalten sich die Dinge auf dem Torus (vgl. Kap. II).
Als inneren Grund fiir die grofen Unterschiede, die zwischen dem Ver-

1) Dab in gewissem Sinne auch eine derartige Lingenmessung existiert, ist
eing tiefliegende Tateache aus der Theorie der , Uniformisierung®. Vgl. §§ 19, 20-
111131‘3 I luches.

) Vel. L. Lichtenstein, Beweis des Satzes, daB jedes hinreichend kleine, im
weaexatlmhm stetig gekriimmte, singularititenfreie Flichenstiick auf einen Teil einer
Ebeneznsammenhiingend und inden kleinsten Teilen ihnlich abgebildet werden kann.
Abhandlungen der K. PreuB, Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1911, Anhang.
— Schwierigkeiten entstehen, falls die Raumfliche Ecken besitzt. U'ber dieses Pro-
blem vgl. H. A. Schwarz in der bereits zitierten Arbeit, Gesammelte Abhandlungen
Bd. 2, 8. 161; es fand seine Lisung durch Koebe, Gittinger Nachrichten 1908,
S. 3569—360, und R, Kinig, Mathematische Annalen Bd. 71, 1912, 8. 184—205.
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halten der Funktionen auf dem Torus einerseits, der Funktionen auf der
Kugel anderseits bestehen, lifit sich fast {iberall der eine Umstand nach-
weisen (der nicht in dem Bereich der Funktionentheorie, sondern der Ana-
Iysis situs liegt!), daffh auf dem Torus ein System zweier geschlossener,
sich gegenseitig in einem Punkte treffender Kurven gezogen werden kann
(p = 0 und ¥ = 0 in der Bezeichnung von § 5, Beispiel 7), welches den
Torus nicht zerlegt — wilhrend ein solches System auf der Kugel nicht
existiert. Bilden wir den Torus konform auf die Punktgitter-Mannigfaltig-
keit T (§ 5) ab, so erscheinen die von wesentlichen Singularititen freien
Funktionen auf dém Torus als solche eindentige, bis auf Pole regulire
Funktionen der komplexen Verinderlichen w = @ + iy, welche doppel-

periodisch sind mit den Perioden 2, F;j“ -, d. i. als elliptische Funl-
—
tionen (von rein imaginirem Periodenverhiltnis = —‘-R-_W i‘:) :
L

Ziwei Tori sind als Flichen im Sinne der Analysis situs stets dqui-
valent. Sie kinnen jedoch im allgemeinen nicht konform aufeinander abge-
bildet werden, sondern dies ist dann und nur dann moglich, wenn fiir beide

Tori der ,Modul® TFR‘;:T_ " denselben Wert hat, Das Wort wModul*

hat hier diese Bedeutung: Ist in einer Schar Riemannscher Flichen, die
alle untereinander im Sinne der Analysis situs fiquivalent sind, irgendwie
jeder von ihnen eine Zahl so zogeordnet, dahh zwei Flichen der Schar
jedenfalls dann dieselbe Zahl zugeordnet erscheint, falls die beiden Flichen
konform-iquivalent sind, so heilit jene Zahl, in ihrer Abhiingigkeit von den
Riemannschen Flichen der Schar betrachtet, ein Modul der Schar. Die
Tatsache, daf Aquivalenz im Sinne der Analysis situs, allgemein zu reden,
die konforme Aquivalenz Riemannscher Flichen nicht nach sich zieht,
ist von prinzipieller Wichtigkeit. — Die Punkte des einen Torus stellen
wir uns dar als die Punktgitter einer w,-Ebene mit den Perioden 2z und

2mia, = 271 i}.ﬁrl 3 die Punkte des zweiten Torus als die den Perioden
Y =1

2z und 2xia, [a, > 0] entsprechenden Punktgitter einer w,-Ebene. Liegt
eine konforme Abbildung des einen Torus auf den andern vor, so ist
jedem Gitter w, ein Gitter w, so zugeordnet, dafi, wenn wir dem Gitter
w, eine unendlichkleine Verriickung duw, erteilen, das Eildgﬂtter w, eine

iy
dw,
nur von dem Gitter w,, nicht aber von der Richtung der Verriickung
di, abhidngt; in seiner Abhiingigkeit vom Gitter w, betrachtet, ist dieses
Verhiiltnis eine reguliir-analytische Funktion auf dem ersten Torus, mub
also = const. = A sein. Daraus folgt, dabh sich die konforme Abbildung
in dem Sinne durch eine Formel

(12) w,= Aw, + B [A4, B Konstante]

unendlichkleine Verriickung dw, erfihrt, deren Verhilinis zu duw,
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darstellen lassen mufl, daf man aue (12), wenn man fiir w, die simtlichen
Punkte eines w,-Gitters einsetzt, immer die simtlichen Punkte w, des
korrespondierenden ,-Gitters erhilt. Eine einfache Gitterbetrachtung
zahlentheoretischer Natur lehrt, dafi dies nur moglich ist, wenn A = 4 1

1 1
oder = +  ist; im ersten Fall wird a,= a,, im zweiten a;, = = gein.

Auf jeden F1 | ist demnach fiir die Moglichkeit der konformen ﬁhhlldung
der beiden Tori die Gleichung

1 1
'ﬂ-l + dl: = {I’ + -.;I.l
die notwendige (und offenbar auch hinreichende) Bedingung. Dies stimmt
mit unserer Behauptung iiberein, da
r VrR! T .rl Rt

VR — r* Y RT

ist.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen allgemeinen Bemer-
lkungen iiber die Idee der Riemannschen Fliche. Der Grundgedanke, der
ihrer Einfithrung zugrunde liegt, ist keineswegs auf die komplexe Funk-
tionentheorie beschriinkt. Eine Funktion von zwei reellen Veriinderlichen
x, y ist eine Funktion in der Ibene; aber es ist gewill ebenso berechtigt,
Funktionen auf der Kugel, auf dem Torus oder iiberhaupt auf einer Fliche
zu untersuchen als gerade in der Ebene. Solange man sich freilich nur
um das Verhalten der Funktionen ,im Kleinen“ kiimmert — und dar-
auf beziehen sich die meisten Betrachtungen der Analysis —, ist der Be-
griff der Funktion von zwei reellen Veriinderlichen allgemein genug,
da sich die Umgebung eines jeden Punktes einer zweidimensionalen Mannig-
faltigheit durch z, y (oder z + iy) zur Darstellung bringen lifit. Sobald
man aber zur Untersuchung des Verhaltens von Funktionen ,im Grofen®
fortschreitet, bilden die Funktionen in der Ebene einen wichtigen, aber
speziellen Fall wnter winendlichvielen andern gleichberechtigten; Riemann
und Klein haben uns gelehrt, bei diesem speziellen Fall nicht stehen zu
bleiben. Auf die komplexe Funktionentheorie angewendet, heifit das: be-
vor man zum Studium irgendeiner Gattung von Funltionen schreitet, muf
immer zundchst diejenige Fliche definiert sein, die das Variabilititsqebiet
des unabhdangigen Arguments abgibt; darauf mufs erklirt werden, was auf
dieser I'liche ,analytische Funktion®* heifien soll, wodwreh die Fliche zur
Riemannschen Fliche wird; und nun erst kann man sich an die Funk-
tionen selbst heranmachen. Dementsprechend hat man an den Funktionen
Eigenschaften dreier verschiedener Stufen zu beachten: 1. und das sind die
einschneidendsten: die Analysis-situs-Qualititen der Riemannschen Fliche,
auf der die Funktionen existieren, 2. die inneren, nicht dem Bereich der Ana-
lysis situs angehirigen Eigenschaften dieser Riemannschen Fliche (z. B. be-
stimmter Wert eines ,Moduls*), 3. diejenigen Eigenschaften (wie etwa Lage
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und Ordnung der Nullstellen und Pole), durch die sich Funktionen hinsicht-
lich ihres Verhaltens auf derselben Riemannschen Fliche unterscheiden.
Auf diesem Standpunkt spielt der Weierstrafische Begriff des analytischen
(rebildes nur eine sekundiire Rolle: er kommt erst dadurch zustande, daf
man zwei auf einer und derselben Riemannschen Fliche existierende Funk-
tionen kombiniert. Es ist ein natiirlicher Schritt, statt nur zweier Funk-
tionen dann auch etwa drei oder vier oder noch mehr Funktionen des-
selben variablen Punktes auf einer Riemannschen Fliche simultan zu
betrachten. DiesenSchritt tun, heilit geometrisch gesprochen nichts anderes
als: vom Studium der ebenen analytischen ,Kurven® zn dem der Kurven
im dreidimensionalen, vierdimensionalen, usw., Raum iibergehen.

Die eindentigen, bis auf Pole iiberall reguliren Funktionen auf einer
Riemannschen Fliche § werden wir meist kurz als die ,,Funktionen
auf der Fliche* bezeichnen. Fiir geschlossenc Riemannsche Flichen wer-
den wir in Kap. II eine Ubersicht iiber alle diese Funktionen gewinnen.
Man kann aber auch folgende allgemeinere Klasse von zu § gehirigen
Funktionen ins Auge fassen: Man gebe sich ein Funktionselement anf
% (d. h. eine Potenzreihe, die nach ganzen Potenzen der zu einem Punkte
p, von § gehirigen Ortsuniformisierenden t fortschreitet); man kann
dann versuchen, dieses Funktionselement lings aller miglichen Wege auf
& in analoger Weise analytisch fortzusetzen, wie das fiir den Fall der Ebene
in § 1 geschildert wurde. Ist eine solche Fortsetzung anf allen Wegen ein-
deuntig moglich, d. h. so, daB man hiGehstens anf Pole stéfit, niemals aber auf
Punkte, {iber die hinaus eine Fortsetzung iiberhaupt unmdoglich ist (, natiir-
liche Grenzen®) oder mehrdeutig wird (Verzweigung relativ zu ), so
braucht die dadurch entstehende Funktion, wie das Beispiel w = ¢ + ¢
auf dem Torus zeigt, keineswegs eindeutig zu sein; sondern im allge-
meinen wird eine solche durch analytische Fortsetzung gewonnene Funk-
tion erst eindeutig auf einer gewissen, iiber § ohne Grenzen und ohne
Verzweigungen sich ausbreitenden Uberlagerungsfliche. Es ist nun bei
vielen Fragen, namentlich in der Uniformisierungstheorie, von grofler
Wichtigkeit, den Bereich der eindentigen Funktionen auf § zu dem nm-
fassenderen Bereich aller (endlich- oder unendlich-vieldeutigen) Funk-
tionen zu erweitern, die auf §§ unverzweigt und ohne wesentlich singuliire
Stellen und natiirliche Grenzen sind. Das legt uns die Verpflichtung af,
in diesem Kapitel, dessen Rest den fiir die Funktionentheorie grund-
legenden Fragen der Analysis situs gewidmet ist, mit jeder Fliche § zu-
sammen die dazu gehirigen Uberlagerungsflichen zu betrachten.

§ 8. Schlichtartize Flichen.
Eine Fliche § in einer bestimmten Triangulation § bezeichne ich
mit .. Als Elementarstrecke auf §. gilt jede ganz in einem Dreieck
A von § enthaltene Elementarstrecke in A (s. § 6, S. 31). Dadurch dal
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das eine der beiden Enden der Elementarstrecke als Anfangspunkt, das
andere als Endpunkt bezeichnet wird, ist diese Strecke gerichtet. Endlich-
viele Elementarstrecken 6, a,-- ¢, bilden einen Streckenzug, wenn immer
der Endpunkt von 6, mit dem Anfangspunkt vone, , [h=1,2, .-, n—1]
zusammenfillt. Haben irgend zwei Strecken eines Streckenzuges nur
dann, wenn sie aufeinander folgen, einen (und auch nur einen) Punkt
gemein, so iibersehneidet sich der Streckenzug micht: er ist ein . ein-
facher* Streckenzug. Stimmt der Endpunkt von ¢, mit dem Anfangs-
punkt von 6, iiberein, so ist der Streckenzug geschlossen; 6, ist dann
die auf ¢, folgende Strecke (zyklische Anordnung). Ein geschlossener
Streckenzug, in dem zwei Strecken nur dann einen Punkt gemein haben,
wenn sie aufeinanderfolgen, wird als Polygon bezeichnet,

Zwei Punkle eines Gebicts & auf §. lassen sich stefs durch einen
emfachen Streckenzug verbinden, der ganz in & verlduft. Man kann nim-
lich die beiden Punkte zunichst durch eine ganz in (% verlaufende Kurve
y verbinden. Von der Einteilung { kann man eine so feine Unterteilung
¢’ herstellen, daB alle Elementardreiecke von ', welche Punkte mit y
gemein haben, in ® liegen. Durch die auf 8. 2531, angegebene Konstruktion
erhiilt man eine einfache Kette von Dreiecken der Einteilung &', welche
dasjenige Dreieck von {’, in dem der Anfangspunkt von y liegt, mit dem
den Endpunkt von y enthaltenden Dreieck verbindet. Die Dreieckskette
laBt sich dann sofort durch einen einfachen Streckenzug ersetzen, der
die Dreiecke der Kette sukzessive in je einer Strecke durchquert. — Ferner:
Ist ¢ irgend ein Streckenzug auf §., so kann man eine solche Unter-
teilung " von { angeben, daB die Strecken, aus denen ¢ besteht, Kanten
der Teilung ¢ (oder aus Kanten von £’
zusammengesetzt) sind, daff also 6 auf
¥ - ein Kantenzug ist.

Von einer abgeschlossenen Menge
€ auf § sagen wir, sie zerlegt &
nicht, wenn die Punkte von §, die

Fig. 10. Einfacher Streckenzug mit nicht zu € g'?,hf:.:'rfﬂ, ein Ei.ﬂZigEB Gre-
anstofienden Dreiecken. biet ausmachen. Fin einfacher Strecken-

zug o zerlegt §. nicht. Wir machen zum Beweise eine solche Untertei-
lung ¢ von ¢ daB ¢ als Kantenzng erscheint. Die an ¢ anstofienden
Dreiecke von £ lassen sich dann in solcher Weise durchnumerieren: 1,
2 3,..., daBb je zwei aufeinanderfolgende Dreiecke in dieser Numerie-
rung eine nicht zu ¢ gehorige Kante gemein haben. Durch die Figur
ist der Beginn einer solchen Numerierung angedeutet'). Ich behaupte,
dafl irgend zwei Punkte p und q von $f miteinander durch eine stetige,
¢ nicht treflende Kurve verbunden werden konnen. Ich verbinde p und

1) Man wird dabei freilich nicht immer vermeiden kinnen, daB dasse!he
Dreieck gelegentlich zwei- oder mehrmals mit verschiedenen Nummern auftritt.




§ 8. Schlichtartige Flichen. .15
q durch eine Kurve y auf . Trifft  den Streckenzug ¢, so sei p’ der
erste, q° der letzte Schnittpunkt, p” ein Punkt auf ¢ so kurz vor p’,
daB p” in einem der an ¢ anstoBenden Dreiecke liegt; q” ein Punkt anf
» so kurz hinter q’, daB auch q” noch in einem solchen Dreieck gelegen
ist. Mit Hilfe der oben erwihnten Dreiecksnumerierung kann ich dann p”
und q” durch einen Streckenzug verbinden, der ¢ nicht trifft und durch
die an ¢ anstofienden Dreiecke in der Reihenfolge ihrer Numerierung
hindurchliuft, Dieser Streckenzug bildet zusammen mit dem Bogen pp”
und dem Bogen q”q von yp eine Kurve, wie wir sie wiinschen.

Ist & eine ahgeschlossene Menge, welche . nicht zerlegt, und ¢
eine Elementarstrecke auf ., welche die beiden Endpunkte, sonst aber
keinen Punkt mit € gemein hat, so zerlegt die Vereinigungsmenge € + ¢
die Fliche § entweder garnicht oder in zwei Gebiete. Ich kann mir beim
Beweise ¢ als die gemeinsame Kante zweier Dreiecke A, A, von § vor-
stellen. p, sei ein Punkt von 6, der keiner der Endpunkte ist, p,q, eine
kleine ins Innere von A, fiihrende Elementarstrecke, die keinen Punkt
mit € gemein hat, p,q, eine ebensolche ins Innere von A, fiihrende
Strecke. Ich behaupte: jeden nicht zn € 4 ¢ gehirigen Punkt p von §
kann ich ohne ﬂberscllreitung von & + ¢ entweder mit q, oder mit g,
verbinden. Ich verbinde zunichst p mit q, ohne Uberschreitung von € durch
die Kurve . Treffe ich dabei 6 zum ersten Male im Punkte p, (der keiner
der Endpunkte von o sein kann!), so werde ich einen Punkt p,” kurz vor p,
so angeben konnen, daf der Teilbogen p,'p, von y entweder ganz in A oder
ganz in A, liegt. Je nachdem das eine oder das andere der Fall ist, kann
ich von diesem Bogen aus mittels einer einzigen Elementarstrecke in A,
bezw. A,, welche weder € noch ¢ trifft, zu der Strecke p,q,, bezw. p,q,
gelangen. — Insbesondere wird § durch € -+ ¢ iiberhaupt nicht zerlegt,
wenn sich g, mit q, (d. h. ein Punkt auf dem einen mit einem Punkt auf
dem andern ,, Ufer von 6) ohne Uberschreitung von & + ¢ verbinden liBt.

Die Kombination der in den beiden letzten Absitzen bewiesenen
Tatsachen liefert das Resualtat, dabB jedes Polygon die Fliche . in hichstens
zwei (rebiele zerlegt; denn ein Polygon kann entstanden gedacht werden
durch Hinzufiigung einer einzelnen Strecke (¢) zu einem einfachen Strecken-
zug (). Wird §. wirklich durch jedes Polygon zerlegt, so heiBt die
Fliche & (nach Koebe) schlichtartig. DaB es nicht-schlichtartige Flichen
gibt, zeigt das Beispiel des Torus.

Satz: Ist eine Fliche § in der Triangulation £1 schlichtartig, so ist
ste auch schlichtartig, falls sie in irgend einer andern Weise 11 in Ele-
mentardreiecke zerlegt wird.

Wir unterscheiden die auf die eine und die andere Zerlegung be-
ziiglichen Begriffe wie ,Strecke®, ,Polygon® und dergl. durch Zusatz einer
I, bzw. 1. Wiire § in der Triangulation §II nicht schlichtartig, so gibe
®s ein Polygon II, 7y, das § nicht zerlegt. o sei eine Strecke von a,
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von der wir annehmen kinnen, daB sie, abgesehen vielleicht von ihrem

Endpunkten, im Innern eines Dreiecks Ay verliuft '). Wir kreuzen (Fig. 11)

61 durch eine ganz im Innern dieses Dreiecks Ay gelegene Elementar-

strecke II, Tr; = q'q”, welche 611 in p treffen mége. ¢ 1Bt sich mit q”

ohne Uberschreitung von ar;; durch eine stetige Kurve und also auch dureh

einen einfachen Streckenzug I, wir nennen ihn ¥, verbinden. Ich darf
annehmen, dafi ¥; ab-
gesehen von seinen bei-
den Endpunkten kei-
nen Punkt mit der
Strecke 7;; gemein
hat.®)

1; Da Z,; die Fliche
nicht zerlegt und das
Polygon 711 (wenn ich
aug ihm eine kleine,

den Punkt p enthaltende Strecke fortlasse) einen Punkt auf dem einen

Ufer von 7i; mit einem Punkt auf dem andern Ufer ohne Uber-

schreitung von X; + 7y verbindet, wird § dureb X; + 7;; nicht zer-

legt. Jetzt fasse ich eine Strecke 61 von X; ins Auge, von der ich
wieder voraussetzen kann, dafl sie keine Kante eines Dreiecks [ ist, kreuze

sie in dem Dreieck I, in dem sie liegt, durch eine kleine Strecke I, 7,

und verbinde die Endpunkte von 7; durch einen einfachen Streckenzug

Ty, der X; + 711 nicht iiberschreitet. Ich darf annehmen, daf T; mit

1 nur die Endpunkte gemein hat; ;= T; + 7; ist dann ein Poly-

gon I, das ¥ nicht zerlegt, da die Kurve Z; + 71 zwei an den beiden

Ufern von o¢; einander gegeniiberliegende Punkte ohne Uberschreitung

von m; verbindet. § kann also auch in der Triangulierung £ I nicht

schlichtartig gewesen sein.®)

Fig. 11. Zum Invarianzboweis der Schlichtartigkeit.

1) Wenn niimlich alle Strecken von =;; Kanten sind, kiinnen wir eine be-
liebige von ihnen, 6y;, durch einen einmal gebrochenen Streckenzug ersetzen, der
in einem der beiden an 6;; anstoBenden Dreiecke verliiuft, obne dab zy; der Ei-
genschaft, § nicht zu zerlegen, verlustig geht.

2) Sonst sei niimlich q derjenige Punkt, wo X, von o’ nach q’* durchlaufen,
die Strecke pq zum letzten Mal trifft, und g derjenige Punkt, wo nach diesem
Moment Z;'die Strecke pq” zum ersten Mal trifft, Z; aber der zwischen diesen
beiden Ereignissen durchlaufene Teil von Z;: dann hat I; mit der Strecke II,

™ Ty
99
;11 ersetzen,
3) Wir haben damit ein Stiick des .Jordanschen Kurvensatzes' bewiesen,
welcher aussagt, daf jede einfache geschlossene Kurve auf einer schlichtartigen
Fliche (insbesondere in der Ebene) diese Fliiche zerlegt. AuBer dem ersten (liicken-
haften) HBeweis von C. Jordan selbet in seinem Cours d'analyse, 2. Autl., Bd. I,
S. 91—99, siche namentlich Brouwer, Math. Ann., Bd. 69 (1910), 8. 169—175.

nur die Endpunkte gemein, und wir konnten Z; durch I, vy durch
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§ 9. Uberlagerungsfliichen. Einfach zusammenhiingende Flichen. Mono-
dromiesatz und Cauchyscher Integralsatz.

Schirfer noch als der Begriff der Schlichtartigkeit ist der des ein-
fachen Zusammenhangs, der in enger Beziehung zu der Konstruktion von
Uberlagerungsflichen steht. Ist § eine gegebene Fliche, die ,,Grund-
filiiche*, so wollen wir die Fliche § eine Uberlagerungsfliiche iiber
nennen, wenn jedem Punkt p auf § ein einziger Punkt p auf § als
ssSpurpunkt von p zugeordnet ist; wir sagen dann aunch, p liegt iiber
p. Diese Zuordnung soll, jedenfalls dann, wenn wir § als (relativ zu §)
unverzweigt!) bezeichnen, die folgende Bedingung erfiillen: Ist p, ein

beliebiger Punkt von §, so gibt es stets eine Umgebung von p, anf §,
welche durch jene Zuordnung wumlchrbar emdeutiq und wmbkelirbar gebiets-
stetig auf ein Gebiet von § bezogen ist. {F moge eine in diesem Sinne
unverzweigte Uberlagerungsfliiche iiber § bedeuten. p — p (1) [0 <21 < 1]
sei eine von dem Punkte p; — p(0) ausgehende Kurve y auf §, p, ein
Punkt auf § iiber p,. Es konnen dann (vgl. § 1) zwei Fille eintreten:

entweder: es gibt eine einzige von p, ausgehende stetige Kurve
p="D(1) [0 <1< 1] auf §, sodaB fiir jeden Wert des Parameters 4 der
Punkt p (1) iiber p (1) liegt;

oder: es existiert eine Schwelle A, (0 <A, =< 1), sodall wohl iiber jedem
Teilbogen 0 < 1 < 4, von y, fir welchen 4, << A, ist, eine (und auch
nur eine) von p, ausgehende Kurve auf § liegt, dies aber nicht mehr der
Fall ist, sobald 2, = A,. Diesen letzten Fall kann man so auffassen: Wenn
man die stetige Anderung eines Punktes p anf §, dessen Spurpunkt
auf i% die Kurve 3 beschreibt, von p, aus verfolgt, so stoBt man, bevor
das Ende erreicht ist, iiber dem Punkte p (A;) von § auf eine Grenze der
Uberlagerungsfliche.

Tritt immer nur der erste Fall ein, welches auch der Punkt p, auf
& und welches auch die von dem Spurpunkte p, von p, ausgehende Kurve
» sein mag, so werden wir die Uberlagerungsfliche demgemiB als un-
begrenzt zu bezeichnen haben. Liegt iiber jedem Punkte von i ein ein-
ziger Punkt der unverzweigten unbegrenzten Uberlagerungsfliche &, so

ist § einbliittrig und nicht wesentlich von § verschieden. Gehiren zu
einer Fliche 3§ keine andern unverzweigten unbegrenzten Uberlagerungs-
flichen als nur einblittrige, so heifit § einfach zusammenhingend*).

1) Das Wort driickt das, was es laut Definition besagen soll, eigentlich
nicht vollstindig aus; richtiger (aber auch umstiindlicher) wire es, zu sagen
wonverzweigt und ungefaltet®.

2) Diese Definition hebt diejenige Eigenschaft der einfach zusammenbingenden
Flachen hervor, welche fiir die funktionentheoretischen Anwendungen die ent-
cheidende ist.
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Z.B. ist das Innere & eines Kreises der Euklidischen Zahlenebene
eine einfach zusammenhiingende Fliche. Wir betrachten, um das nach-
zuweisen, eine beliebige unverzweigte unbegrenzte Uberlagerungsfliche
§ iiber §. D sei ein Punkt auf &, der iiber dem Mittelpunkt o von & liegt.
Indem wir zu jeder von v ausgehenden geradlinigen Strecke 0p in & die-

Jenige in D beginnende (und etwa in p endigende) Kurve anf & aufsuchen,
von der jene Strecke die Spur ist, erhalten wir zu jedem Punkte p von
& einen bestimmten dariiber gelegenen Punkt p von R®. Konnen wir
zeigen, dafi diese Zuordnung p — p umkehrbar gebietsstetig ist, so ist
damit der einfache Zusammenhang von & erwiesen; denn dann miissen alle

von D ausgehenden Kurven auf &, deren Spurlinien von p nach p laufen,

in demselben Punkte p miinden, und & ist einbliittrig.
Um aber jenen Nachweis zu erbringen, verfahren wir so: Der Punkt

q beschreibe auf &, von 0 ausgehend und in p endigend, diejenige Kurve,
von der die geradlinige Strecke ¢ = op die Spur in ® ist, und q sei in
jedem Moment der Spurpunkt von q. Jedem Punkt q = q, kinnen wir
einen Kreis £q, mit dem Mittelpunkt q, so zuordnen, dafi ein q, ent-

haltendes Gebiet & auf § existiert, welches vermioge der Zuordnung

» Punlit auf & — Spurpunkt in $¢< umkehrbar-eindeutic und -gebiets-
stetig auf kg, abgebildet wird. Solange q sich auf demjenigen Kurven-
bogen bewegt, dessen Spur die durch kg, aus ¢ ausgeschnittene Strecke
G0, ist, liegt q in diesem Gebiet @. Wir konnen nach dem sog. Heine-
Borelschen Theorem, das den Grundlagen der Infinitesimal-Analysis an-
gehort!), endlichviele Punkte der Strecke o (vgl. Fig. 12)

Qo =0, 0y, Jgs-+» 9, _1, 9, = P (in dieser Reihenfolge)

so auswiihlen, daB die zugehorigen Intervalle 60, 6q,, 60,,..., 6p die
ganze Strecke 0p
derart bedecken, daB
immer q,;, im In-
nern des Kreises kq,
[h=0,1,.., n —1]
gelegen ist. Es sei
jetzt & = op” eine
geradlinige  Strecke
von 0 aus, deren End-
punkt p* in kp liegt

Fig. 12. Einfacher Zusammenhang der Kreisfliche. und die im ﬁ_brigen
in solcher Nihe von op verliuft, daB sie einen Punkt q; enthilt,
der gleichzeitiz im Innern von %o und %q, liegt, einen Punkt g}, der

1) Vgl. etwa Lebesgue, Legons sur l'intégration, Paris 1804, 5. 104—105.
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gleichzeitig im Innern von kg, und kq, liegt, usw., schliefilich einen Punkt
q, _y, der gleichzeitigdemInnern vonkq, _,, kq,_, angehirt. Wir ziehen die
geradlinigen Strecken q,q;, 9s9s,.-+, 0,_; 9,1, PP’ Diejenige von D aus-
gehende Kurve auf &, deren Spur das Dreieck 04, ¢/ 0 ist, ist geschlossen, da
dieses Dreieck ganz in ko liegt. Diejenige von g, ausgehende Kurve, deren
Spur das Viereck g, 9,9;4; q, ist, schlieBt sich, weil das Viereck ganz in kq,
liegt. Aus diesen beiden Tatsachen folgt, daB die von 0 ausgehende Kurve,
deren Spur das Dreieck 0g,q;0 beschreibt, sich schliefit. In der gleichen
Weise fortfahrend, kommen wir zu dem Ergebnis, daBl diein 0 beginnende
Kurve, deren Spur das Dreieck oppo ist, geschlossen ist; dab also die
in p beginnende Kurve, deren Spur die Strecke pp’ ist, in demselben
Punkte p’ miindet, wie die von 0 ausgehende Linie, deren Spurpunkt die
Strecke 6" = 0p’ beschreibt. Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht.

Es folgt daraus: Wenn § eine unverzweigte unbegrenzte Uberlage-
rungsfliche iiber einer beliebigen Grundfliche $ ist, p, ein Punkt auf
mit der Umgebung 11, p, ein iiber p, gelegener Punkt von §, so gibt es ein
einziges, P, enthaltendes Gebiet U auf §, das vermige der Zuordnung
» Punkt von § — Spurpunkt auf §« umkehrbar eindeutig und umkehrbar
gebietsstetig anf 11 abgebildet erscheint. In ganz analoger Weise erkennt

man, daB, wenn A ein den Punkt p, enthaltendes Klementardreieck einer
bestimmten Triangulation { von § ist, iiber A eine p, enthaltende Punkt-

menge A liegt, welche durch jene Zuordnung umkehrbar eindeutig und
stetig auf A abgebildet ist und sich dadurch, daf man jedem Punkt von

A dasselbe Koordinatenverhiltnis & : &; : &, zuweist, das dem Spurpunkt

in A entspricht, in ein Dreieck anf §§ verwandelt. Es geht daraus hervor:
Konstruiert man zu jedem Elementardreieck A von § die simftlichen da-

rilber gelegenen Dreiecke A auf §§, so erhilt man eine Triangulation
£ von .

Ferner kinnen wir schlieBen : Ermittelt man zu zwei Kurven 3/, 3"
auf i, welche die gleichen Punkte p,, p, miteinander verbinden, die-
jenigen beiden, von einem Punkt p, iiber p, ausgehenden Kurven auf ,
von denen 3, " die Spurlinien sind, so fiilhren beide zu dem gleichen
Endpunkt p, iiber p,, falls 3, " hinreichend nahe beieinander verlaufen,
Die letzte Bedingung formuliert sich genauer so: 3" und 3" sollen sich
derart in endlichviele konsekutive Teilbigen

Pis Payeees Yoy DEW. M7, 95, ... W%
zerlegen lassen, dal immer 3} und 3 ganz der Umgebung eines geeigneten
Punktes g, auf § angehiren. Insbesondere liBt sich, wenn 3" gegeben ist,
p” derart als Streckenzug auf § (nachdem & in bestimmter Weise triangu-

liert ist) konstruieren, daB die Kurven " und 3" auf jeder unverzweigten,
Weyl: Die Ldee der Riomannschen Flicho 1
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unbegrenzten Uberlagerungsfliche § zu dem gleichen Endpunkt fiihren,
wenn man sie nur beide anf § von demgelben Anfangspunkt ausgehen lafit.

Eine unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsfliche § iiber § pflegt
man als reguliir zu bezeichnen, wenn es niemals vorkommt, dafi von
zwei Kurven auf §§, welche in § die gleiche Spurlinie besitzen, die eine
geschlossen, die andere ungeschlossen ist. Ist § regulir und sind p,, p,’
irgend zwei Punkte auf §, die ,sich decken* (d. h. den gleichen Spur-
punkt in § besitzen), so gibt es eine einzige umkehrbar eindeutige und um-

kehrbar gebietsstetige Abbildung von § in sich, bei der jeder Punkt p in
einen ihm deckenden p’ und insbhesondere p, in p;, iibergeht. Diese ,,Deck-

transformationen von § in sich® bilden eine Gruppe ', und in T, als ab-

strakte Gruppe aufgefalit, kommt die Beziehung von § zu §, soweit sie
Analysis-situs-Charakter besitzt, zu reinem und vollstindigem Ausdruck.
Um die Existenz der I}Et:l-:transfﬂrmatinn

1-0—D
nachzuweisen, verbinde man p, mit p auf § durch eine Kurve y und
zeichne diejenige von p; ausgehende Kurve 3" auf g, deren Spurlinie auf
¥ mit der Spurlinie von ¢ iibereinstimmt. Den Endpunkt p’ von 3" ordne
man p zu. p’ ist von der Wahl der p, mit p verbindenden Kurve y wegen
der vorausgesetzten Regularitit von $§ unabhi-i]]gig. Sind niamlich ¢, g,
zwei solche Kurven, so ist die Kurve 3 — 7, die aus p und der riick-
wiirts durchhufenon Linie 7, histpht geschlossen. Also ist auch die von
p, ausgehende Kurve (y — 3,), deren ‘qurllme mit der von y — 3, zu-
sammenfillt, geschlossen; d. h. " und 3 filhren zu demselben Endpunkt
p. — Es ist klar, daB die Hepréisentation einer Uberlagerungsfliche §
durch eine abstrakte Gruppe I in der geschilderten Weise nur fiir reguléire
Uberlagerungsfliichen méglich ist.

Unter allen unverzweigten unbegrenzten Uberlagerungsflichen, die
zu einer gegebenen Fliche § gehiren, gibt es eine, welche die ,stiirkste®
ist'); sie wird durch die Aussage charakterisiert: FEine Kurve p auf
ihr ist nur dann geschlossen, wenn alle auf irgendwelchen unver-
zweigten unbegrenzten Lhu]lagermlguﬂm ‘hen von § gelegenen Kurven,
welche dieselbe Spurkurve auf § besitzen wie 7, geschlossen sind. Die

,universelle Uberlagerungsfliiche & ist zufolge dieser Eigenschaft
reguldr, und die Groppe ihrer Decktransformationen, als abstrakte Gruppe
betrachtet, ist eine Analysis-situs-Invariante der Grundfliche §. AuBer-

dem ist § emfach zusammenhingend. Denn wire §* eine mehr als ein-

1) Poincaré, Bulletin de la société mathématique de France, Bd. 11, 1883,
S. 113—114.
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blittrige unverzweigte und unbegrenzte Uberlagerungsfliche iiber ¥, so
konnte man auf g}"* eine ungeschlossene Linie ziehen, deren Spurkurve

auf & geschlossen ist. Da aber ﬁ* auch eine unverzweigte unbegrenzte
Uberlagerungsfliche iiber § ist, widerspricht diese Mdoglichkeit ohne

weiteres der charakteristischen Eigenschaft von F.
Die universelle Uberlagerungsfliche liBt sich z. B. so erkliren:
Jede von einem festen Punkt p, von § ausgehende Kurve p definiert

einen , Punkt von F von dem wir sagen, dabB er iiber dem Endpunkt
von y liegt; zwel solche Kurven y, " definieren dann und nur dann den-

selben Punkt auf %', wenn auf jeder unverzweigten unbegrenzten Uber-
lagerungsfliche iiber § zwei von demselben Punkt ausgehende Kurven,
deren Spurlinien ¢, 3’ sind, stets in demselben Punkte enden. — y, sei

eine Kurve anf § von P, nach p, welche den Punkt j auf § definiert,
U eine Umgebung von p auf §. Hinge ich an y, alle miglichen von p
ausgehenden, in 11 verlaufenden Kurven y an, so sage ich, die durch

alle so entstehenden Kurvenziige y, + p definierten Punkte auf & bil-
deten eine ,Umgebung“ W von p. Uber jedem Punkt von W liegt,

weil 1l einfach zusammenhiingend ist, ein einziger Punkt von 11,
und infolgedessen erfiillt unser Begriff der ,,Umgebung® die an ihn zu
stellenden Anforderungen (§ 4). Jede Triangulierung von § iibertrigt

sich sogleich auf §, sodaB wir ein Recht haben, & als , Fliiche® zu be-
zeichnen?t),

Jede einfach zusammenhingende Fliche ist schlichtartig. Liegt ndm-
lich auf einer triangulierten Fliche $, ein aus Kanten bestehendes Po-
lygon x, das sie nicht zerlegt, so kann man iiber § in der folgenden
Weise stets eine unverzweigte unbegrenzte, zweiblittrige Uberlagerungs-
fliche konstruieren®): Jedem Elementardreieck A von £ ordnet man zwei
yiber A liegende Dreiecke” A, A, zu. Sind A, A” zwei lings einer
dem Polygon m nicht angehirigcen Kante zusammenhiingende Dreiecke
von £, so sollen lings der entsprechenden Kante A| und A, miteinander
zusammenhingen und ebenso A, mit A]. Gehirt die gemeinsame Kante
von A', A" aber dem Polygon x an, so heften wir lings der entsprechen-

1) Ist § geschlossen und demgemii in endlichviele Elementardreiecke zer-

legt, so handelt es sich bei der Konstrukfion von ‘jf nur darum, von jeder der
endlichvielen geschlossenen Dreiecksketten auf § festzustellen, ob sie sich auch

auf § schlieBt, und dies muf sich natiirlich durch ein bestimmtes endliches Ver-

fahren entscheiden lassen. Vgl. die genetische Konstruktion von § bei Koebe,
Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven II, Crelles Journal Bd. 139,
1911, 8. 271—276.
2) Die Beschreibung der ﬂheriagerungaﬂilcha geschieht nach der in § 5,
Beispiel 9 allgemein geschilderten Methode.
4:3



H32 Begriff und Topologie der Riemannschen Flichen.
den Kante A] mit A} zusammen und A; mit AY. — Dal jedes gerad-
linige Polygon in der Euklidischen Ebene diese zerlegt, ist ein spezieller
Fall unseres Satzes, da sich der einfache Zusammenhang der Euklidischen
Ebene in genau der gleichen Weise einsehen liBit, wie der einfache Zu-
sammenhang des Kreisinnern.

Es ist von Wichtigkeit, zu entscheiden, wann ein aus endlichvielen
Dreiecken zusammengesetztes Gebiet einfach zusammenhiingend ist. Auf
einer triangulierten Fliche . sei also ein Gebiet J§ gegeben, das aus-
schlieBlich aus Punkten der Elementardreiecke A,, A, ---, &, von § be-
steht, aber auch alle inneren Punkte dieser Dreiecke wirklich enthilt;
eine Kante dieser Dreiecke soll entweder (abgesehen vielleicht von ihren
Endpunkten)ganz zu B gehoren [innere Kante] odersoll mit keinem Punkt
zu B gehiren [Randkante]; ein Eckpunkt, von dem nur innere Kanten
ausgehn, soll stets innerhalb P liegen. Ein solches Gebiet B nen-
nen wir ein Polyeder, und zwar ein offenes, falls es wenigtens eine
Randkante besitzt, eine geschlossenes, wenn keine Randkanten vor-
handen sind. % kann nur dann ein geschlossenes Polyeder sein, wenn
& eine geschlossene Fliche und P mit § identisch ist. Ein aus Kanten
bestehender einfacher Streckenzug, der bis auf seine beiden nicht inner-
halb B liegenden Endpunkte ganz zu P gehort, werde ein Quersehnitt
genannt. Wenn P offen ist und nicht nur aus einem einzigen Dreieck
A, besteht, gibt es Querschnitte in P (z. B. bilden eine oder zwei Kan-
ten eines Dreiecks A,, von dem wenigstens eine Kante Randkante ist,
einen solchen). Ein Querschnitt zerlegt, wie die in § 8 angestellten Be-
trachtungen zeigen, P entweder gar nicht oder in zwei Gebiete, die dann
gleichfalls offene Polyeder sind. Ist das offene Polyéder B einfach
zusammenhingend, muf jeder Querschnitt B zerlegen; dies erkennt
man genau so, wie oben aus dem einfachen Zusammenhang gefolgert
wurde, dafl jedes geschlossene Polygon zerlegt. KEs gilt hier auch die
Umkehrung: ein offencs Polyeder, das dwrch jeden Querschnitt zerlegt
wird, ist einfach zusammenhiingend. (Ein geschlossenes Polyeder, das

durch jedes aus Kan-

ten bestehende Poly-

qon zerleglt wird, ist

) einfach  zusammen-
héngend.)

1. B sei ein offe-

nes Polyeder, das die

Fig. 13. Qunerachnitts "TDIH.IJESEtE-HIlg des

Satzes erfiillt, und werde durch den Querschnitt ¢ in 3,, P, zerlegt. Dann

erfiillt auch jedes der beiden Polyeder P,, B, diese Voraussetzung. Ein

beliebiger Querschnitt 6, von 3, ist nimlich entweder selbst ein Quer-

schnitt 6" in P oder 1Bt sich zu einem solchen durch Hinzufiigen eines

0
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oder zweier Streckenziige, die Teile von ¢ sind, erginzen (Fig. 13). Man
fasse zwei Dreiecke ins Auge, die liings einer zu 6, gehorigen Kante an-
einander grenzen, und im Innern jedes dieser Dreiecke einen Punkt p¥,
bzw. p¥*. Da P durch ¢’ zer]egt wird, lassen sich p* und p** innerhalb
9 ohne Uberschreitung von 6° nicht verbinden (. 45). p* p** liegen
beide in %, sind aber dem Gesagten zufolge innerhalb %, Dhﬂe Uber-
schreitung von ¢, nicht verbindbar; d. h. %, wird durch ¢, zerlegt.

_ 2. Wir betrachten eine Uberlagerungsfliche $ (unverzweigt, un-
begrenzt) iiber B. A,, A, seien zwei Dreiecke, die lings einer Kante
6” von ¢ aneinandergrenzen, so daB A, zu P, A, zu P, gehort; Fo
zwei iiber A,, bzw. A, liegende Dreiecke auf SR mit gemeinsamer Kante.
Setzen wir nun voraus, der zu beweisende Satz wiire bereits fiir Polyeder,

die aus weniger Dreiecken bestehen als ¢, bewiesen, so schlieben wir,
daB P, und R, einfach zusammenhiingend sind. Infolgedessen kénnen

wir jedem Dreieck A von ‘P ein dariiber gelegenes A von B so zu-
ordnen, daB A, dem Dreieck A, A, dem Dreieck A, zugeordnet erscheint
und irgend zwei Dreiecken A, deren gemeinsame Kante eine innere
Kante von B, oder ‘}, ist, stets zwei Dreiecke A entsprechen, die gleich-
falls eine Kante gemein haben. Ist p, ein Endpunkt von 6° ohne End-

punkt des Querschnitts 6 zu sein, so liegt iiber dem Stern & der sich
um p, gruppierenden Elementardreiecke von §. (& gehrt ganz zu %)
ein Dreieckszykel © auf B, der A,, A, und iiber jedem Dreieck A von
© (wegen der Unverzweigtheit von 9P) ein einziges
Dreieck A enthilt, und dabei kann A kein anderes Drei-
eck sein als eben dasjenige, das durch unsere Zuordnung
dem A zugewiesen war (s. Figur 14). Ist 6" die im
Eckpunkt p, auf ¢° folgende Kante von 6, A, A, die
beiden Dreieake in P,, bzw. P, mit der gemeinsamen
Kante 6/, so folgt daraus, dab die diesen von ums zu-
geurdneten Dreiecke ﬂ ﬂ2 gleichfalls eine Kante ge-
meinsam haben. lndem wir so, den Querschnitt 6 von
6" aus nach beiden Richtungen durchlanfend, von Kante
zn Kante fortschlieBen, gelangen wir zu der Einsicht, daB die Dreiecke A
auch iiber den Querschnitt ¢ hiniiber miteinander zusammenhiingen. Da-
mit ist die Einblittrigkeit von ‘B, also der einfache Zusammenhang von
B bewiesen. Denn fiir ein Polyeder, das aus einem einzigen Dreieck be-
steht, kann an der Richtigkeit unseres Satzes nicht gezweifelt werden.

Fig. 14.

Die Bedeutung der Uberlagerungsflichen fiir die komplexe Funltionen-
theorie geht schon daraus hervor, daB jede zu einer Riemannschen Fliche

% gehirige unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsfliche § selbst ohne
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weiteres eine Riemannsche Fliche ist. Indem man niimlich allen iiber
einem Punkt p von § gelegenen Punkten der Uberlagerungsfliche den
gleichen Funktionswert zuordnet wie dem Punkte p, erhilt man aus
jeder Ortsuniformisierenden #(p) zu einem Punkte p, von § eine be-
stimmte Ortsuniformisierende ¢ zu jedem der iiber p, gelegenen Punkte

von ¥, und erhidlt man zu jeder von wesentlichen Singularitiiten freien Funk-
tion auf § eine Funktion gleichen Charakters auf . Jede Funktion auf

der beliebigen unverzweigten, unbegrenzten Uberlagerungsfliche $§ er-
scheint aber wieder als eine eindeutige Funktion auf der wniversellen

{Iberlagerungsfliche &, so dalf deren Betrachtung geeignet ist, die aller
andern nicht so kriftigen Uberlagerungsflichen bis zu einem gewissen

Grade zu ersetzen. Unter den Funktionen auf § sind die Funktionen [
auf der Grundfliche § durch die Eigenschaft charakterisiert, dall sie sich

gegeniiber der Gruppe der Decktransformationen von ;} invariant ver-
halten; d. h. sie erfiillen die Identitit

[(p)=f(pT),

wenn die Zuordnung 7T':p—>p T irgend eine dieser Decktransforma-
tionen ist.

Die funktionentheoretische Ausnutzung des einfachen Zusammen-
hangs einer Fliche beruht auf dem folgenden Monodromiesatz:

Ist § eine einfach zusammenhingende Fliche,

z=a_,t "+ +a,+at+a,t*+--- [f=Ortsuniformisierende zu p,],

ein zu emem Punkt p, von § als Mittelpunkt gehiriges Funktionselement
und stifit man bei der analytischen Forlsetzung von z ldngs beliebiger
Wege auf § niemals awf andere kritische Punkte denn auf gewdohnliche
Pole, so erhdlt man durch diese Fortsetzung eine in § eindeutige, bis auf
Pole reguliir-analytische Funlktion.

Beweis: In analoger Weise wie die universelle Uherlagerungsﬂache
definiert wurde, kann man eine unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungs-
fliche iiber @& erkliren, welche die Eigenschaft besitzt, dab auf ihr eine
Kurve, deren Spurlinie auf % von p, nach p, zuriicklduft, dann und nur
dann geschlossen ist, falls Fortsetzung des Funktionselements z lings
der Spurlinie zu dem Anfangselement zuriickfiihrt, Wegen des voraus-
gesetzten einfachen Zusammenhangs von § mul diese Uberlagerungs-
fliche einblittrig sein. Damit ist bereits der Beweis des Monodromie-
satzes erbracht.

Ein spezieller Fall des Monodromiesatzes ist der Cauchysche Integral-
satz. Umihn allgemein formulieren zu konnen, miissen wir von den ,,Diffe-
rentialen® auf einer Riemannschen Fliche sprechen. Wiihrend eine ,,Funk-
tion“ dadurch charakterisiert ist, dafi sie an jeder Stelle ihres Definitions-
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bereichs einen bestimmten Wert hat, kommt einem Differential dz an
einer Stelle p nicht an sich, sondern nur im Verhiltnis zu dem Diffe-
rential d ¢ einer jeden zu p gehirigen Ortsuniformisierenden £ ein bestimm-
ter Wert (d2)? zu; sind £, v zwei zu derselben Stelle p gehirige Orts-
uniformisierende, so mubl dabei stets

(dz)p = (daﬁ( )ﬂ

sein. Eine im Gebiet & regulir-analytische Funktion 2 besitzt ein Diffe
rential dz, fiir welches
(¥
2 = (5
(@)} (dt),=.;.

ist, wenn p irgend ein Punkt von &, ¢ irgend eine zu p gehirende Orts-
uniformisierende bedeutet. Auch eine harmonische Funktion w gibt zu
einem Differential dw Veranlassung — gemill der Formel

(dw)p = (3;: g:)r : [t =x + 1y].

Durch Multiplikation eines Differentials dz mit einer Funktion f ent-
steht ein neues Differential d Z:

(@Z) = [(p)-(d2)}.

Ist an einer Stelle p:(dz)? = O fiir eine zn p gehorige Ortsuniformisie-
rende £, so ist dies fiir jede Ortsuniformisierende zu p der Fall; p ist
dann eine Nullstelle von dz. Sind dZ, dz zwei in demselben Gebiet

@® erklirte Differentiale und besitzt dz nirgendwo eine Nullstelle, so ist

dZ

= f eine Funktion in ®;

(dzy

gdz = 'ﬂm

~ist niimlich von der Wahl der Ortsuniformisierenden ¢ unabhingig.
Gibt es eine Umgebung des Punktes p, (mit der Ortsuniformisie-

renden f), in der dz und df existieren, df < 0 und e reguliir—analvtisch

ist, so heiBt dz an der Stelle p, regular-imlyhsch Hat ® eine Null-

stelle m** Ordnung fiir { = 0, so sagen wir auch von dem leferential
dz, es habe in p, eine Nullstelle m'* Ordnung (oder sei von der Ord-

nung m); hat ii einen Pol n'*r Ordnung (d# ist dann in der Umgebung

von p, mit AusschluB dieses Punktes selbst definiert), so sagen wir, dz
habe in p, einen Pol n'** Ordnung (oder sei von der Ordnung — n).
Diese Ordnungszahlen sind von der Wahl der Ortsuniformisierenden ¢
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unabhiingig. Das Gleiche gilt von dem Residuum?) des Differentials dz
an der Stelle p,, d. i. dem Koeffizienten 4 _, der Entwicklung
£ ALt b e A T A

Das Differential einer bis anf Pole reguliiren Funktion ist selbst, abge-
sehen von Polen, regulir analytisch und hat nirgendwo ein von 0 ver-
schiedenes Residuum. Die Umkehrung dieses Satzes, soweit sie richtig
ist, bildet den Inhalt des Cauchyschen Integralsatzes in seiner allgemeinen
Forlrnﬂiﬁrung,

Ist dz ein in einem einfach zusammenhingenden Gebiet & bis
auf Pole requliires Differential, das nirgendwo ein Residuum == O besitzt,
so gibt es eine, abgesehen von Polen, regulive eindeutige Funltion z, deren
Differential mit dem gegebenen dz in ganz ® iibereinstimmd,

Beweis: p, sei eine Stelle in ®, an der sich dz regulir verhilt, und
es gelte mit Bezug auf eine zu p, gehorige Ortsuniformisierende ¢ fiir
hinreichend kleine ¢ die Entwicklung

dz
di

Dann bilde man das Funktionselement
] -]
z2=A4,t+ ‘41: i Agt-_; S

— A, 4+ Af+ AP+ ...

Dieses Element gestattet auf jeder von p, ansgehenden, in & verlaufen-
den Kurve y eine analytische Fortsetzung, bei der man auf keine andern
kritischen Punkte als aunf Pole stiBt (mit Hilfe dieser analytischen Fort-
setzung definieren wir das Integral ftfz), und so erhilt man nach dem

y
Monodromiesatz eine eindeutige Funktion 2z in ® von der gewiinschten
Beschaffenheit.

$ 10. Einseitigkeit und Zweiseitigkeit von Fliichen. Der Residnensatz.

Es sei in der Euklidischen Ebene eine geschlossene Kurve € mit
bestimmtem Durchlanfungssinn gegeben, ferner ein nicht auf € gelegener
Punkt O und in dem Biischel der Halbgeraden durch O (kiirzer: in O) ein
bestimmter Drehungssinn 5. Verfolgen wir, wiihrend der variable Punkt P
die Kurve € einmal im vorgeschriebenen Sinne durchlinft, die stetige
Anderung des Winkels ¢, den die Strecke O F mit einer festen Halb-
geraden durch O bildet, so wird die Differenz
«Wert von ¢ am Ende — Wert von ¢ am Anfang der Durchlaufung»
ein ganzzahliges Vielfaches 2nx von 2 sein; die ganze Zahl n heilit die
Ordnung von O in Bezug auf €, in Zeichen

1) Man mub durchaus daran festhalten, daB das Residuum etwas ist, was
¢inem IDifferential, nicht einer Funktion zukommt.
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n = ord(0).
03

Diese Zahl n hingt, anfer von dem Punkte O und der in bestimmter
Weise durchlanfenen Kurve @, noch von dem Drehungssinn & in O ab;
ersetzen wir diesen durch den entgegengesetzten, so wechselt % sein Vor-
zeichen.

Die Méglichkeit, auf einer beliebigen Fliche einen Drehungssinn
festzulegen, bernht auf dem folgenden fundamentalen Satz:

Ist ein Gebiet & der Fullidischen Ebene auf ein ebensolches Gebiet
& wmbehrbar eimdeuwtig und wmkehrbar gebietsstetiq abgebildet, wobei dem
Punkte O von & der Punkt O entsprechen mdge; ist ferner in O ein
bestimmter Drelungssinn 5. gegeben, so kann man in O einen Drelungs-
sinn 5" so festlegen, dafi die Ordnung des Punktes O in Bezug auf jede
nicht durch O gehende, in & verlaufende geschlossene Kurve mit der Ord-
nung von 0" in Bezug auf die Bildkurve dibereinstimmd.

Zum Beweise benutzen wir einen festen Kreis f in & mit dem Mittel-
punkt O (z, y bedeuten Cartesische Koordinaten):

z=acos2xl, y=asin2xl [0 1< 1];
in Bezug auf f besitzt O die Ordnung 1. Wir entscheiden uns in O°
zunichst willkiirlich fiir einen der beiden méglichen Drehsinne, und nennen
dann n, die Ordnung von O’ in Bezug aunf die Bildkurve " von £ Der
Beweis zerfiillt in zwei Teile:
1. Ist € eine beliebige geschlossene Kurve in &, die nicht durch
geht, n = néd (0), so ist

ord (O") =mn-n,-
&
o n, ist = | 1 oder — 1.
Beweis von 1.:
z=a(d), y=y@) D<A
sei die Kurve €; wir teilen sie so in Teilbigen ein
U= s et
daB auf jedem dieser Teilbigen die Wertschwankungen des Azimuts ¢
kleiner als ; bleiben. Py, P,, ..., P,_, seien die den Werten 0, 4,, ...,

A, _, entsprechenden Kurvenpunkte. Verfolgen wir also die stetige Ande-
rung des Winkels ¢ = (1), den O P mit einer festen durch O gehenden
Halbgeraden einschlieBt, wihrend P den 2*® Bogen €,: 4, , < 1< 1, durch-

liuft, so kommen niemals zwei @-Werte vor, deren Unterschied absolut
g:— wiire. @, ordnen wir den durch die Halbgeraden OPF,_,, OP, aus

I ausgeschnittenen Kreishbogen f,: @, , @, zu und bringen ihn mit Hilfe
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— = = —— ————— = —— —=

eines Parameters 4 so zur Darstellung: # = #,(1), y = y,(1), daB wenn 4
monoton von 4, _, bis i, wiichst, der zugeordnete Punkt (zy) jenen Kreis-
bogen monoton von ¢, _, nach @, durchliuft. Die Verbindungsstrecke
eines Punktes P auf €, mit einem Punkte ¢ auf f,

enthilt niemals den Punkt 0; denn dann wiirden die
Halbgeraden O P, O ¢ den Wiukel 7 miteinander ein-
schliefen, was unmoglich ist,

f=L+5L+---+1

ist eine geschlossene Kurve, die den Kreis I stiick-
weis monoton und im ganzen n-mal umliuft. Die
Bildkurve 8 von & umliduft demnach stiickweis
°0 monoton und im ganzen n-mal £'; infolgedessen hat
e S 0" mit Bezug auf & die Ordnung = - n,
Ist u eine Zahl > 0 und < 1, so stellen die Gleichungen
z=pz(2) + (1 —p)2,(2)
y = uy(4) + (1 — ) 9:(2)
eine gESLhI{}ESLHE Kurve G, dar, die nicht durch O hindurchgeht, deren
Bildkurve € also nicht durch O° hindurchgeht. Bezeichnen wir mit n,
die {]rdnung von ' in Bezug auf €., so variert infolgedessen und weil
@/, stetig von u abhingt, n, stetig mit p, mufl aber immer eine ganze

Zahl sein und ist demnach konstant fir 0 <u <1. Fiir u = 1 ist @_ =
und stimmt fiir @ = 0 mit der Kurve & iiberein. Darum muf

ord (0") = ord (OQ") = n - n,
iy L

(i, == h=12"

sein.

Beweis von 2.: Ist € eine abgeschlossene Menge in der Euklidischen
Ebene und P 1rgend ein nicht zu & gehoriger FuuLt s0 nennen wir die
Gesamtheit der mit P durch stetige, € nicht treffende Kurven verbindbaren
Punkte ein dureh G bestimmtes Gebiet. Zwei durch € bestimmte Ge-
biete sind entweder villig identisch oder haben keinen einzigen Punkt
gemein. Die Grrenze eines Gebietes wird von allen Pankten gebildet, die
ohne dem Gebiete selbst anzugehiéren, Verdichtungsstellen von Punkten
des Gebietes sind. Die Grenze eines durch € bestimmten Gebietes & ist
sine abgeschlossene Teilmenge &* von €. & ist dann auch eines der durch
(&* bestimmten Gebiete.

Hieraus geht fiir " hervor: Die geschlossene Kurve ' bestimmt in
der Ebene zwei Gebiete; das eine, J, welches wir das innere nennen, be-
steht aus allen Bildpunkten der innerhalb f gelegenen Punkte; das andere,
das ,iuBere”, U, enthilt alle weitentfernten Punkte der Ebene. Als , weit
entfernt® haben diejenigen Punkte der Ebene zu gelten, die auBerhalb
eines Kreises um O liegen, der die ganze Kurve [’ im Innern enthilt.
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Jeder Punkt von f’ gehirt sowohl zur Grenze von 3 als von . Ein
Teilbogen von f" bestimmt nur ein einziges Gebiet.

In jedem Punkte der Ebene legen wir zur Bestimmung seiner Ordnung
in Bezug auf " denselben Drehungssinn zugrunde. Liélt man dann einen
Punkt in der Ebene stetig wandern, ohne daf er I’ trifft, so mufi sich
geine Ordnung in Bezug auf t’ stetig dndern und also konstant bleiben.
Sowohl fiir alle Punkte von U als fiir alle Punkte von I existiert daher
eine konstante Ordnung; dieselbe ist fiir A: = 0, da die weitentfernten
Punkte gewili die Ordnung O in Bezng auf " haben. Von den Punkten
von § behaupten wir, daBi ihre Ordnung = + 1 ist.

Durch O° legen wir eine Gerade. Verfolgen wir diese von 0 aus
nach beiden Seiten, so miissen wir in beiden Richtungen zum ersten Mal
auf einen Punkt von I’ treffen. Die beiden so erhaltenen Punkte E, F'
von [’ zerlegen diese Kurve in zwei Teilbogen. Der eine von ihnen, f;,

—
bildet zusammen mit der geradlinigen Strecke F' £ eine geschlossene Kurve

@,, der andere, [, mit der Strecke EF eine zweite geschlossene Kurve
G,. Die Strecke E F kreuzen wir im Punkte O’ durch eine kleine auf
EF senkrechte Strecke 0, 0,, die ganz in J liegt. Die Ordnung eines
Punktes P in Bezug auf €, springt offenbar um
+ 1, wenn P, die Strecke O, ), monoton durch-
laufend, O passiert'):

ord (0,) — ord (0,) = + 1.
G, &,

Da §,, aus einem die Ebene nicht zerlegenden
Teilbogen von {” und einer geradlinigen Strecke ¥ig-16- AR e
bestehend, die Ebene in hiichstens zwei Gebiete '
31, A, zerlegen kann, muB O, oder 0, demjenigen dieser beiden Gebiete 2,
angehoren, in welchem die weitentfernten Punkte der Ebene liegen; einer
der beiden Punkte O,, 0,, etwa O,, mufl also in Bezug auf €, die Ord-
nung O haben; dann hat O, in bezug auf €, die Ordnung + 1 und liegt
in dem anderen der beiden durch €, bestimmten Gebiet J,.

Ebenso erkennt man, dafi €, die Ebene in zwei Gebiete J,, U, zer-
legt, von denen 2, die weitentfernten Punkte der Ebene enthalten mége,
und daB ferner einer der beiden folgenden Fille eintreten muf:

1) n;d (0,) =0, omrd (0;) =+ 1; O, liegt in U, ;

1) Denn der Winkel, unter dem die Strecke I-T}'E von P aus erscheint, kon-
vergiert gegen + = oder — 7, je nachdem P von O, aus oder von 0, aus gegen
€)" riickt; die gesamte Winkelinderung aber, die ein durch P gehender Strahl
erleidet, dessen anderer Endpunkt die Kurve f] beschreibt, hiingt stetiz von P
ab, auch an der Stelle P — (.
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2) ord (0y) =41, ord(0;) =0; O, liegt in ;.
€, o

Im Falle 1) ergibe sich in Ubereinstimmung mit unserer Behauptung

ord (0,) = ord (0,) + ord (0,) = + 1.
€ & Uy

Wir zeigen jetzt, daB 2) unmoglich ist.

Die Punkte von f; liegen, wenn wir von den Endpunkten F, F' ab-
sehen, in A,. Denn in beliebiger Nihe eines Punktes ¢ von f. finden
gsich Punkte von ¥, und diese sind mit den weitentfernten Punkten der
Ebene durch stetige Kurven verbindbar, welche " nicht treffen, also ganz
in A verlaufen, und daher auch die Strecke EF und f; + EF = §, nicht.
treffen. In beliebiger Nihe von @ finden sich also Punkte, die zu ¥,
gehiren, und da der Punkt @ nicht auf G, liegt, muB daher ¢ selbst in
A, liegen. 33, besteht aus allen Punkten J, die mit O, durch Kurven ¢ ver-
bindbar sind, die €, nicht treffen. ¢ liegt selbst ganz in J,, und da fs
aufler seinen Endpunkten in U, liegt, trifft ¢ auch f; nicht, also auch
nicht £} + EF = §,. Trite jener zweite Fall ein, so lige O, gleichzeitig
in J;, und es wiirde, da ¢ die Kurve €, nicht trifft, auch J in J; liegen.
Jeder Punkt von 3§, wiire demnach ein Punkt von ;. Ebenso erkennt
man das Umgekehrte; demnach wire 3§, identisch mit 3¥;. [ gehort, ab-
gesehen von den Endpunkten, nicht zur Grenze von 3J,, ebensowenig i
zur Grenze von J,. Ist nun J, = 3J,, so kann danach die Grenze von J,
nur aus Punkten der Strecke E I bestehen. Das ist aber widersinnig,
da die Strecke FF die Ebene nicht zerlegt. Die Unhaltbarkeit der An-
nahme 2) ist erwiesen.

Der durch den Fundamentalsatz zu Anfang dieses Paragraphen fest-
gelegte Drehungssinn 5. heiBle der Bild-Drehungssinn von 3 bei der
Abbildung S* des Gebietes & auf &": 5 ,,zeht* durch die Abbildung
S° ,ither* in 5°. Hat man & durch eine umkehrbar-eindeutige und
-gebietsstetige Abbildung S auf ®’, durch eine andere solche Abbildung
S” auf " abgebildet, so geht der durch S erzeugte Bilddrehungssinn
A'=25 8" von & in den durch S” erzengten Bilddrehungssinn &” = % 8"
iiber durch die Abbildung S'~'8”, welche & in & transformiert.

Diese Tatsachen geniigen, um die Moglichkeit zu erkennen, in einem be-
liebigen Punkte p, einer gegebenen Mannigfaltigkeit § einen Drehungssinn
5 festzulegen. Bei jeder umkehrbar-eindeutigen und -gebietsstetigen Ab-
bildung S einer Umgebung von p, auf ein Gebiet der Euklidischen Ebene,
bei welcher p, in O iibergehe, wird & sich in einem in O herrschenden
Bilddrehungssinn & S kundgeben. Hat man zwei solche Abbildungen
S und 7, so existiert stets eine Umgebung von p,, von der beide Ab-
bildungen ein umkehrbar-eindeutiges und -gebietsstetiges Bild in der Eukli-
dischen Ebene entwerfen. Die Bilddrehungssinne 5.8, 4 I miissen von
solcher Art sein, daB 5 S durch die Abbildung S—!7 iibergeht in & 7.
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{Die explizite Angabe eines Drehungssinnes 5 kann natiirlich nur ,bild-
lich® dadurch geschehen, dall man fiir irgendeine bestimmte Abbildung
&S den Bilddrehungssinn 4 S in der Kuklidischen Ebene gibt).

Legt man in irgend zwei Punkten der Ebene O,, O, den gleichen
Drehungssinn &, = &, zur Bestimmung der Ordnung dieser Punkte zn-
grunde, so macht sich das darin bemerkbar, daf O, 0, sicher immer
dann in Bezug auf eine geschlossene ebene Kurve € die gleiche Ordnung
besitzen, falls sich O;, O, durch eine € nicht treffende Kurve verbinden
lassen. Liegen (), O, in einem Gebiet &, das durch eine nmkehrbar-ein-
deutige und -gebietsstetige Abbildung S” in & iibergefiihrt wird, so zeigt
diese Bemerkung, wenn wir sie auf Kurven € anwenden, die in (Y liegen,
dafi aus 5, =3,

5,8 = 5,8
folgt. Danach ergibt sich naturgemafi folgende Definition :

Ist in jedem Punkte einer Mannigfaltigheit § cin Drehungssinn 5
festgelegt, so heif3t derselbe im Punkt p, stetig, falls es eine Umgebung von
po ibt derart, daf, wenn diese irgendwie wmbkehrbar-eindeutiq und -gebiets-
stetiqg auf ein ebenes Gebiet abgebildet wird, der Bildsinn von 35 in allen
Punkten dieses Gebictes derselbe ist.

Und nur dann, wenn & iiberall stetig ist, wird man sagen, daB auf der
Mannigfaltigkeit § ein einheitlicher Drehungssinn definiert ist. Wenn
eine solche ,einheitliche” Festlegung eines Drehungssinnes anf § moglich
ist, heiBt  zweiseitig (Beispiele: Fuklidische Ebene, Kugel, Torus), sonst
einseitig?) (Beispiele: projektive Ebene, Mibinssches Band). Eine geschlos-
sene Kurve auf § kann von zweierlei Art sein: gehe ich von einem bestimm-
ten Drehungssinn & in einem Punkte der Kurve aus und setze diesen liings
der Kurve stetig fort, so komme ich in dem Anfangspunkt entweder mit
demselben oder dem entgegengesetzten Drehungssinn an. Auf zweiseitigen
Flichen gibt es nur Kurven der ersten Art, auf einseitigen sowohl Kurven
der ersten als der zweiten Art. Daraus erkliren sich die Namen. DaB
sich der Drehungssinn lings einer Kurve zweiter Art umkehrt, duBert sich
namlich an einer einseitigen Raumfliche wie dem Mébiusschen Bande darin,
daB ich, lings dieser Kurve wandernd, von der einen ,Seite“ der Fliche
auf die andere gelange, so daff die Fliche in Wahrheit gar nicht zwei
getrennte ,Seiten” hat. Uber jeder einseitigen Fliche § existiert eine un-
verzweigte, unbegrenzte, zweiblittrige, zweiseitige Uberlagerungsfliche,
auf der eine Kurve dann und nur dann geschlossen ist, falls ihre Spur-
kurve auf §f geschlossen und anBerdem von der ersten Art ist. Die beiden
Blitter dieser Uberlagerungsfliiche kann man als die eine und die andere
yoeite” von § betrachten.

1) Diese Definition der Einseitigkeit wurde von Klein, Math, Aun, Bd. 9
{1876), 5. 479 gegeben.
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Wir denken uns jetzt die Fliche §, von der wir annehmen wollen,
daB sie zweiseitig ist und also auf ihr ein einheitlicher Drehungssinn
festgelegt ist, in einer bestimmten Triangulierung § vorliegend. Ein Drei-
eck A dieser Triangulierung mit den Ecken 1, 2, 3 ist dadurch auf ein
ebenes gleichseitiges Dreieck D abgebildet, daf man die Koordinaten-
verhiiltnisse £ :£,:&;, welche den Punkten von A entsprechen, mit den
homogenen (in bezug auf die Ecken von D) gebildeten) Schwerpunkts-
koordinaten der Bildpunkte in /) identifiziert. Diese Abbildung S ist fiir
das Innere von A und ) umkehrbar-gebietsstetig. 5 erzeugt also in allen
inneren Punkten von 1) einen bestimmten Bilddrehungssinn 3, S, und zwar
in allen Punkten denselben; dieser aber induziert
in der aus der Figur hervorgehenden Weise einen
bestimmten Umlaunfssinn auf dem Rande von I»
und damit eine bestimmte zyklische Eckenreihen-
folge oder Indikatrix von D bzw. A: entweder

(123) = (231) = (312)

oder

Fig. 17. Drehungssinn und (21 3) L (1 32) i {321)_

Indikatrix.

Nachdem man so fiir jedes Dreieck A der Triangulierung eine be-
stimmte Indikatrix erhalten hat, betrachte ich zwei solche Dreiecke A,
mit den Ecken 123 und A, mit den Ecken 124, die lings der Kante 12
aneinandergrenzen. Ich behaupte: bei der mit der vorgegebenen Indikatrix
erfolgenden Umlaufung von A; wird die Kante 12 in enfgegengesetzter
Richtung durchlaufen, wie bei der durch die Indikatrix vorgeschriebenen
Umlaufﬁng von A,. Ich driicke das kurz dadurch aus, dafi ich sage, die In-
dikatrix von A, ist mit der von A, kohiirent. Man zeichne in der Ebene
zwei gleichseitige Dreiecke )y = (123), D, = (124), die mit der Kante 12
aneinanderstofien. Ay ist durch die Koordinatenverhilinisse seiner Punkte
anf I, stetig abgebildet (die Abbildung heiBe S;) und A, auf D, (Abbildung
S,). Dabei entsprechen sich die mit gleichen Ziffern bezeichneten Ecken.
Die gemeinsame Kante von A,, A, ist zweimal, sowohl durch S; als durch
S,, auf die gemeinsame Kante von 1)y, D, abgebildet. Fiir diese Kante
ist S;1S; eine umkehrbar-eindeutige stetige Abbildung, bei der jedes der
beiden Enden in sich iibergeht. Ich wihle einen Punkt p auf der Kante
12 (der keiner der Endpunkte ist), einen Punkt p, im Innern von 4,,
einen Punkt p, im Innern von A,:

Ps=PsS;5, Py=PpS; P=p5, p'=1p8,.
Man kann [), leicht so umkehrbar eindeutig und stetig auf sich selbst ab-
bilden (Abbildung s,), dal jede von p* ausgehende Strecke p*p (p am Rande
von [),)in die Strecke p®p iibergeht, auf der Kante 12 aber s, mit S; 5, tiber-
einstimmt. Durch Figur 18 wird eine solche Abbildung angedeutet. Dann
wird durch diejenige Abbildung T, welche fiir &,: = S,, fir A,: =85,
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ist, das Innere von A;+ A, umkehrbar-eindeutig und -gebietsstetig auf
das Innere des Rhombus Dy + D, abgebildet. Analog werde eine Ab-
bildung 7, konstruiert, die fiir A, mit S, iibereinstimmt. 75'7 ist eine
umkehrbar eindeutige stetige Abbildung des Rhombus [); + D), in sich,
bei der das geradlinige Strahlen- ,
biischel durch den Punkt p® in das
geradlinige Strahlenbiischel durch
den Punkt p* iibergeht und jeder »
Punkt auf dem Rande des Rhombus ¢
festbleibt. Man zeichne das Bild 5 T
desin den Punkten p;und p herrsehen- fiR
den Drehungssinnes 4. Ks ist dann
5 Ty in p® derselbe Drehungssinn wie H
in Ps- D{?I" El‘.'ldl.lllﬂkt eines h[‘,“’f_"g- Flg. 15. Abbildung eines Dreiscks £, anf
lichen Strables durch den Punkt p, sich selbst.

oder p°, der um diesen mit dem Drehsinn & 7 herumkreist, durchlaufe
den Rand des Rhombus etwa in der Richtung 13241. Durch die Ab-
bildung 735 '7, geht 5 T im Punkte p® {iber in 3 7', im Punkte p*. Dem-
nach beschreibt der Endpunkt eines beweglichen Strahles durch p*, der um
diesen Punkt im Drehsinn 3 7, kreist, offenbar den Rhombus gleichfalls
in der Richtung 13241. Das Gleiche gilt infolgedessen auch fiir einen
Strahl durch p,, der diesen Punkt mit dem Drehsinn 5 7', umkreist.
% T’y = 5 S; in p, ist aber mafigebend fiir die Indikatrix von ), 5 T', = 5 5,
in p, maBgebend fiir die Indikatrix von [),; in dem angenommenen lall
wire (321) die Indikatrix von D, (412) diejenige von 1),

Ein einheitlicher Drehsinn & auf der triangulierten Fliche . in-
duziert also in jedem Elementardreieck A von § eine Indikatrix, di__e' fiir
je zwei aneinanderstofiende Dreiecke miteinander kohiirieren. Unsere Uber-
legung liefert aber sofort aunch das umgekehrte Resultat: Wenn jedem
Dreieck A von ¢ eine Indikatrix so zugeordnet ist, daB dieselben fiir je
zwei aneinanderstoliende Dreiecke kohiirieren, so ist dadurch ein einheit-
licher Drehsinn & auf § festgelegt, der in jedem A die betreffende In-
dikratix induziert.’) Eine zweiseitige Fliche § . vermag man also daran
zu erkennen, dall es moglich ist, jedem A eine solche Indikatrix zuzu-
weisen, daB je zwei aneinanderstoBenden Dreiecken Indikatrizen zukommen,
die miteinander in Kohirenz stehen.

¥
£

1) Durch diese Eigenschaft, daB man allen Elementardreiecken kohirente
Indikatrizen erteilen kann, definieren Mibius (1865; Werke Bd. I, S. 477 u. 482)
und auch Brouwer (Math. Ann. Bd. 71, 8 101) die zweiseitigen Fliichen. Den
Nachweis dafiir, daB diese Eigenschaft einer Fliche unabhingiz von der Art
ihrer Triangulation zukommt, erbringt Brouwer, Math. Ann. Bd. 71, 8. 324 (FuB-
note) in anderer Weise, als es hier geschehen ist; sein Beweis ist auch fiir n-di-
mensionale Mannigfaltigkeiten giiltig.
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Beispiel: Aus dem in § 5 angegebenen Schema der projektiven Ebene
ergibt sich rein kombinatorisch deren Einseitigkeit. Das Schema lautete:

(1 IT 1II)
__———_'_'_._-_._._.-_._._'_._'__. - ——
(1 II III) (I 2 1II) (I 11 3)
e i i
i v N

., / .
(1II2) 1310 (@I21) (32II) @13 (2I3)

In dieser Schreibweise steht jedes Dreieck der letzten Zeile in mittelbarer
Kohiirenz zu (I II III); als inkohirent geschriebenes Zwischenglied tritt
je ein Dreieck der zweiten Zeile auf. Wire die projektive Ebene zwei-
seitig, so miiliten in dem Schema je zwei unter den sechs Dreiecken der
letzten Zeile, in denen zwei gleichlantende Ziffern vorkommen, in Kohiirenz
stehen; in Wahrheit kommen jedoch drei Inkohirenzen vor:

(1 II 2) (1 3 III) (3 2 III)

! I
121) (I 1| 3) (2 11 3)

[Zusatz: In den oben durchgefiihrten allgemeinen Uberlegungen
haben wir benutzt, daB man jedes Dreieckpaar einer Triangulation um-
kehrbar eindeutig und stetig auf einen Rhombus abbilden kann (wobei
Ecke in Ecke iibergeht). Auf gleiche Art kann man einen Dreiecksstern
so auf ein regulires Polygon der Euklidischen Ebene umkehrbar ein-
deutig und stetig abbilden, dafl der innere Eckpunkt des Sterns in den
Polygonmittelpunkt, die Randecken des Sterns in die Polygonecken iiber-
gehen. Zerlegt man dieses Polygon irgendwie so in Dreiecke D, dafl auf
der Peripherie des Polygons keine neuen Ecken entstehen, und der Poly-
gonmittelpunkt ins Innere eines der Dreiecke [) fillt, so hat man dadurch
die urspriingliche Triangulation der Fliche im Innern des einen Dreiecks-
sterns so veriindert, daB ein Punkt, der friiher Eckpunkt war, jetzt ins
Innere eines Elementardreiecks zn liegen kommt. |

(ehen wir von einem festen Elementardreieck A, der triangulierten
Fliche §: aus, dem wir eine bestimmte Indikatrix erteilen, und ist A
irgend ein anderes zur Teilung ¢ gehoriges Elementardreieck, so kann
man A, mit A durch eine einfache Kette von Dreiecken verbinden:

{I-."F‘} &ﬂ? ﬂ|!¢ &'E! ey &rn. == &'

Man erteile A, die mit der Indikatrix von A, kohirierende Indikatrix,
A, diejenige, welche mit der von A, kohiriert usw.; so bekommt jedes
Dreieck der Kette und endlich auch A selbst eine bestimmte Indikatrix.
Ist

(K" Do =D, Af, B, -+, A, =A

eine andere einfache Kette, welche A, mit A verbindef, so konnen



& 10. Eingeitigkeit und Zweiseitigkeit von Flichen. 65
wir auch in dieser Kette die Indikatrix von A, nach dem Prinzip der
Kohiirenz fortsetzen. Gelangen wir in jeder Kette zu derselben Indika-
trix von A, und zwar, welches auch das Enddreieck A sein mag, so muB
die Fliche zweiseitig sein. Wenn sie einseitig ist, wird es demmach fiir
ein gewisses Dreieck A zwei Ketten (K) und (K') geben, die fiir das
Enddreieck A zu verschiedenen Indikatrizen fithren. Ich notiere die-
jenigen Dreiecke der Kette (K), die auch in (A") auftreten, in derjenigen
Reihenfolge, wie sie in (K ) vorkommen:
{13:} By, By By, -+, A
Es sei etwa A, (vielleicht erst A ) das erste Dreieck unter diesen, dem
in der Kette (K') eine andere Indikatrix zukommt wie in der Kette
(K), und A, das in der Reihe (13) A, vorangehende Dreieck, Das Stiick
der Kette (A), welches A, mit A, verbindet, liefert zusammen mit dem
von A, zu A, filhrenden Stiick der Kette (K”) eine (sich nicht iiber-
schneidende) geschlossene Dreieckskette. In dieser kehrt sich die Indi-
katrix, wenn man sie nach dem Prinzip der Kohiirenz fortsetzt, um. Auf
einer einseitigen Fliche mub demnach die Undurchfiihrbarkeit einer der
Kohiirenzbedingung geniigenden Indikatrix bereits in einer einfachen ge-
schlossenen Dreieckskette K, znm Austrag kommen.

Zeichnet man in jedem Dreieck einer solchen Kette K, eine Ele-
mentarstrecke ¢, die von einem Punkt der Kante, an die das vorher-
gehende Dreieck der Kette Kj anstobt, zu einem Punkte derjenigen Kante
hiniiberfiihrt, an die das nichstfolgende Dreieck stioBt, und zwar =o, dall
diese Elementarstrecken ¢ zusammen ein geschlossenes Polygon z bilden,
so hat x keine getrennten Ufer: denkt man sich x als einen Graben, an
dem eine Promenade entlangliuft, so fithrt uns diese Promenade nach
einmaligem Umlauf nicht zum Ausgangspunkt zuriick, sondern endet auf

Q O Q O

J : ¥
Fig. 19. Dreiockskotte, in der sich die (durch Drohkreise bezeichnete) Indikatrix umkehrt, und

Polygon (m) ohne getrennte Ufer. (p™ ist mit p’ ohne Uberschreitung von =7 durch einen Weg
verbunden, der in unmittelbarer Nachbarschaft von = verliuft)

dem gegeniiberliegenden Ufer von z. Dies wird durch die Figur deutlich
werden, in der die Dreiecke der Kette K, durch Euklidische Dreiecke
repriisentiert sind und die stark ausgezogenen Strecken das Polygon x
bilden. Die Eigenschaft von x, keine getrennten Ufer zu besitzen, for-

Wayrl: Die Idea der Ricmannechen Fliche. 5
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muliert sich streng so: Kein einziges derjenigen Gebiete anf §, welche x
enthalten, wird durch x zerlegt. Es geht daraus hervor, daB schlichtartige
Flachen stets zweiseitig sind.

Umgekehrt: auf einer zweiseitigen Fliche kann es nie vorkommen,
dafd ein Polygon  keine getrennten Ufer besitzi. Indem wir §, wenn nétig,
durch eine Unterteilung ersetzen, kinnen wir annehmen, daf x aus lanter
Kanten besteht. Die Ecken von x seien, in dieser Heihenfnlge,

1,2, 8,4, ---,m,n+41=l.---
Da die Fliche zweiseitig sein soll, kommt jedem Dreieck eine bestimmte

Indikatrix zu, und diese kohirieren miteinander. Unter den beiden Dreiecken
mit der Kante 12 ist eines, bei dessen durch die Indikatrix vorgeschrie-

benen Umlaufung die Kante 12 in der Pteilrichtung durchlaufen wird.
Es heifie A" Von A ausgehend, bilde ich in der durch
g die Figur veranschaulichten Weise die Dreiecke Al, A%
AP .- -, die alle an & grenzen und von denen je zwei auf-
einanderfolgende eine nicht zu x gehorige Kante gemein
haben. Diejenigen Dreiecke dieser Kette, welche eine aunf
z liegende Kante /i, i + 1 besitzen, tragen eine solche In-
dikatrix, daBi bei der durch sie bestimmten Umlanfung die

Kante h, fﬁin der Pfeilrichtung beschrieben wird. { Man
e S :1‘5*]1‘*:;"‘;“‘-" erkennt das in der Figur z. B. fiir A% indem man die In-

dikatrix von A" durch die Bedingung tler Kohirenz in der
Kette A®A! A®A® fortsetzt.] Nach endlich vielen Schritten komme ich
zum erstenmal wieder zu einem Dreieck, das 12 als Kante besitzt. Dessen
Indikatrix muff lauten: (12 x); es kann demnach nur das Dreieck A® und
nicht das andere Dreieck A) mit der Kante 12 sein, da dies die Indika-
trix (21 %) besitzt. Die so aus A" gewonnene Dreieckskette bildet das
eine Ufer von m, die in dhnlicher Weise ans dem anderen Dreieck A°,
mit der Kante 12 abzuleitende Kette das andere Ufer.

Jede Riemannsche Fliche ist zweiseitig.

Es sei p, ein Punkt einer Riemannschen Fliche, ¢, #” zwei beliebige
Ortsuniformisierende zu p,, welche eine gewisse Umgebung von p, je auf
ein ebenes Gebiet &', bezw. & abbilden, wobei dem Punkte p, der Punkt
t'=0, bzw. t” = 0 entspricht. Diese Abbildungen mégen 7", T heifien,
Die Abbildung 7"-'7" von & auf " wird vermittelt durch eine Formel

t" = reguliire Funktion von (¢') in &',

5" sei derjenige Drehsinn im Nullpunkte der ¢'-Ebene, der die positive
reelle Achse durch 90° hindurch in die positive imaginiire Achse iiber-
fiihrt. Entsprechend werde der Drehsinn 4" im Nullpunkte der ¢"-Ebene
definiert. Ich behaupte: durch die Abbildung 777" geht & " in &”
iiber. Dieser Umstand erlaubt es, 5  und 5" als die durch die Ab-
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bildungen T', 7" erzeugten Bilder eines bestimmten Drehsinnes 3 in
p, anzusehen, der dadurch in einer von der Wahl der Ortsuniformi-
sierenden unabhiingigen Weise festgelegt ist. Da der so zu jedem Punkte
p, der Riemannschen Fliche bestimmte Drehsinn 5 auch iiberall stetig
ist — daran ist dann nichts mehr zu beweisen —, steht die Zweiseitigkeit
der Riemannschen Flichen fest.

Ich schlage um t" = 0 in &  einen kleinen Kreis f":

i’ =ae'? (0 < o < 27)
[a > 0 ist der konstante Radius]. Das durch 7"='7" in &" entworfene
Bild von £’ heifie . GemiB der Definition des Begriffes ,,Ordnung® ist

91 - ord, (i = 0) = J =
e
£
Es gilt aber
et 2 ' , ’
d:,. — {:, + ay + a,t" + a,t’* + - - -)dt,
wobei die Potenzreihe in einem Kreise der {-Ebene, der " im Innern
enthillt, konvergiert. Also folgt

dt” SN
‘f!,. =t/--!,- = 2xi,
t’

und damit ist erwiesen, daB ord. (" == 0) = + 1 und nicht = — 1 ist,
o
oder daB 3 " durch die Abbildung 7"7'7" in & iibergeht.

Ist die Riemannsche Fliche § irgendwie trianguliert, so induziert
der eben festgelegte ,positive” Drehsinn & in jedem Dreieck eine ,posi-
tive” Indikatrix. Ist ¢z ein in allen Punkten eines Elementardreiecks
der triangulierten Fliche einschlieflich des Randes reguliires Differential,
so ist das um den Rand des Dreiecks mit positiver Indikatrix erstreckte
Integral von dz gleich Null. Ist dz in dem ganzen Dreieck einschlieBlich
des Randes reguliir, abgesehen von einem im Innern gelegenen Pol, so ist
dieses Integral hingegen = 2 7 ¢ mal dem Residunm von oz in jenem Pole.

Ist dz auf einer geschlossenen Riemannschen Fliche bis auf Pole
regulir, so kann man g derart in Elementardreiecke zerlegen, dafl die Pole
ins Innere der Dreiecke und niemals zwei oder mehr Pole ins Innere desselben
Dreiecks fallen (8. 64). Integriert man f dz um alle Dreiecke mit posi-
tiver Indikatrix und addiert, so bekommt man 2z mal der Summe aller
Residuen von dz. Umliuft man aber alle Dreiecksumfinge mit positiver
Indikatrix, so wird wegen der Kohiirenz dabei jede Kante zweimal, aber
im entgegengesetzten Sinne durchlaufen. Infolgedessen mufl jene Inte-
gralsumme anderseits = () sein, und wir gewinnen den Satz:

LDie Summe der Residuen eines auf einer geschlossenen Riemannschen
Fliche bis auf Pole requliren Differentials ist ().

5e
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§ 11. Integralfunktionen. Geschlechtszahl. Kanonische Zerschneidung,

Der ProzeB der Integration von Differentialen auf einer Riemann-
schen Fliche kann fiir beliebige Flichen durch folgende Verallgemei-
nerung ersetzt werden.

Eine Kurvenfunktion F ist auf einer Fliiche § definiert, wenn
jeder Kurve y anf § eine Zahl F'(p) zugeordnet ist; F'(y) wird dann als
der Wert von F fiir die Kurve y hezeichnet. Fillt fiir zwei Kurven
#, " der Endpunkt von 3" mit dem Anfangspunkt von 7" zusammen,
so kann man aus ihnen eine einzige Kurve y =y 4+ " zusammensetzen;

1st stets
Hy oty ) = R0

so heift die Kurvenfunktion linear. Eine lineare Kurvenfunktion hat
fiir eine geschlossene Kurve einen Wert, der sich nicht #ndert, wenn
man den Anfangspunkt der geschlossenen Kurve anf ihr verschiebt. Hat
F fiir jede geschlossene Kurve den Wert O, so schreiben wir '~ 0 (F
homolog 0). Es gibt dann eine ,Punktfunktion® f(p) auf der Fliche,
sodaB fiir jede Kurve

F(y) = f(pg) — f(p,)

ist, wenn p,, p, Anfangs- und Endpunkt von y bedeuten. Wir betrachten
nur solche lineare Kurvenfunktionen, welche ,im Kleinen® iiberall ~ 0
sind; diese mogen ,,Integralfunktionen® heiBen. Es soll also zu jedem
Punkt der Fliche eine Umgebhung von der Art geben, dali fiir jede in
dieser Umgebung verlaufende geschlossene Kurve y,: F(y,) = 0 ist. Fiir
eine Integralfunktion F'ist stets
= =07

wenn — y den in entgegengesetztem Sinne durchlaufenen Weg y bedeutet:

p:p=pAH) 011 —pip=p(1—-2[0LiL]
Auf einer einfach zusammenhingenden Fliche, insbesondere daher auf
der universellen Uberlagerungsfliiche, ist jede Integralfunktion ~ 0.

Integralfunktionen kann man mit konstanten Faktoren multiplizieren
und addieren. Integralfunktionen F),..., F, zwischen denen eine Ho-
mologie

gl +...+¢ F ,~0

mit konstanten nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten ¢ besteht,
heiflen linear abhiingig. Gibt es endlich viele, etwa /i, linear unab-
hiingige Integralfunktionen F), ..., F, von der Art, daB jede Integral-
funktion F' einer linearen Kombination dieser /i Integralfunktionen mit
konstanten Koeffizienten homolog ist, co bilden I}, . . ., F, eine ,,Basis®
der linearen Schar der inhomologen Integralfunktionen, und die Anzahl
h der Basisfunktionen (die offenbar fiir jede Basis die gleiche ist) wird
als ,,Grad* dieser Schar bezeichnet. Wir nennen sie auch den ,,Zu-
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sammenhangsgrad*') der Fliche 3, deren Integralfunktionen wir be-
trachten. Gibt es keine endliche Basis fiir die Integralfunktionen, so be-
sitzt §§ einen unendlich hohen Zusammenhangsgrad.

Wir fassen insbesondere ein Polyeder P ins Auge und gehen daranf aus,
seinen Zusammenhangsgrad /i durch die Anzahl d der Dreiecke von %, die
Anzahlen e, k seiner inneren Ecken und Kanten auszudriicken. In jedem
der endlich vielen Dreiecke A, aus denen ‘B zusammengesetzt ist, tragen
wir den Schwerpunkt (1:1:1) ein. Sind (wie in der folgenden Uber-
legung stets) A, , A, irgend zwei dieser Dreiecke, die lings einer inneren
Kante von P aneinanderstofien, 8,, 8, ihre Schwerpunkte, so hat fiir jede
innerhalb A, + A, verlaufende, von &, nach &, fiihrende Kurve p die
Integralfunktion F'(p) denselben Wert, den wir mit ., 4, [F']| bezeich-
nen wollen. Dies liegt daran, daB nicht nur ein einzelnes Dreieck,
sondern auch das Dreieckspaar A, + A, einfach zusammenhiingend ist.
Es ist immer Za, s = — Zaga,. Isteein innerhalb P gelegener Eckpunkt,
A, A, ..., A die sich um e gruppierenden Dreiecke in zyklischer An-
ordnung, so mull

i:f) Laysg T Tagag + « -« + La sy = 0
sein, weil auch jeder Dreiecksstern einfach zusammenhiingend ist. (Die
linke Seite dieser Gleichung indert ihr Vorzeichen, wenn wir die zyk-
lische Anordnung der Dreiecke A, d.i. die Indikatrix im Dreiecksstern
umkehren.) Geben wir das System der Zahlen xa, 4, irgendwie den aus-
gesprochenen Bedingungen gemill vor, so erkennt man ohne Miihe, dafi
es immer eine Integralfunktion gibt, der diese x4, s, in der angegebenen
Weise zugehoren®). Eine Integralfunktion F ist dann und nur dann

1) Diese Zahl entspricht der ,Zusammenhangszahl* Riemanns, ist aber fiir
geschlossene Flichen um 1 niedriger als diese. Vgl. Sechlifli, Crelles Journal
Bd. 76, 8. 152, FuBnote, und Klein, Math. Ann., Bd. 7, 8. 550, Fubnote.

2) Z. B. folgendermaBen: In einem einzelnen Dreiecksstern kann ich den

Dreiecken A,,..., Ar(Ar+1 = A,;) Zahlen g, ..., gr (gr +1= g,) e0 zuordnen,
dab

Layag =103 — G1» Tagag =y — a1y -+ s Lapny =G — Gr
ist. Ieh definiere im Innern dieses Sterns eine Punktfunktion f, die im Innern
des Dreiecks A;: = g; ist, auf der Kante, die A; von A; 41 trennt, von den End-

punkten abgesehen, den konstanten Wert | |gi+ gi+1]| Dbesitzt, im gemein-
samen Eckpunkt der Dreiecke A; dem arithmetischen Mittel der » Zahlen g:
gleich wird. Fiir eine innerhalb dieses Sternes verlanfende Kurve y = (p, p,) de-
finiere ich F'(y) = f(p,) — f(p,). In der Wahl der g; steckt insofern eine Willkiir,
als ich sie alle um dieselbe Zahl vermehren kann; das ist aber auf F'(y) ohne
Einfluf. Liegt y im Innern zweier Dreieckssterne zugleich (die dann ein Drei-
eckspaar, in welchem y gelegen ist. zemein haben), so hiingt der Wert von F(y)
anch nicht davon ab, welchen der beiden Dreieckssterne ich in der angegebenen
Weise zur Berechnung benutze. Ist y eine beliebige Kurve, so kann ich sie in
endlich viele konsekutive Bogen 7,, y.,...yn derart zerlegen, daB jedes y; ganz
im Innern eines Dreieckssterns liegt. Ich setze dann:
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e —

~ 0, wenn jedem Dreieck A von ‘P eine Zahl g, entspricht, sodaB fiir

alle Dreieckspaare A, A,, die eine innere Kante von %} gemein haben,
Tagag [F] == (Jag — fay

ist,

Wenn wir von je zwei entgegengesetzt gleichen Zahlen 4, ay, Zasa,
immer nur eine beibehalten und der gemeinsamen Kante der Dreiecke
A,, A, zuordnen, so haben wir L ,Unbekannte” »; zwischen ihnen be-
stehen die ¢ linearen homogenen Gleichungen (e), die den einzelnen inneren
Eckpunkten ¢ von % entsprechen. Sind diese Gleichungen linear unab-
hingig voneinander? Angenommen, es bestiinde zwischen ihren linken
Seiten eine Identitit mit den Koeffizienten y,. Betrachten wir eine Kante
ef, deren beide Eckpunkte e, f im Innern von P liegen. Die beiden zu
den Ecken ¢ und | gehorigen Gleichungen mégen in solcher Form ge-
schrieben sein, daB sie zwel kohirenten Indikatrizen der beiden zu e und
f gehirigen Dreieckssterne entsprechen:

(e): A, Ay, Ay, ..y 4

() ‘"I—\; = B, H; = 4, 1'5:"‘;:-”'9"'::'*'“':;'
Die Unbekannte @4, s, tritt dann nur in diesen beiden Gleichungen und
zwar mit entgegengesetztem Vorzeichen auf, und es mull daher y,= ¥;
gein. Ist hingegen ¢e eine Kante, deren einer Eckpunkt e im Innern, de-
ren anderer « am Rande von P liegt, so schliefit man auf gleiche Weise
¥ = 0. Ist %P offen, so kann man von jedem inneren Eckpunkt aus einen
Kantenzug an den Rand legen ef...le und findet

Ye=yi=...=y =0

Ist B geschlossen, aber einseitig, so kann man von e aus einen nach e
zuriickkehrenden Kantenzug ziehen, auf dem sich die Indikatrix um-
kehrt: an diesem entlang von Eckpunkt zn Eckpunkt schliefiend, be-
kommt man %, = — y,, also gleichfalls y, = 0. Ist  geschlossen und
zweiseitig, so versehe man alle Dreieckssterne auf ‘B mit Indikatrizen,
die unter einander kohirent sind, und schreibe jede der Gleichungen (e)
dieser Indikatrix entsprechend. Dann findet man, da man jede Kcke
mit jeder dureh einen Kantenzug verbinden kann, daf alle y, einander
gleich sind, und es besteht dann wirklich zwischen den linken Seiten der
GGleichungen (e) die Identitit mit den Koeffizienten y, = 1. Setzen wir
¢ = 0 fiir geschlossene zweiseitige Polyeder, sonst ¢ = 1, so haben die
Gleichungen (e) also k —e 4+ 1 — & linear unabhingige Lisungen.

—

F(y) = F(n) + Flya)+. .- + Flyn).
Es kommt nach dieser Erklirung immer derselbe Wert heraus, welche Eintei-
lung in Teilbiigen y; ich auch vornehme. Um die beiden fiir zwei verschiedene
Teilungen sich ergebenden Werte zu vergleichen und ihre Ubereinstimmung fest-
zustellen, brauche ich nur beide Teilungen gleichzeitig anzubringen. Fly) ist
eine Integrn.ll'tlnLt.mn wie wir sie wiinschen.
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Ordnet man willkiirlich jedem Dreieck A von P eine Zahl g, zu,
so erhilt man durch die allgemeine Formel Za, s, = gas — g, stets eine
Liosung der in Frage stehenden Gleichungen; von den so entstehenden
Lisungen werden wir sagen, daf sie ~ 0 sind. Die Zahlensysteme {ga }
bilden eine lineare Schar vom Grade d. Ein solches System liefert dann
und nur dann fiir alle ga, — ga, die O, wenn g, fiir alle Dreiecke A den-
selben Wert hat (wir benutzen dabei, daB I} zusammenhingend ist). Die
Lésungen von (e), welche ~ O sind, bilden also eine lineare Schar vom
Grade d — 1. Der UberschuB

k—e+1—e)—(d—1)=(k—e—d+2)—¢
gibt die gesuchte grifite Anzahl A der linear unabhingigen Inte-
gralfunktionen auf P. FEs folgt aus der durch die obigen Belrachtungen
aufgedeckien Bedeutung von h, dafi diese Grifie fiir geschlossene Flichen
von der Art ihrer Triangulation villig unabhingig ist'); aufBerdem muf
stets h =0 sein.

DaB zwischen | geschlossenen Wegen y,, %y, .., 3, die Homologie?)

oy +Grs+..o+gy~0

mit den Zahlen ¢; als Koeffizienten besteht, soll besagen, daB fiir jede
Integralfunktion F' die Gleichung f

aF(n) +eF(@) +...+6F(p) =0
statthat. Hat die Fliche, welche wir betrachten, den endlichen Zusammen-
hangsgrad &, so besteht zwischen [ > /i geschlossenen Wegen stets eine
solche Homologie mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten. Man
braucht namlich nur die i homogenen linearen (leichungen

e Fi(n) +Fi(y) +... + oFi(y) =0 [i=1,..., 4]
in der die F|,... F, eine Basis fiir die Integralfunktionen bilden, zu

1) Gewihnlich wird die Zusammenhangszahl (nach Riemann) mit Hilfe der
Zerschneidung der gegebenen Fliche in eine einfach zusammenhiingende er-
klirt, wobei man innerhalb der Analysis situs nicht umhin kann, als Zer-
schneidungslinien beliebige stetige Kurven zuzulassen; die Beweise dafiir aber,
daf die so definierte Zahl durch die Fliche allein bestimmt ist, sind nicht
streng und scheinen sich auch nur schwer in strenge Form bringen zu
lassen. Indem wir hier eine neue Definition zu Grunde legten, welche zu den
funktionentheoretischen Anwendungen (Theorie der Abelschen Integrale) in eng-
ster Beziehung steht, ist dieser Ubelstand vermieden worden. Man darf wohl sagen,
daB unser Verfahren den eigentlichen Kern der von WeierstraB, Hensel-Lands-
berg u. a. in der Theorie der algebraischen Funktionen angewendeten Methode,
zuniichst das Verhalten der Imtegrale zu untersuchen und darauns Schliisse {iber
die Integrationswege zu ziehen, in einer von allen funktionentheoretischen Zu-
filligkeiten befreiten Form vor Augen stellt. — Die fiir geschlossene, zwei-
seitige, einfach zusimmenhiingende Polyeder giiltize Gleichung ¢ 4 d — k = 2
wird als die Fulersche Polyederformel bezeichnet. 8. Euler, Petrop. Novi Comm.
4 (1752—53), <. 109,

2) Vgl. Poincaré, Analysis situs, Journal de 1'Ecole polytechnique, Ser. 2,
Bd. 1 (1896), 8. 19.
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losen, um solche Koeffizienten zu ermitteln. Es mufl demnach eine ge-
wisse Anzahl &" (< h) von geschlossenen Wegen 3,,..., 7 geben, sodaB
zwischen diesen keine Homologie (mit Koeffizienten, die nicht alle O sind)
besteht, wohl aber zwischen je A" 4 1 geschlossenen Wegen. y,,..., v
bilden dann eine Basis fiir die Schar der inhomologen geschlossenen Wege,
und /i ist der Grad dieser Schar. In analoger Weise, wie oben 1" < &
cefunden wurde, beweist man /£ i I'; demmach ist A" =1,

Die besondere Natur der Objelte (geschlossenen Wege), aus denen wn-
sere Schar besteht, bringt es mit sich, daf eine Basis y,,...,y, so ausfindig
gemacht werden kann, dafl fiir jeden geschlossenen Weg eine Homologie

A Y S R o Y
mit ganzzahligen Koeffizienten n,, ..., w, stattfindet. Es sei zunichst
Vis Vay--+» Pi eine beliebige Basis der geschlossenen Kurven. Jeder ge-
gchlossenen Linie
yony gy + -+
ordne man in einem Cartesischen /i-dimensionalen Raum den Punkt mit
den Koordinaten (r,, y,...,7,) zZu:

e Tl | e L
Das System ¢ der so den siimtlichen geschlossenen Kurven y entspre-
chenden Punkte bildet ein ,,Gitter; d. h. mit jedem Punkt (r,,r,, ..., r,)
gehort auch (—r, —r, ..., — 7)) zu G, und wenn (7}, 7y, ..., 1),
(#)y ¥oy .., 7, ) irgend zwei zu G gehirige Punkte sind, so ist auch immer

Ll

(r+r,retr,...n+1)
in (¢ enthalten. Denn aus zwei geschlossenen Wegen 4/, " kann man
stets einen geschlossenen Weg
gl e s

dadurch erhalten, dai man 3" von einem seiner Punkte p’ aug einmal
umliiuft, dann von p° lings einer beliebigen Kurve 6 nach einem Punkte
p” von p” geht, ¢ von p” aus umliuft und schlieBlich lings 6 in um-
gekehrter Richtung nach p’ zuriickkehrt. Insbesondere gehoren alle Punkte
mit ganzzahligen Koordinaten zu (.

Es liegen aber nicht in beliebiger Niihe des Nullpunktes (0, 0,..., 0)
Gitterpunkte, sondern es existiert eine ganze Zahl N von der Beschaffen-
heit, dali die Koordinaten eines jeden zu ( gehorigen Punktes sich durch
Multiplikation mit N in ganze Zahlen verwandeln. Beweis: Da die
Koeffizienten der Gleichungen (¢) ganze Zahlen sind, kann man ins-
besondere /i ganzzallige Losungen

L e

A1 Ae
angeben, aus denen sich alle andern im Sinne der Homologie linear zu-
sammensetzen lassen. Diesen /i Lisungen entsprechen kh linear unab-
hingige Integralfunktionen F), deren Werte fiir jede geschlossene Kurve
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ganze Zahlen sind'), Setzen wir die von () verschiedene Determinante
'P:(.}'J-,} |;='112:'-:‘5 -, ':f.?

e )R
so ergibt sich unsere Behauptung in Anbetracht der Gleichungen
nE(r)+reFi(e) + . + 0 E00) =F @), [=12...,4]
auf deren rechten Seiten ganze Zahlen stehen.
Unter allen (endlich vielen) Gitterpunkten von der Form

(ru{'r“': 0) [0<r,=1]

sel

i Ml (rtlnr 0,---,0)
derjenige, fiir welchen r, seinen kleinsten Wert hat; unter den endlich-
vielen Gitterpunkten von der Form

(g ¥y Uy ) JO ) = pllls Sl < 1]
— deren es sicher welche gibt — ferner
va~ (1", 1§, 0, -+, 0)
derjenige, fiir welchen »{*) moglichst klein ist; unter allen Gitterpunkten
(ry 75 7 0,4, 0) [0 <o), 027 <r); 0<ry<1]
et s [rlfﬁ} Hzmi rir’.m: 0y+:-,0)
derjenige, fiir den r}®’ am kleinsten ausfillt; usw. Die geschlossenen Kurven
P15 Vay Y3y .- 7, bilden dann eine Basis, wie wir sie suchen.) Denn ist
y e~ (ry, Ty, ..., 7,) ein beliebiger zu (& gehiriger Punkt, so kann man
der Reihe nach die ganzen Zahlen n,, n, _,, ..., #, so bestimmen, dafi
y— (¥ 0y P+ T gpy) o (g Ty, ey )
08r, <r(i=0h h—1,---, 1)
wird. Dann aber schlieBt man aus der Bedeutung von »,, ¥, _,, ..., %
sukzessive
F.i'. = 0, P 0 - r, = 0,
und das Endergebnis ist das behauptete:
it (' 4 S il o Y O o UV OB
Nur eine Basis [7,], durch die sich alle geschlossenen Kurven im

1) Um den Wert Fly) einer Integralfunktion F fiir einen geschlossenen
Weg 4 zu berechnen, kann man 7 durch einen in hinreichender Niihe von 4 verlau-
fenden geschlossenen Streckenzug zr ersetzen (S. 49); wir nehmen ihn so an, daB er,
ohpe durch Ecken hindurchzugehen, die Kanten in allen Treffpunkten fiberkreuzt.
Geht x an einer beliebigen golchen Kreuzungsstelle aus dem Dreieck A, indas Drei-
eck A, hiniiber, so ist F{y) = Fi=) gleich der iiber alle Kreuzungsstellen zu
erstreckenden Summe Zxa s, [F].

2) Diezes SchlubBverfahren wird von Minkowski als , Adaption eines Zahlen-

gitters in bezug auf ein enthaltenes Gitter* bezeichnet. Vgl. Diophantische Appro-
ximationen (Leipzig 1907), 8. 90—95
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Sinne der Homologie linear-homogen und ganzzahlig ausdriicken lassen,
wollen wir von jetzt ab als eine wirkliche Basis gelten lassen, Der
Ubergang von einer solchen wirklichen Basis zu einer andern wird ver-
mittelt durch lineare Transformation mit ganzzahligen Koeffizienten, deren
Determinante — + 1 sein mub.

Uber der geschlossenen Fliche § vom Zusammenhangsgrad h gibt es
eine unverzweigte unbegrenzte (regulire) Uberlagerungsfliiche %, auf der
eine Kurve, deren Spurkurve auf { geschlossen ist, sich dann und nur
dann schlieBt, falls jene Spurkurve ~ 0 ist. Alle Integralfunktionen auf

& werden, wenn man sie als Integralfunktionen auf § betrachtet, der 0 ho-
molog; daher nenne ich § die Uberlagerungsfliiche der Integralfunk-
tionen. Ist y,, ..., p, eine Basis fiir die geschlossenen Wege anf § und
bezeichnen wir allgemein mit S, denjenigen Punkt auf §, zu dem man
gelangt, wenn man, von dem beliebigen Punkt p auf § ausgehend, auf
einen Weg zuriicklegt, dessen Spurlinie in $§ geschlossen und ~ g, ist,
so bedenten die S, Decktransformationen von § in sich und erzeugen zu-
sammen die gesamte Gruppe dieser Decktransformationen, die eine kommu-
tative (Abelsche) Gruppe ist:
STI S:;E 2 S_fn

[ny, fg, ..., n, durchlanfen nnabhingig voneinander alle ganzen Zahlen].

Im Falle der geschlossenen zweiseitigen Flichen hat Riemann fir
die im Kap. II zn besprechenden funktionentheoretischen Anwendungen
eine besondere Basis der geschlossenen Wege, die sog. kanonische Zerschnei-
dung, konstruiert.!) Wir griinden diese Konstruktion anf die folgenden

ﬂher]nguug‘en,
Auf einem einfach zusammenhiingenden Polyeder ist jede Integral-
funktion ~ 0O, also sein Zusammenhangsgrad h = 0. Von diesem Satz

gilt auch die Umkehrung. Wiirde z. B. das offene Polyeder 3, fiir welches
h = 0 voransgesetzt wird, nicht einfach zusammenhiingend sein, so fiihre
man einen (aus n Kanten bestehenden) Querschnitt, der 3 nicht zer-
legt. Dadurch wird ‘B in ein Polyeder ‘B’ verwandelt, dessen Anzahlen
sich aus den Formeln

d'=d, k'=k—n, e€=e¢e—(n—1)
berechnen, und fir ° ergiibe sich /"= — 1, was unmdoglich ist.

Es sei auf einer in bestimmter Triangulierung ¢ vorliegenden ge-
schlossenen zweiseitigen Fliche §- ein § nicht zerlegendes Polygon x
gegeben, das aus Kanten von ¢ besteht. Es it sich dann, da x die Fliiche
nicht zerlegt, ein Polygon " auf §. zeichnen, das & an einer einzigen
Stelle iiberkreuzt, sonst aber keinen Punkt mit # gemein hat. Machen

1) Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen, Werke, 2. Aufl., 5. 129—130.
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wir eine solche Unterteilung £* von g daB auch =" ganz aus Kanten be-
steht, so ist # + x" eine abgeschlossene Punktmenge von solcher Art,
daB sie nicht nur § unzerlegt lifit, sondern iiberhaupt jedes Gebiet, dem
sie angehort. Die Dreiecke von ¥ welche Kanten
auf x + x° liegen haben, lassen sich nidmlich in
einer einzigen geschlossenen Kette so anordnen (wo-
bei allerdings Dreiecke in der Kette mehrfach auf-
treten konnen), dalBl je zwei anfeinanderfolgende Drei-
ecke der Kette eine nicht zu w + a2’ gehirige Kante
gemein haben. Bei der Herstellung dieser Anordnung . o1 guckkenrschnitt-
wird davon Gebrauch gemacht, dal x sowohl als z’ paar.
getrennte Ufer besitzt. = + x” nennen wir ein Rilckkehrsehnittpaar.

Hat man auf §. 4 sich gegenseitig nicht treffende Riickkehrschnitt-
paare

r r r
T+ Ty, Tyt Xyt A+ Wy,

die §. nicht zerlegen, so kann man einen willkiirlichen Punkt p, auf der
Fliche (der nicht auf diesen g Riickkehrschnittpaaren liegt) durch ein-
fache Streckenziige 6,, ..., 6, mit den Kreuzungspunkten der Riickkehr-
schnittpaare verbinden. Die ¢ kinnen wir so wihlen, dali sich je zwei
von ihnen aubier in p, nicht schneiden und daB ¢, mit dem **" Riickkehr-
schnittpaar den Kreuzungspunkt, sonst aber keinen Punkt gemein hat,
die iibrigen Riickkehrschnittpaare jedoch iiberhaupt nicht trifft: wir haben
dann ein ,Gespann® von g Riickkehrschnittpaaren, das durch die ,Ziigel“
¢ an den Punkt p, befestigt ist. Machen wir eine solche Unterteilung &*
von §, dab das ganze Schnittsystem

9
E=21 (ﬂi + L'I:; + ffl-'j

aus Kanten besteht, so erkennen wir, dall es nicht nur §, sondern jedes Ge-
biet, das X ganz enthiilt, unzerlegt liBt (Fig. 22). Indem wir die Verbindung
der Dreiecke iiber die Kanten des Schnittsystems hiniiber lisen, erhalten
wir aus dem geschlossenen ein offenes Polyeder B’. Die Anzahl der Drei-
ecke d ist bei dieser Operation dieselbe geblieben; die Anzahl k — e ist
um 2g — 1 gesunken. Es mufi also (wenn /i den Zusammenhangsgrad
von ¥ bedeutet)

h—(2g—1)>1 oder 2q <1
sein. Ist noch 2g <k, so ist ‘B’ nicht einfach zusammenhiingend. Wir
zeichnen dann in P’ einen Querschnitt v, der P’ nicht zerlegt, und ver-
binden zwei Punkte, die sich an den beiden Ufern einer zu v gehirigen
Kante gegeniiberliegen, durch ein v nicht treffendes Polygon a;  , in "
Wir lassen von v am Anfang und Ende ein kleines Stiick der ersten bezw.
letzten Kante fort und verbinden Anfang und Ende des so verstiimmelten
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Querschnittes ™ durch einen Streckenzug r innerhalb ', der in solcher
Nihe des Schnittsystemes X bleibt, dal er auch =] . ; nicht treffen kann.
v 4 r=mx ., ist dﬂllfl ein geschlossenes Polygon, das ' nicht zerlegt,
/‘h“\. (13, Tyyq die h_f'lden Ufer einer zu m, ., gehirigen
v Strecke ohne Uberschreitung von = g+1 innerhalb P’
: s, verbindet. w, 4/ , istein weiteres Riickkehrschnitt-
paar, das mit den vorigen
keinen einzigen Punkt ge-
mein hat und mit ihnen
} zusammen § immer noch
nicht zerlegt.

Wenn die Zahl 2 > 2q
ist, muBl sie folglich
\% = 2q 4+ 2 sein. Dies zeigt, daB die Zahl

h fiir zweiseitige geschlossene Flichen
coig . nur gerade sein kann. Setzen wir k= 2p,
Zerschueidung. 80 gibt es ein Gespann von p Riickkehr-

schnittpaaren x 4+ x’, die mit Hilfe von
Ziigeln ¢ an einen Punkt p, der Fliche befestigt sind. p heilit das Ge-
sehlecht von . Wir kinnen annehmen (indem wir eventuell von der ur-
spriinglichen Triangulation ¢ zu einer Unterteilung {* iibergehen), daB
alle diese Linien x, &', ¢ aus Kanten bestehen; sie liefern die kano-
nische Zerschneidung von §.. in cin einfach zusammenhingendes Po-
lyeder 3§, .

Jedes Dreieck von §.« sei dem Prinzip der Kohiirenz gemiB mit

einer Indikatrix versehen. Von zwei Elementardreiecken der Triangu-

lation, die lings einer gerichteten Kante 12 aneinanderstofien, nennen wir
dasjenige, dessen Indikatrix = (12#) ist, das linke, das andere das rechte.
Den Ziigeln 6 erteilen wir die Richtung von p, nach den Kreuzungs-
punkten, den z, & einen solchen Umlaufssinn, daB =" die Linie = von
rechts nach links (& also " von links nach rechts) iiberkreuzt.

Wir betrachten eine Integralfunktion F aunf . Es gibt auf §,
eine Punktfunktion f, so daf fiir jede in 3§, verlaufende Kurve p, deren
Anfangs- und Endpunkt p,, p, heiBen sollen,

F(y) = f(ps) — (1)
ist. Es seien A', A" zwei Dreiecke, die eine dem kanonischen Schnitt-
system gehirige Kante » gemein haben (A’ liege auf dem linken, A"
auf dem rechten Ufer des betreffenden Schnittes ; dann gibt es in A"+ A”
eine Funktion f;, so dabB fiir jede in A" + A" verlaufende Kurve y = (p,p,)

F(y) = fa(Ps) — fo(Py)-
f=fi+¢md, f=f+c inA"

Es mub dann
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sein, wo ¢’, ¢ Konstante sind. ¢” — ¢’ nenne ich den Sprung von F'
auf x. Betrachtet man einen Dreiecksstern, der sich um eine anf dem
kanonischen Schnittsystem gelegene Ecke gruppiert, die mit keinem der
Krenzungspunkte zusammenfillt, so stellt sich heraus, dal der Sprung
von F' fiir alle Kanten, die demselben der Schnitte x, x', 6 angehiren,
den gleichen Wert besitzt. Er sei

= g, fir =, = a. fir x, = ¢, fiir ¢,.
Betrachtet man den Dreiecksstern, der sich uin den Krenzungspunkt des
i*® Riickkehrschnittpaares gruppiert, so ergibt sich ¢, = 0. Die Ziigel
o, konnen demnach fortgelassen werden. Die Zahlen a;, a/ werden die
Perioden der Integralfunktion an den Schnitten =z, x,” genannt.

Ist  eine beliebige geschlossene Kurve, so kann dieselbe zur Be-
rechnung von F'(y) ersetzt werden durch ein in hinreichender Niihe von
y verlaufendes Polygon; dies werde so angenommen, daB es die Riickkehr-
schnittpaare an endlich vielen Stellen iiberkreuzt, die keine Eckpunkte
der Triangulation sind. Ist + n, die Anzahl von Malen, die jenes Poly-
gon =, von links nach rechts {iberkrenzt, vermindert um die Anzahl von
Malen, in der dasselbe von rechts nach links geschieht, und hat — n/
die analoge Bedeutung fiir =, so ist offenbar

» P
F(y) = Dna,— Dn/a);
anderseits s e
a; = I(=); —a; = F(=x,).
Die x,, = bilden also eine wirkliche Basis fiir die geschlossenen Wege.

Das Geschlecht p ist, wie MGbius und Jordan') bewiesen haben, die ein-
zige Analysis-situs-Invariante der geschlossenen zweiseitigen Flichen. Der
Satz namlich, daBl zwei geschlossene zweiseitige Flichen, welche im Sinne
der Analysis-situs iquivalent sind, dasselbe p besitzen miissen, lilt sich
umkehren. Es verursacht keine grofie Miihe, den Jordanschen Beweis zu
einem den in dieser Schrift angestellten Analysis-situs-Betrachtungen
an Strenge ebenbiirtigen umzumodeln; wir wollen jedoch darauf nicht
eingehen. Welche einschneidende Bedeutung dem Geschlecht einer ge-
schlossenen Riemannschen Fliche fiir die Theorie der Funktionen auf
dieser Fliche zukommt, wird zur Geniige aus den funktionentheoretischen
Sitzen des niichsten Kapitels hervorgehen.

Es ist leicht, geschlossene zweiseitige Flichen im dreidimensionalen
Euklidischen Raum von verhiltnismilbig einfacher Natur anzugeben,
deren Geschlechtszahl p einen gegebenen Wert hat; z. B. besitzt eine mit p
Henkeln versehene Kugel das Geschlecht p.

1) Méobius, ,, Theorie der elementaren Verwandtschaft (1863), Werke Bd. II,
S. 435—471; C.Jordan, Journal de mathématiques, Ser. 2, Bd. 11 (1866), S. 105.
Ferner: W. Dyck, Math. Ann. Bd. 32 (1888), S. 457.



Zweites Kapitel.

Funktionen auf Riemannschen Flichen.

§ 12, Das Dirichletsche Integral.

& sei in der Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordi-
naten zy eine abgeschlossene, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge.
Man zeichne, um den Flicheninhalt von € zu bestimmen, in der Ebene
das Quadratnetz von der Seitenlinge &, das durch die Parallelen

y = me (m beliebige ganze Zahl)
zur z-Achse und die Parallelen
x = né (n beliebige ganze Zahl)

zur y-Achse erzengt wird. Ist dann i, die Anzahl der ganz aus inneren
Punkten von € bestehenden Quadrate des Netzes, a, (> i,) aber die An-
zahl derjenigen Quadrate des Netzes, die fiberhaupt Punkte mit € gemein
haben, so existieren®) die Grenzwerte

lim &%, = I, lim £*a, = A.

=10 s=10
Fillt 7 = A aus, so nennt man diese Zahl den Inhalt von €. Diejenigen
Punkte von @, in deren beliebiger Nihe nicht zu € gehdrige Punkte an-
getroffen werden, bilden die Begrenzung von €. Damit € ein bestimm-
ter Inhalt zukommt, ist offenbar notwendig und hinreichend, daf die
Begrenzung von € den Inhalt O besitzt.

Eine stetig differentiierbare Kurve, und umsomehr eine analytische
oder stiickweis analytische Kurve in der Ebene besitzt den Inhalt 0. Die
stetig differentiierbare Kurve y von der Liénge ! kann man nimlich in
n + 1 Teilbogen je von der Linge n_,I_ ; teilen. Benutzen wir dann ein

: = L { = .
Quadratnetz voneiner Kantenlinge e =—, so kann ein soleher einzelner

1) C. Jordan, Cours d'analyse, 2. Aufl.,, Bd. 1, 8. 28.
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Teilbogen offenbar mit hochstens vier Quadraten des Netzes Punkte ge-
mein haben; im ganzen wird es also héchstens 4(n + 1) Quadrate des
Netzes geben, die Punkte von y enthalten:

4,8 <4+ 1)y,
woraus die Richtigkeit der Behauptung lim a,- & = 0 hervorgeht.)

=10
Liegt die abgeschlossene Punktmenge &, von der wir jetzt ein fiir
allemal annehmen, dab sie einen Inhalt J besitzt, ganz in einem Gebiet
®, in welchem eine stetige Funktion f definiert ist, so hat das Integral

j: f fdxdy einen klaren Sinn. FEinen Niherungswert desselben berechnet
¢

man, wenn man den Inhalt & eines jeden zu & gehorigen Quadrates des
é-Netzes mit dem Wert von [ im Mittelpunkt dieses Quadrates multi-
pliziert und alle diese von den einzelnen (uadraten herriithrenden Bei-
triige addiert. Die so ermittelte Zahl konvergiert gegen den Wert des
Integrals, wenn man ¢ gegen 0 gehen lillit. KEs ist dabei gleichgiiltig,
ob man nur iiber die ganz innerhalb € gelegenen Quadrate des Netzes
summiert, oder auBerdem auch einige oder alle an den Rand von €
stnﬁenden Quadrate mitberiicksichtigt. Ist € in endlichviele abgeschlossene
Mengen €,, €, ---, €, mit bestimmtem Inhalt zerlegt (so dafl die €, in
ihren inneren ?unkt&n durchweg verschieden sind, jedes &, ein Teil von
& ist, aber auch jeder Punkt von € in mindestens einem der €, enthalten
ist), so ergibt sich aus der Definition ohne weiteres das Additionsgesetz

)‘ffrf:rdj— $’ dexdy

:-_l &y

Ist & numkehrbar-eindeutig und -gebietsstetig auf ein Gebiet &’ der
z'y -Ebene abgebildet:

(14) ' =a'(zy), ¥ =y'(zy)
wobei die Differentialquotienten
2 s
ox oy
dy’ oy’
| ez dy

stetige Funktionen von xy sein sollen und ihre Determinante d iiberall
=+ 0, so gilt die Transformationsformel

jf;"dmdy=ff£ dz’dy’.
& E’

1) Der Beweis stammt von C. Jordan (Cours d’analyse, 2. Aufl, Bd. 1,
S. 107).
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Dabei ist € das Bild von €, und in dem Integral rechts ist —:: vermoge

der Transformationsformeln als Funktion von z’, ¥* auszudriicken.
Ist u eine stetig differentiierbare Funktion in &, so pflegt man
(iibrigens mit geringem historischen Hm-ht)

De(n) — fj o) + (G) Jdway

als das Dirichletsche Integral zu bezeichnen. Es ist gegeniiber komformer
Abbildung invariant. In der Tat: ist die Abbildung (14) konform (d 4= 0 ist
dann eine Folge der vorausgesetzten Umkehrbar-Eindeutigkeit der Ab-
bildung), so ist zufolge der Riemann-Cauchyschen Differentialgleichungen

G2 + Gy =[G + GG + G
=G = G5)

oy J :
also

ff ’]d, zdy = Jf[ a%) .)”szx'dy'.

Dieses Invarianzgesetz ermiglicht es, das Dirichlet- Inteqral einer stetig
differentiierbaren Funktion nicht nur in der Elbene, sondern auf einer
beliebigen Riemannschen Fliche zu bilden.

Es sei also {§ eine geschlossene Riemannsche Fliche, und u eine
stetig differentiierbare Funktion auf ihr; wir wollen erkliren, was unter
dem Dirichletschen Integral D(u) von u auf § zu verstehen ist. Ist p
ein Punkt auf § und z eine zu p gehirige Ortsuniformisierende, die eine
Umgebung von p auf ein den Punkt z = 0 enthaltendes Gebiet der
z-Ebene abbildet, so ist ein ganz diesem Gebiete angehoriger Kreis

¢ < a Bild einer Punktmenge auf §, die wir einen z-Kreis um p nen -
nen. Die Punkte, fiir welche 'z =a ist, bilden die Peripherie jenes
Kreises. Ordnet man jedem Punkt p willkiirlich eine Ortsuniformisierende
2 und einen 7-Kreis K zu, so kann man unter diesen K eine endliche An-
zahl K, (I =1, 2, ..., n; zu den Punkten p, mit den Ortsuniformisieren-
den z, gehorig) so auswihlen (Heine-Borelsches Theorem), daB jeder
Punkt der Fliche im Innern eines der m Kreise K, gelegen ist. (Das
Heine-Borelsche Theorem fiir eine beliebige geschlossene Fliche ergibt
sich, wenn man auf ihr eine Folge von Triangulationen bildet, von denen
jede eine Unterteilung der vorhergehenden ist und die schlieBlich beliebig
fein werden.) Die Peripherien #, der K, sind geschlossene analytische
Linien und schneiden sich daher nur in endlich vielen Punkten. Infolge-
dessen bestimmt die abgeschlossene Menge %, + %, +--- 4+ % auf § nur
endlich viele Gebiete, die wir, nachdem jedes von ihnen durch Hinzu-



§ 12. Das Dirichletsche Integral. S1

fiigung seiner Grenze zu einer abgeschlossenen Menge gemacht ist, mit
E,, &, ..., € bezeichnen, Die Begrenzung jedes &, besteht aus end-
lich vielen analytischen Kurvenstiicken. Jedes €, liegt ganz in einem
der Kreise K;, und z, ist dann eine zu &, gehorige Uniformisierende,
d. h. eine in allen Punkten eines gewissen, &, enthaltenden Gebietes
regulire Funktion, welche von diesem Gebiet ein umkehrbar-eindentiges
und -gebietsstetiges konformes Abbild in der z-Ebene entwirft. Wir
denken uns jedem €, in bestimmter Weise eine zu &, gehirige Unifor-
misierende 2z, = x, + ¢y, zugeordnet und bilden dann

D) = 2]] g;: (g;:)z} dz,dy,.

Dabei ist % in €, als Funktion von z,y, ausgedriickt zu denken, und €,
bezeichnet zugleich das durch z, von diesem Stiick der Riemannschen
Fliche entworfene ebene Bild. Die so ermittelte Zahl 1) (u) ist gemil dem
Invarianzgesetz unabhingig davon, welche Uniformisierende 2z, = x, + iy,
in jedem Stiick &, benutzt wird. Sie ist aber auch wnablingig von der
speziellen Art der verwendeten Zerschneidung in die uniformisierbaren
Stiicke €,. Wiihlen wir niimlich ll'g’{‘]‘lfl“il' anders Punkte p;, ..., y,,
zugehirende Uniformisierende 2° und z),-Kreise K, mit den Pt'rlpherwn
#, in solcher Weise, daB die K|, die ganze Fliche bedecken! Die ], ...,
X, In{)gen % in die Stiicke €, ..., €, zerlegen, und zu jedem §;, sei
z;, - ﬂw o g _;,r, eine Umfﬂrlmsmlunde. Wir bilden von neuem

V-3 [JUGR) + i) Jaian

=1

Dann ist, wie ich behaupte,
D(u) = D’(u).

Man bringe nimlich die Schnitte #,, x|, gleichzeitig an. Da sich diese
Linien untereinander nur in endlich vielen Punkten schneiden, zerlegen
sie die Fliche in endlich viele Stiicke

@ @1 I,|’I=1',. 2,.“‘_, iﬁ.; .Iirf=1 2 il J"_|i
.'I-_:' |"lr‘_||;-l' ..=1 r 5 r’lr

L i r
el g Ry -Il,.r,, h — 1: =yt !

In der ersten Bezeichnung ist jedes €, ein Teil von €, in der zweiten
jedes &, , ein Teil von €,,. Nach dem A{l{litionsgesetz ist

D(u) — Z’Z’ J [ (3% (f;l)] dz,dy,,

Weyl: Die Ides der Riemannschen Fliche. [}
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D (u) = 2 2 /J ;Z F EEH) jdﬁlr‘fy;u

-’ 'E.ﬁ:""

nach dem Invarianzgesetz

j’ E:':, (r :.i) d'l 14y = /l atﬁ ;_::,) :|d Ty dYy s

Ep 5 &' e

daher
D(u) = D'(u).

Zn jeder stetig differentiierbaren Funktion u auf § gibt es also eine
Zahl D(u). Sie hat folgende Eigenschaften:

1. Sie éndert sich nicht, wenn man % durch u -+ ¢ ersetzt, wo ¢ eine
Konstante ist; sie ist niemals negativ und nur dann 0, wenn « auf der
ganzen Fliche konstant ist.

2. Ist p irgendein Punkt auf der Fliche, =z + iy eine zugehorige
Ortsuniformisierende und K:| 2| << a ein z-Kreis, so gilt

D(u) = jf[ que ;)E]d:rdy + R(u),

wo H(u) = 0 ist und sich nicht indert, wenn man u durch irgendeine
stetig differentiierbare Funktion auf {§ ersetzt, die fiir alle nicht in K lie-
genden Punkte mit « {ibereinstimmt.

3. D(u) trigt quadratischen Charakter. Das gibt sich darin kund:
sind u, v irgend zwei stetig differentiierbare Funktionen auf § und be-
deuten A, u willkiirliche Konstante, so ist

D(iu + pov) = 22D (u) + 220D (uv) + p*D(v)

eine quadratische Form in 1, w.

Auch auf einer nicht geschlossenen Riemannschen Fliche liBt sich
von einer stetig differentiierbaren Funktion u das Dirichletsche Integral
bilden, das hier allerdings auch den Wert oo besitzen kann. Eine un-
geschlossene Fliche wird man derartig durch Peripherien », von abzihl-
bar vielen , Kreisen” K, zerschneiden miissen, dafl jeder Punkt nur endlich
vielen, aber mindestens einem der Kreise K, angehort.

§ 13. Uber das Poissonsche Integral.

Als Hilfsmittel fiir unsere Untersuchungen brauchen wir die Losung
der sog. ersten HRandwertaufgabe der Potentialtheorie fiir den Kreis mit
Hilfe des Poissomschen Integrals. Ist auf dem Einheitskreis der komplexen
z-Ebene eine stetige Funktion gegeben, deren Wert an der Stelle { = ¢
mit (@) bezeichnet werden mige, so liefert die Gleichung
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o
=
-

)

2xf(2)=

)
L

s

&

“u(g)dy

eine fiir |z << 1 regulidr-analytische Funktion f(z), deren Realteil am
Rande die Werte u(¢) annimmt; d. h. diejenige Funktion u, welche im
Innern des Einheitskreises = dem Realteil von f(z), fir Werte { = ¢
auf dem Einkeitskreise aber =u(g) gesetzt wird, ist eine in der ganzen
abgeschlossenen Kreisfliche 2| = 1 stetige Funktion.') Benutzen wir

Polarkoordinaten z = r¢'¥, so kinnen wir schreiben:

= - T 1 — rt
(15) 2ot = [ ey =M)A.
1]

Es gibt anfler # nicht etwa noch eine andere im Innern des Einheitskreises
reguliire Potentialfunktion #, welche in dem erklirten Sinne am Rande
des Kreises die Werte w«(g) annimmt. Denn dann wiirde « — u eine in
der abgeschlossenen Kreisfliche stetige Funktion sein, die im Innern als re-
gulire Potentialfunktion nirgends ein Maximum oder Minimum annehmen
kann, und die am Hande = 0 ist. Demnach miifite sowohl das Maximum
wie das Minimum von # — « (fiir |2 | << 1) = 0 sein, d. h. # = u.

Das Poissonsche Integral (15) liefert einen wichtigen Konvergenz-
satz: Ist wy, ug, Uy, ... eine Folge von Polentialfunktionen, die alle fiir
2| < 1 reguldr sind und gleichmdfig fiir | 2| < q gegen eine Grengfunltion
u konvergieren, wenn q irgendeine positive Zahl <1 bedeutet, so ist die
Grenzfunktion w gleichfalls eine fiir z| <1 reguldre Polentialfunkiion.
Unter den angegebenen Umstéinden muB niimlich zufolge des Poisson-

schen Integrals

4
*

I,!,r_ 2

2
< . ofpy = £ oo pdi?
J:JIHH(J B”}J —J{{=+ I g BQT:E&BF—-"&}H"*"{{ﬁ; ‘}dﬂ'
0
sein fiir » < q. Der Grenziibergang liefert

qi__,.r

FE
Ll
Daxu(re ) = sieduiid il i
(re?) ) ¢ F = 2qr ms@_ﬂjutge' Vd e,
1]

und hier steht auf der rechten Seite eine fiir r < g regulire Potential-
funktion. Ist ¢, eine positive Zahl <~ 1 und wiihle ich ¢ > ¢, und < 1,
so erkennt man noch, dafl in einem beliebigen konzentrischen Kreise,
dessen Radius << 1 ist (| 2| < ¢,) nicht nur u_ gleichmiifig gegen u, sondern

1) H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, 8. 156—198. Den Be.
weis findet man in fast allen Lehrbiichern der Funktionentheorie dargestellt.
E#:
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auch alle Ableitungen von u_ beliebig hoher Ordnung gleichmiilig gegen
die entsprechenden Ableitungen von # konvergieren.

Der Zusammenhang der Potentialtheorie mit dem Dirichletschen Inte-
gral geht aus folgendem Satz hervor:

Ist v eine im Einheitskreis K: 2z < 1 stelige, im Innern dessellen
stetig differentiierbare Funltion mit endlichem Dirichletschen Integral

l}w}—fj( \ﬁ ]ﬂ‘;rdy (2 =1x4+1y)

und u diejenige fiir |z < 1 reguliire Potentialfunktion, deren Randwerte
auf |z = 1 mit denen von v iibereinstimmen, so ist

(16) D(uw) < D).

Dabei soll das Dirichletsche Integral hier als ,,uneigentliches” Integral
gemeint sein, nimlich als Limes des lntegnls

Dfi}—- flr ]d':ufr; {g < 1)

fiir lim g=1. Wir verwenden allgemein, wenn 0 < ¢, << g, < 1 ist, die

Bezeichnung
Di:(v) = [JF —‘d:ﬁ:n’;

Der gewohnliche Bewem von (16) verliuft so: Man setzt w =v —u;
partielle Integratinn (Greensche Formel) liefert:

L :
D{wu) [ io':iu dg ‘_/[wﬁud:t‘dy (ﬂe‘d ;u!_[_ﬁ_u)
r'—l i T
K

dy*

und da im Innern von K: Auw = 0, am Rande w = 0 ist,
D(wu) = 0;
D(v) = D(u + w) = D(u) + 2D (wu) + D(w)
= D(u) + D(w) = D(u).
Will man diesen Schluf streng machen, so darf man zunichst alle Dirich-
letschen Integrale nur iiber z < g(<1) erstrecken und hat hernach ¢

gegen | konvergieren zu lassen. Es kommt dann darauf an, einzusehen, dab

2

ETY
D (wu) = g.fxu' E;}“ dap
L]

|

fiir limg = 1 gegen O geht. Nun weill man wohl, daB w(g¢'¥) mit gegen
1 gehendem ¢ gleichmiiBig in ¢ zu O konvergiert, aber es ldft sich keines-
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wegs sagen, dall g: im ganzen Einheitskreise beschrinkt bleibt; man kann

nur behaupten, daBl (1 — r) :: mit limr = 1 gleichmibig in ¢ gegen 0
konvergiert, und das reicht natiirlich nicht aus, um auf lim D, (ww) =0 zu
g=1

schlieflen. Diese Schwierigkeiten wird man sich vor Augen halten miissen,
um den folgenden, von Hadamard und Zaremba') herrithrenden Beweis
recht zu wiirdigen.

Die Randwerte v(¢'¢) mogen kiirzer v(g) genannt werden. Entwickelt
man das Poissonsche Integral (15) nach Potenzen von », so bekommt man

[

% == 2 + a,rcosq + a,_,rl’ cos2¢@ + - -
+ byrsing + byrisin2¢ 4 ---
Erf .Q_n-

a, = LJ v(p)ecosnpdep, b, = _lrfu'rp“l sinngdg .
0

Diese Entwicklung entspricht im Gebiet der Potentialfunktionen der Po-
tenzreihe in der Theorie der analytischen Funktionen. In der Tat sind

r* cos i, r"sinng nichts anderes als realer und imaginérer Teil von 2",
Die Potentialfunktionen

Po— Q== 1"si
= ™ eosn = ¥ simn
* Van ¥ Gn Van ¥

besitzen die folgenden Eigenschaften:
I D (P, @, =0 ohne Ausnahme,
(I) D(P,P,)=0, D(¢,&,) =0 auberfirn=m,
| D,(P.) = D,(@,) = ™,
und wenn wir allgemein

ffu vdzdy=J (uv)

=9

setzen, auch noch diese:

J,(P,, ¢,) =0 ohne Ausnahme,
(11) I (P, P,)=4d.(0,, Q,) =0 auler fir n =m,

: n+ 1
J(P)=d,(9,) = ﬁ%n_—’t—”ij'

Die Entwicklung von u kionnen wir schreiben:
1) Hadamard, Sur le principe de Dirichlet, Bulletin de la Société mathé-

matique de France, Bd. 34 (1906), 8. 136—139. Zaremba, Sur le principe du mi-
nimum, Bulletin de 1’ Académie des sciences de Cracovie, Juli 1909, 8. 206{f.
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(17) w— =§'[dn P, (zy)+ B, Q,(@y)],

wod =a Van, B =b Vxn Konstante sind, die sich als Flicheninte-
grale in der Form

"18} "‘ln — D(il? Pﬂ)l 'B:II — I}(T? Qn:]
darstellen lassen. Nach der Greenschen Formel ist ndmlich z. B.

27T
7 g i . = i
D?(ij’ ‘Pn)=qll {i {f"-" )rz','d';p =—lf..1- ) 'j'ﬂ(gﬁ tp)cﬂﬁﬂq?dqh
0 1]

Durch den Grenziibergang lim ¢ = 1 folgt daraus in der Tat
e
Div, P,) =]/§" v(p)cosngpdy = Ynm-a,= A, .
LI
Die Reihe (17) konvergiert fiir |2 | < ¢(<C1) gleichmiifiz und absolut
samt allen ihren Ableitungen. Man kann daher D (u) aus ibr durch

gliedweises Quadrieren und nachfolgendes gliedweises Integrieren be-
rechnen. Die Formeln (I) ergeben dann:

(19) D,(x) = D)¢*"(4; + B).
n=l
Anderseits folgt auf Grund der gleichen Formeln und der Ausdriicke (18)

D(v _Z[.-;,, P,+ B,Q,)) = D(v) — D'(4} + BY).

p=iy

Es mufi die Reihe

S+ B
n=1

demnach, wie weit man sie auch fortsetzt, immer < D(v) bleiben; das
hat ihre Konvergenz zur Folge. Verbinden wir damit die Gleichung (19),
so haben wir

D, () < D(v),

und durch den Grenziibergang limg = 1 folgt die Existenz von D(u),
und dal

(20) D(u) < D(v)

ist.

Unter allen Funktionen, welche in den Randwerten mit v itberein-
stimmen, erteilt also die Potentialfunktion dem Dirichletschen Integral
seinen kleinsten Wert. Setzen wir v — u =, so mull zufolge dieses
Satzes nicht nur fiir 4 = 1, sondern jeden reellen konstanten Wert von 4
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D(w) < D(u + iw)
sein, oder anders geschrieben:
2iD(uw) + 22D (w) = 0.
Das hat die Gleichung
D(uw) =0
zur Folge, die uns in
D(v) = D(u) + D(w) = D(u) + D(v — u),

eine schiirfere Aussage liefert, als die Ungleichung (20) enthielt. Ins-
besondere zeigt sich, daB in (20) nur dann das (leichheitszeichen gelten
kann, wenn v — u = const., oder da diese Differenz am Rande ver-
schwindet, v mit « identisch ist.

Aus (19) folgt durch den Grenziibergang lim g = 1:

(21) D(u) —2(;1' + B3,

Denn einerseits ist

D, (u) {ZLIE + B?), also D(u) {2@‘1 e 2

n=1
anderseits liefert
D, (u) = Z (43 + B3)g™
V= [

die fiir jedes n giiltige Ungleichung

D@)> D (43 + BY.

=1

a, = —-A-‘—, b, = B: 4ind die Werte von i”, g% m Nullpunkt. Be-
- V= ox’ 0y

halten wir in (21) rechts nur das erste Glied bei, so finden wir demnach

22) (G2 + )] ==0®.

Wenden wir diese Ungleichung, statt auf den Einheitskreis, auf den
Kreis #, mit dem Mittelpunkt (! < 2z = < 1) und dem Radius 1 —»
an, so fﬂlgt

6"+ G st [ 62"+ G ooy

(28) < 5D, ,(u).

—-:{l—r

Der Kreis #, ist nimlich ganz in dem Kreisring 2r — 1 < 2z < 1 ent-
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halten. Da lim D, _,(u) = 0 ist, schlieBt diese Ungleichung eine Aus-
r=1
sage iiber das Verhalten der Ableitungen ;;, ;: am Rande des Einheits-

kreises in sich.
Wie (21) auf dem Wege iiber (19) sich aus den Formeln (I) ergibt,
erhalten wir mit Benutzung des Formelsystems (II):

By :1'—|—.r
J(“ T ‘J) —Z"H{HJ—I_u'

=1

In Verbindung mit (21) liefert das die Uﬂgleiulmng
(24) J (u - “j’) < - Il(uj

Diese Ungleichung steht in engem Zusammenhang mit einem interessanten
elementaren Problem der Analysis. Fragt man sich, wie gut man eine
Funktion » von zwei Argnmenten xy in einem Bereich & durch eine
Konstante anniihern kann, so sagt dariiber der erste Mittelwertsatz der
Differentialrechnng aus, daB sich, wenn ich als Anniherungskonstante
den Wert von v in einem festen Punkt (z,y,) nehme,

Max. 1/(22)° 4. (27) P
\v(zy) — v(xy,) | < }-I{ﬁh. ] (EJ:E) - (333) >< Entfernung (xy; z,4,)
ergibt. Hier wird als Fehler das Maximum des absoluten Betrages der
Differenz | v — v, angesehen, und dessen Grille erweist sich als wesent-
lich bestimmt durch das Max, l (g;) + (; ;) Beurteilen wir aber den
Fehler, wie es der Methode der kleinsten (uadrate entspricht, nach dem

Quadratintegral j ‘,’ 'I:EP — vy)°dxdy, so wird man erwarten diirfen, daB

die durch geeignete Wahl der Konstanten v, erzielbare Anniherung be-
stimmt ist durch den Wert von

JS TG+ ) Yass,

Diese Vermutung wird durch die obige Ungleichung bestitigt fiir den

Fall, daf der Bereich & der Einheitskreis und » eine Potentialfunktion ist.
Von der letzten Voraussetzung wollen wir uns befreien, indem wir,

unter Verwendung der oben benutzten Bezeichnungen, allgemein beweisen:

o a,

(25) Jo—%) < D ().

52“— ist im allgemeinen nicht der Wert von v im Mittelpunkt, son-

dern der Mittelwert von » auf dem Rande des Kreises:
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i, 1 " i
. = Eﬁj vigp)de.
0
Wir bedienen uns der Schwarzschen Ungleichung

‘. 2 1 '.
(;‘ ryd:v) < [z [de,
II'D ['.] ru

fiir die man auch schreiben kann

= i T
l/ | (f & 9)%dz 5_1/[ [Pdz + l/[ g*dx
0 0 "0

[fx), g(x) sind irgend zwei stetige Funktionen im Intervall 0 < z < 1].
Sie ergibt sich daraus, daB die quadratische Form in Au:

1
J (A-fl@) +u-g@)de=Ai*+ 2Biu + Mu?
0

nicht negativ werden kann und also ihre Diskriminante
Al —B* >0
sein muf.
Fiir eine im abgeschlossenen Einheitskreis stetige, am Rande ver-
schwindende, im Innern stetig differentiierbare Funktion, wie es w=v—u
ist, erhalten wir mittels der Schwarzschen Ungleichung

S T
[w(ryei?) — w(r,é¥)]) = ( : 3_1:-_13:;_)_{ r)

\ 1y

"(Bw\ 2 Edr
é} (a,;) f‘ffr-f;- 0<n< <t
L3 y

Integriert man diese Ungleichung nach ¢ und léft dann », gegen 1 kon-
vergieren, so ergibt sich, da

a3
ry 3%

vz =[ J1G)r+ C5)' iwar

ist, die Beziehung
(26) ] [wirée) Pdg < lg D (w).

Von dieser Ungleichung werden wir sogleich noch eine wichtige An-
wendung machen. Vorerst ersetzen wir rechts D}(10) durch das griiBere
D(w), multiplizieren mit rd» und integrieren nach r von 0 bis 1. Dann
ergibt sich, da
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1
lr g :r ar = 1
[

(27) J(w) < D(w).

Wir kombinieren (27) mit (24). Es ist

J(- = “Eb) = E[J(ar —%) + I(w)]

— zufolge der Ungleichung (¢ 4+ f§)° < 2[«® 4- °] — daher nach (24)
und (27)

<i[Dw + D)) =1D(v).
Damit ist (25) bewiesen. Wir bemerken nochmals, daB sich in (25) der
Faktor | durch den kleineren { ersetzen liBit, wenn v eine Potential-
funktion ist oder am Rande verschwindet,

Ist v in einem (ebiet, das den Einheitskreis im Innern enthilt,
stetig differentiierbar, so wird dadurch, daB wir im Einheitskreise v durch
u ersetzen, der Wert des Dirichlet-Integrals herabgedriickt. Da wir jedoch
in den beabsichtigten Anwendungen nur stetig differentiierbare Funk-
tionen gebrauchen konnen, die Funktion v aber, welehe auBierhalb des
Einheitskreises mit #, innerhalb desselben mit u iibereinstimmt, im allge-
meinen iiber den Rand des Einheitskreises hiniiber diese Eigenschaft
nicht besitzt, miissen wir dort den Funktionsverlanf von » so ,glitten®,
dal doeh der Wert des Dirichletschen Integrals von » dabei sich so
wenig #ndert, als man nur will. Wir wollen also zeigen: es gibt eine
stetig differentiierbare Funktion ¢, welche aulierhalb des Einheitskreises
mit v iibereinstimmt, und deren iiber den Einheitskreis erstrecktes Dirich-
letsches Integral D(7) sich so wenig, wie man will, von D(v) = D (u)
unterscheidet.

Ich wihle ¢ > 1 und << 1 und bilde mit ¥ () = ( ) die Funktion')
; u fiir |2 < gq
u+ y(r)v—u) firg< z|=r<1.

Da y(r) bei r = q von 2. Ordnung verschwindet, geht diese Funktion
v samt ihren ersten Differentialquotienten stetig iiber den Kreis 2z =g¢q
hiniiber. Gegen den Rand des Einheitskteises zu konvergiert © — v mit
seinen beiden ersten Differentialquotienten gleichmiBig gegen 0. Wenn
man ¢ auberhalb des Einheitskreises also mit v zusammenfallen libt, ist
 auch iiber den Rand des Einheitskreises stetig und stetig differentiierbar.
Denn es ist beispielsweise

- (o0 — ) o =
S e R P

1} Nach 8. Zaremba, Krakauer Berichte, Juli 1909, 8. 2461
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72(r) — 1 wird bei r =1 von 1. Ordnung Null, und aus der Ungleichung
(23) geht daher hervor, daB der erste auf der rechten Seite stehende
Summand bei Anniherung an die Peripherie des Einheitskreises vom
Innern aus gleichmifiiz gegen 0 geht; daB der zweite Summand das-
selbe tut, bedarf kaum der Erwihnung.

Wir schiitzen jetzt das iiber den Einheitskreis zu erstreckende Dirichlet-
Integral

Do —u)=DL[xr) @ — w)]

ab. Da

d , . . 0 —u) L 2ir—q) x
v —uw|=1ylr — (v —u) :
a},[?ﬁw -"] x\r) Ax iF J‘I.Ll_

ist, so erhiilt man fiir dieses Integral einen Wert << dem doppelten von

f_fx(, ” (y)]f“fd-!; al ffw”(”—q}’rdf'd'?-

Der erste Summand hier ist wegen y* < 1:
< Di(w)

I-ﬂ
—

der zweite, da nach (26)

T

/iwﬁﬂdr; < (: — 1) Di(ew) (g<<r<1)ist:

1

- DY () - Icl—— r)(r — q)idr =—D1(w}.

T

4
=1 —g"

Im ganzen kommt also
D) — D) =D(E —u) < 2DYw),

und das kann durch geeignete Wahl von g so klein gemacht werden
wie man will.

§ 14. Ansatz zum Beweis der Existenztheoreme. Aufstellung der
Elementardifferentiale.

Statt eine analytische Funktion auf der vorgegebenen geschlossenen
Riemannschen Fliche § zu konstruieren, suchen wir zuniichst nur den
Realteil einer solchen, d.i. eine reelle anf der Fliche harmonisehe Funk-
tion. Eine iiberall regulire Potentialfunktion auf der Fliche existiert
aber (wenn man von der Konstanten absieht) nicht. Wir werden daher
fir die harmonische Funktion an einer Stelle eine Singularitit zulassen,
und zwar die einfachste, welche es gibt: sie =oll sich dort verhalten wie
der Realteil einer analytischen Funktion, die einen Pol 1. Ordnung be-
sitzt. Wir gehen also darauf aus, folgendes Existenztheorem zu beweisen:

Ist O mit der Ortsuniformisierenden z, = x, + iy, ein willkiirlicher
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Punlt auf §, so gibt es eine in allen von O verschiedenen Punkten reguléire
Potentialfunktion U auf §, die in der Umgebung von O sich von e Ifln—_yﬁ
um eine in O vequlire Potentialfunktion unterscheidet.

U/ ist offenbar bis auf eine additive Konstante durch diese Eigen-
schaften eindeuntig bestimmt. Mag auch {§ keine wirkliche Fliiche im Raum
sein, sondern eine Riemannsche Fliche in dem abstrakten Sinne, wie er
in lmp. I eingefiihrt ist, es wird trotzdem erlaubt sein, [/ als Potential
einer inkompressiblen, stationiiren, wirbelfreien Fliissigkeitsstromung auf
¥ zu betrachten, einer Stromung, die iiberall, abgesehen von dem einen
Punkte 0, auch qus* lenfrei ist; im Punkte O aber sitzt eine ,Doppelquelle
vom Momente 27, deren Richtung mit der positiven x,- Achse iiberein-
stimmt. Es gehurt allerdings einige Kiihnheit dazu, aus dieser hydrody-
namischen Deutung aunf die Existenz von U zu schliefen.?)

Wiirde sich von {7 das Dirichletsche Integral bilden lassen, so hitten
wir dieses als die Energie der Fliissigkeitsstromung anzusprechen. Leider
wird das Integral aber wegen des Verhaltens von [/ an der Stelle 0 un-
endlich. Wir verfahren deshalb so. Wir schlagen um O einen z;,-Kreis
Ko: 25| < @, und bilden in ihm die Funktion

L, Ly,
T+ oy ' oag
Sie hat die Eigenschaft, auf der Peripherie von K, die normale Ableitung
0 zu besitzen. Benutzen wir nédmlich Polarkoordinaten z, = r e'%, so ist

G =

q} L (‘:I‘JH r 2 + ry CO8 q:'ll
T aj
ch cos g, , CO8 :pu 3 Py

Wir betrachten jetzt

U7 iiberall auf §, aufler in K,

U— o in K,
Diese Funktion hat lings der Peripherie x, von K, einen Sprung, ist
aber sonst stetig differentiierbar. Auch liBt sich der auBerhalb K; herrschen-
de Wertverlauf von w noeh ein Stiick iiber %, nach innen hinein als stetig
differentiierbare (sogar als regulire Potential-) Funktion fortsetzen (U/);
ebenso libt sich das innerhalb K, herrschende u ein Stiick {iber %, hinaus als
stetig differentiierbare (sogar als reguliire Potential-) Funktion (U — @)
fortsetzen. Infolgedessen kann man das Dirichletsche Integral 1)(u) in der
oben auseinandergesetzten Weise bilden, wenn man unter die Kreis-

i =

1) Auf diese und iihnliche physikalische Anschanungen stiitzt sich die
Darstellung in der erwihnten Kleinschen Schrift vom Jahre 1882; vgl. die dort
rezeichneten, sehr instruktiven Stromungsbilder.
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peripherien x, lings denen § in die Stiicke &, zerschnitten wurde, immer
auch den Kreis %, anfnimmt.

Unter allen Funktionen v, welche lings =, denselben Sprung besifzen
wie u, die sonst aber stetig differentiierbar sind, erteilt w dem Dirichletschen
Integral D(v) seinen Lkleinsten Werl. Die hier zum Vergleich mit u
herangezogenen Funktionen v wollen wir noch etwas genauer charakte-
risieren. Ich schlage dazu um O einen z-Kreis Kj: 'z, < b,, von etwas
grofierem Radius b, als a,. § — K, nenne ich die ,gelochte Fliche, K,
das ,,Loch®, K, den nDeckel”, den Kreisring @y << 2Z,| < by, in dem der
Deckel iiber die gelochte Fliche hiniibergreift, den ,, Verschiufiring®. Zur
Konkurrenz zugelassen wird eine Funktion » dann, wenn sie in der ge-
lochten Fliche stetig differentiierbar ist und im Loch mit einer im ganzen
Deckel stetig differentiierbaren Funktion »* iibereinstimmt, zu der sie
im Verschlufiring in der Beziehung v = v* + & steht. Ist v das Zeichen
fiir irgendeine Konkurrenzfunktion, so soll allemal »* die hier charak-
terisierte stetig differentiierbare Funktion im Deckel bedeuten. Die Dif-
ferenz zweier Konkurrenzfunktionen ist auf ganz 3§ stetig differentiierbar.

Um nun den Existenzbeweis von U oder u zu fiihren, stellen wir
uns das Mintmalproblem, unter allen Konkurrenzfunktionen v diejenige
% herauszufinden, fiir welche das Dirichletsche Integral D (v) den klein-
sten Wert erhilt. Das Thomson-Dirichletsche Prinzip behauptet, dafl
eine solche Minimalfunktion u existiert.)) Auf dieses Prinzip hat Rie-
mann seine Existenzbeweise gegriindet, doch stimmt sein Ansatz nicht
vollig mit dem unseren iiberein.) Die WeierstraBische Kritik zeigte, dab
die Evidenz, welche dem Dirichletschen Prinzip inne zu wohnen scheint,
nur vorgetiuscht ist.*) Man suchte deshalb durch andere Methoden die
Riemannschen Existenzsitze sicherzustellen, und dies war zuerst Schwarz
und C. Neumann, namentlich mit Hilfe des sog. alternierenden Verfahrens,
in glinzender Weise gelungen.®) Spiter ist jedoch das Dirichletsche
Prinzip von Hilbert streng bewiesen worden.®) An seinen Beweis kniipft
eine grt}Here Reihe von Arbeiten anderer Autoren an, durch die der Be-

1) Seit 1847 von W. Thomson (Lord Kelvin) in verschiedenen Arbeiten an-
gewandt. Der Name , Dirichletasches Prinzip** riihrt von Riemann her, der diese
Schlubweise aus Dirichlets Vorlesungen kannte.

2) Die hier zugrunde gelegte Form des Ansatzes wurde vom Verf. (auBer in
der Vorlesung, aus der die vorliegende Schrift entstanden ist) in der Sitzung vom
16. Jan. 1912 der Gittinger Mathematischen Gesellschatt vorgetragen.

3) Uber das sog. Dlrmhletschel‘nnmp (1870), Weierstralh Werke, Bd. 2, 5. 4954,

4) H. A. Schwarz, Berliner Berichte 1870 (Ges. Abhandlungen II, 8. 183—17 1).
C. Neumann, siichsische Berichte 1870; ders., Vorlesungen iiber Riemanns Theorie
der Abelschen Integrale, 2. Aufl., Leipzig 1884, 5. 388—471.

5) Hilbert, ,,Uber das Dirichletsche Prinzip*, Festsehrift zur Feier des 150jihri-
gen Bestehens der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, 1901, abge-
druckt in Math. Ann. Bd. 59, 8. 161—186; ,Zur Theorie der konformen Abbil-
dung*, Gittinger Nachrichten, 1909, 8, 314—323,
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weis zwar nicht dem Grundgedanken nach, aber in manchen Einzel-
heiten vereinfacht wurde.') Das Dirichletsche Prinzip gehort seit diesen
Untersuchungen wieder zu den michtigsten Hilfsmitteln der Analysis.

Zur Rechtfertigung des Ansatzes unseres Problems als einer Mini-
malaufgabe soll zunichst gezeigt werden, daB die Minimalfunktion wu,
falls sie existiert (sie ist dann selbst eine zur Konkurrenz zugelassene
Funktion), die gewiinschten Eigenschaften besitzt, d. h. u ist in jedem
Punkt der gelochten Fliche, das zugehorige #* in jedem inneren Punkte
des Deckels regulir-harmonisch.

l. Ist p ein Punkt der gelochten Fliche, z eine zugehérige Orts-
uniformisierende, K ein z-Kreis um p, der ganz in der gelochten Fliche
liegt, so kann ich w, falls es in K nicht harmoniseh ist, durch diejenige
Potentialfunktion i in K ersetzen, welche am Rande von K mit « iiber-
einstimmt. Fiir diese ist dann das {iber K erstreckte Dirichletsche In-
tegral Dy ()< Dg(w). Durch das am SchluB von § 13 geschilderte
Glattungsverfahren bekomme ich eine iiber den Rand von K hiniiber
stetig differentiierbare Funktion i, welche, aufler in K, mit u iiberein-
stimmt, deren iiber K erstrecktes Dirichletsches Integral aber so wenig
von Dg(u) abweicht, wie ich nur will. Insbesondere kann ich demnach
erzielen, dafi auch Dk (i) noch < Dg(u) ist. @ ist eine Konkurrenzfunk-
tion, fiir welche das iiber ganz § erstreckte Integral D (ii) einen kleineren
Wert besitzt als fiir v. Dieser Widerspruch zeigt, dall « in K eine re-
gulire Potentialfunktion sein muf.

2. Es sei p ein innerer Punkt des Deckels und K in der z;-Ebene
: ein ganz dem Deckel angehiriger Kreis um J.

Ist #* nicht harmonisch in p, so kann man u*
durch eine im ganzen Deckel stetig differentiier-
bare Funktion w* ersetzen, die auBerhalb K mit «*
iibereinstimmt und fiir welche Dg(u*) < D (u¥)
ist. Es gibt dann eine einzige Konkurrenzfunk-
tion #, die, aufler in K, == ist und deren zu-
gehoriges (i)* im Deckel mit u* iibereinstimmt.
Fig. 23. Fiir diese ist, wie ich jetzt zeigen will, das iiber

die ganze Fliche erstreckte Integral D (i) << D(u), und die Annahme,
daB u* in p keine regulir-harmonische Funktion war, ist damit wider-
legt. Beim Beweise nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, dall K den

1) Ich nenne insbesondere die in den Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo, Bd.22—24 (1906—07) erschienenen Abhandlungen: B. Levi, Sul principio
di Dirichlet; Fubini, Il prineipio di minimo e i teoremi di esistenza per i problemi
al contorno relativi alle equazione alle derivate parziali di ordini pari; Lebesgue,
Sur le probléme de Dirichlet; die Arbeit von 3. Zaremba, Bur le principe du
minimum, in den Krakauer Berichten, Juli 1909, und die von K. Courant,
Uber die Methode des Dirichletschen Prinzips, in Bd. 72 der Math. Ann. (1912).
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Lochrand #, schneidet. Es zerfdllt dann (Fig. 23) K durch %, in zwei
Teile K, K”, von denen K’ zu K, gehire. Die zu beweisende Gleichung

D(x) — D(@) = D (w*) — D, (w¥)(> 0)
ist mit der folgenden identisch:
(28) D .(u*+0)— D, (w*+ &) = D, (w*) — D (u¥).
Da @ in K” und auch noch iiber den Rand von K" hinaus eine regulire
Potentialfunktion ist, gilt z. B.
ft&"‘—r ®) =D . () + D .(P) — Ej'u*g:ffs,

wobei das letzte Integral iiber den Rand von K" zu erstrecken ist (ds
bedeutet das Bogenelement dieses Randes, und die Randnormale n weist

ins Innere von K”).

tegral nur iiber denjenigen Teil %" der Peripherie von K erstreckt zu
werden, der auBerhalb K, verliuft. Unsere Behauptung reduziert sich
danach aunf

(o 0\ d® 2.
J{u u )anffs—ﬂ.

In dieser Form ist sie selbstverstiindlich, da lings der Peripherie von
K: u* — u* ist. Man sieht hieraus, daB es fiir die H]Lhtlgkﬂt unseres

Ansatzes entscheidend war, dem singuliiren Hestandteﬂ wr + = das Glied
i hinzuzufiigen, welches bewirkte, daB auf dem Luchrande die normale

af
Ableitung von @ gleich 0 wurde.

Da wir die Giiltigkeit des Dirichletschen Prinzips auch fiir unge-
schlossene Riemannsche Flichen erweisen werden, kionnen wir auf einer
solchen gleichfalls u, u* und U bilden. Die Konkurrenzbedingungen fiir
die Funktionen v sind dann noch durch die weitere Forderung, dal D(v)
endlich sein soll, einzuschrinken, Die Potentialfunktion I/ kann auf einer
ungeschlossenen Fliche nicht mehr vollstindig durch ihre Singularitit
an der Stelle O charakterisiert werden. Sie ist aber eindeutig bis auf eine
additive Konstante bestimmt, wenn wir in ihre Beschreibung auBler der
Angabe der charakteristischen Singularitiit in O noch diese Tatsache auf-
nehmen: Fiir jede stetig differentiierbare Funktion #, die = 0 ist fiir alle
Punkte in einer (wenn auch noch so kleinen) Umgebung von O und
welche ein endliches Dirichletsches Integral besitzt, gilt

D (U, w) = 0.

Schlagen wir nimlich um O einen in K, gelegenen z,-Kreis Ki*: |z, <e¢,.
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so klein, daB iiberall in K" die Funktion w = 0 ist, dann folgt zunéchst
aus der fiir jedes konstante 4 giiltigen Ungleichung

Diw) <D(u+ dw)
die Beziehung D(u,w) = 0. Der Unterschied
D(U,w)—D(uw)

"0 6w . 8P fw
s R [ it ) daxy dy,
g, 0I, Yy G, 3
f . . 3

ist aber

Auf Ky ist o = 0, auf K3*: 2 = 0; folglich
i |
D(Uw) = D(u,w) =0,
Die weiterhin noch in diesem Paragraphen zu bhesprechenden Er-

weiterungen der Methode des Dirichletschen Prinzipes nehmen wir nur
fiir geschlossene Flichen vor.

Statt “°>%° kann ich als Singularitit in O auch

Ta :
sin g, Uy
R
oder allgemeiner
co8 i, Bln
-'_F[,” ¥ o 0

(Pol %'** Ordnung; » ganz und positiv) vorschreiben. Fiir @ habe ich dann
den Ansatz

CO8 CO8
® sin " Py ., 8in n @,
o

od

zu machen; in allen Fillen ist (3 ) = (), Jede der so gewonnenen
% TH=ap

0
Potentialfunktionen gibt zu einem Differential dr Veranlassung (vgl. 8. 55).

Dasselbe ist aufier in O iiberall regulir und wird in O unendlich wie

. ndz,

ndz
it bzw, — 2

zn+1?
z,m T

1?7
g, T

withrend der Realteil') des iiber irgend eine geschlossene Kurve erstreckten
Integrales fdr stets 0 ist. Die gefundenen Differentiale sind von der
2. Gattung, d. h. sie haben nirgends ein von 0 verschiedenes Residuum.
Als Differentiale 3. Gattung werden solche bezeichnet, die von 0 ver-

1) Fiir den Real- und Imaginiirteil einer komplexen Grife c = a 4 1b werden
wir die Zeichen a = Re, b= je verwenden.
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schiedene Residuen besitzen: ein Differential heifit aber von der 1. Gat-
tung, wenn es nirgendwo einen Pol, geschweige denn ein von 0 verschie-
denes Residnum, besitzt.

Es seien 1und 2 zwei Punkte innerhalb K,, 1, 2" ihre in der z,-Ebene
durch die Methode der reziproken Radien konstruierten Spiegelbilder?) in
bezug auf %, r,, ry; i}, r2 seien die Lingen der Radienvektoren von den
Punkten 1, 2; 17, 2° nach einem variablen Punkt der z-Ebene, ¢, @,,
@1, g2 die zugehirigen (nur bis anf ganzzahlige Vielfache von 2x be-
stimmten) Azimuts (Winkel mit der Richtung der positiven z,-Achse).
Wenn wir eine Potentialfunktion finden wollen, die aufler in 1 und 2
regulir ist, in 1 aber unendlich wird wie lg r,, in 2 wie — lg+,, so
nehmen wir

O =(lgr,—lgr,)+ (lgr, —lgr):

Die normale Ableitung von ® auf %, ist (. Der Verschlufiring ist so
schmal zu nehmen, daB die Punkte 1°, 2" nicht in den Deckel zu liegen
kommen. Das entstehende Potential I/ gibt zn einem Differential do,,
Veranlassung, das in 1 und 2 je einen Pol 1. Ordnung mit dem Residuum
<+ 1, bzw. — 1 besitzt. Sind p, q irgend zwei Punkte auf §§, so kann man
lings einer p mit q verbindenden Kurve sclche Punkte p =1, 2, 3,..
q = n zwischenschalten, dal nach unserer Methode

Tk

doyg, Aoy, ..., do

i=1n

gebildet werden konnen.

doy, = do,, + doy, + ... + do

i=1;n

ist dann ein Differential, das nur bei p, q je einen Pol 1. Ordoung von
den Residuen + 1 bzw. — 1 besitzt. Sind p,, ps,..., p; P, irgend n + 1
verschiedene Punkte auf der Fliche und A4,, 4,,..., A, beliebige kom-
plexe Zahlen mit der Summe 0, so ist

IEAI dﬁ-‘nI v,
ein Differential, das an den Stellen p,, p, ..., p, je einen Pol 1. Ordnung
mit den Residuen A, A,,..., 4, besitzt, wiihrend es sich an allen iibrigen
Stellen (auch in py) regulir verhidlt. Man sieht, daf man die Residuen
eines bis auf Pole reguliren Differentials unter der Bedingung, daB ihre
Summe gleich O sein muB, beliebig vorschreiben kann.

Kehren wir zu dem Kreis K, mit den beiden in ihm exzentrisch ge-
legenen Punkten 1, 2 zuriick.

¢={(P1_Ws)_[q?'1“'?3;)

1) Wir kinnen K, so annehmen, daf weder 1 noch 2 im Mittelpunkt dieses
Kreises liegt.
Wayl: Die [des der Riemannschen Fliche T
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ist im Verschlufiringe (und noch etwas iiber seine Grenzen hinaus) eine
eindentige regulire Potentialfunktion. Nach dem Dirichletschen Prinzip
existiert daher eine regulidre Potentialfunktion u in der gelochten Fliche
und eine regulire Potentialfunktion «* im Deckel, die im Verschlufiringe
in der Beziehung u = u® + ® zueinander stehen. Das zugehirige U ist
nicht eindeutig, sondern bekommt in 1 und 2 Windungspunkte unendlich
hoher Ordnung. Schneiden wir aber die Fliche in irgend einer stetigen,
innerhalb K, von 1 nach 2 fiihrenden Kurve g, auf, so ist U in der zer-
schnittenen Fliche eindeutig. Dies ergibt sich ohme weiteres aus dem
Umstande, daf inbezug auf eine geschlossene, in dem Deckel liegende
Kurve p, welche 6, nicht schneidet, in der z;-Ebene die Punkte 1 und 2
dieselbe ,,Ordnung® haben (vgl. 8. 56). U gibt trotz seiner Mehrdeutig-
keit zu einem in der unzerschnittenen Fliache eindeutigen Differential
dw’, Veranlassung, das nur bei 1 und 2 Pole 1. Ordnung mit den Resi-
duen = i besitzt. Ist die Linie 6, eine Elementarstrecke auf der trian-
gulierten Fliche §, so wird R/ dw, = 0 sein fiir jede geschlossene

¥
Kurve 3, welche diese Strecke nicht trifft, fiir ein Polygon § aber, das
6, an einer einzigen Stelle von rechts nach links iiberkreuzt, wird

EﬂJ do,, =2mx.
o]

[st e eine geschlossene Kurve auf §, so konnen wir so dicht Punkte
1, 2, 3,..., n auf ¢ verteilen, dall jede einzelne der Teilkurven 12, 23, ..,
n1, in die ¢ dadurch zerlegt wird, ganz innerhalb eines Kreises wie K,
zu liegen kommt. Indem wir dann

14

dw = _%(dm;, + doy, + -+ + dﬂ’:ﬂ.l)

bilden, erhalten wir ein #iberall ohne Ausnahme regulires Differential
dee,; es hat die Eigenschaft, dafl fiir jede geschlossene Kurve y, die « nicht

trifft, der Realteil von J"dw, = 0 ist. War aber « ein Polygon und ist
Y
ein solches Polygon, das « an einer einzigen Stelle von rechts nach links

iiberkreuzt, so wird

R [dw, = 1.
P

Die kanonische Zerschneidung dient dazu, nachzuweisen, dafl durch
lineare Zusammensetzung aus den Differentialen di_ jedes beliebige Diffe-
rential 1. Gattung erzeugt werden kann. Sind niimlich

die Riickkehrschnittpaare einer kanonischen Zerschneidung und schreiben
wir zur Abkiirzung dw, = dw,, so gilt
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P —— = e
= — —_—

mjdwﬂ_dul, 'EHJ{FH'E; =—1 [I=1,...,p]
agy

H3l=1

und alle andern Ausdriicke von der Form R J(‘ dw, sind = 0. Ist nun
th
der Realteil von fnfu: gleich ¢,, so wird

LY

(29) %R ] rd w — (eg dw, — ¢, diwy) — (¢, dwy — ¢ dw,) — ... |

b

bei Integration iiber eine jede geschlossene Kurve — (, da diese ,Integral-
funktion® fiir die 2Zp Kurven «, verschwindet, die eine Basis der ge-
schlossenen Wege bilden. Infolgedessen ist (29), von einem festen An-
fangspunkt nach einem variablen Endpunkt integriert, eine eindeutige
und zwar regulir-harmonische Funktion dieses Endpunktes; da aber eine
solche aubler der Konstanten nicht existiert, ergibt sich die Identitit:

dw = (e, dw, — ¢, dw,) + (¢, dwy — c;dw,) + ...,

d. h. aus den 2p Differentialen dw, lift sich jedes Differential 1. Gattung
auf eine und nur eine Weise mit Hilfe konstanter reeller Faltoren zu-
sammenseizen : die dw, bilden eine ,reelle” Basis der Differentiale 1. Gat-
tung. — Der Ubergang von einer reellen Basis der Differentiale 1. Gat-
tung zu einer anderen wird vermittelt durch lineare Transformation mit
beliebigen reellen Koeffizienten und einer von 0 verschiedenen Deter-
minante. Aus den 2p Differentialen dw, einer reellen Basis kann man
sich solche (etwa dw,,..., dw,) auswihlen, dall zwischen diesen keine
lineare Beziehung mit beliebigen konstanten Lomplezen Koeffizienten
besteht, wohl aber zwischen je ¢ + 1 Differentialen der Basis. Da dann

(30) dw,, ..., dw

in reellen Sinne linear unabhingig sind, muf 2¢ < 2p sein. Da aber
jedes Differential der Basis und damit jedes Differential 1. Gattung iiber-
haupt sich linear mit komplexen Koeffizienten aus dw,, ..., dw,, also
linear mit reellen Koeffizienten aus den Differentialen (30) zusammen-
setzen lilit, mull 2q = 2p, folglich ¢ = p sein. Aus den Differentialen
einer reellen Basis kann man demmach eine aus p Differentialen beste-
hende ,komplexe“ Basis duw,,..., dw, herauslosen. Jedes Differential
1. Gattung dw gestattet eine und nur eine Darstellung der Form
dw = Cdw, + ...+ C, dw,

mit komplexen Konstanten C,,..., C,.

Lautet die Potenzentwicklung eines beliebigen Differentials dv an
einer Stelle p;, zu dem die Ortsuniformisierende z, gehort,
b+ 2l A Ay . <) ey

1

g3 2wy, ..., tdw,

-
i
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S0 nennen wir
d— 1 R i .d. = |
{\ "_"_ " g ] L{}ﬁ:-ul

e
den Hauptteil von dv an der Stelle p,. Gibt man auf einer geschlosse-

nen Riemannschen Fliche von einem Differential dv die Pole und die
Hauptteile an diesen beliebig vor, doch so, dali die Summe der Residuen

= 0 ist, und auBerdem den Realteil von [ dv fiir 2p linear unabhiingige

T
geschlossene Wege », so gibt es ein und nur ein Ditferential dv, das den

gestellten Anforderungen geniigt; es kann durch additive Zusammen-
setzung aus den oben von uns mit Hilfe des Dirichletschen Prinzipes
konstruierten Klementardifferentialen gewonnen werden.

§ 15. Beweis des Dirichletschen Prinzips.')

Die Konkurrenzbedingungen fiir die Funktion v seien wie im vorigen
Paragraphen festgelegt, aus dem wir auch alle anderen Bezeichnungen
heriibernehmen. KEs ist zunfichst zu bemerken, dali es iiberhaupt Kon-
kurrenzfunktionen gibt (auch im Falle nicht-geschlossener Flichen),
z. B. solche, die aubler in den Punkten von K, iiberall = 0 sind. d sei
die untere Grenze des Dirichletschen Integrals D (v) fiir alle Konkurrenz
funktionen; dann wird stets D(v) = d sein, aber, wenn ¢ eine beliebig
kleine positive Grife ist, werden immer noch Konkurrenzfunktionen
v existieren, fiir welche D (v) << d + & ausfillt. Ist v eine Konkurrenz-
funktion, so ist auch immer v 4 a, wo a eine willkiirliche reelle Kon-
stante ist, eine solche, die iibrigens dem Dirichletschen Integral denselben
Wert wie v erteilt. Wir kinnen infolgedessen die Konkurrenzbeding-
ungen noch durch die Forderung einschrinken, dafi das Randintegral
von v* um den Kreis K

HE
o

Jv¥, _, - dgy=0

gein soll. Ist jeder Konkurrenzfunktion v irgendwie eine Zahl #(v) zuge-
ordnet, so wird eine Limesgleichung wie

L]
u

lim #(v) = #,

1) Bei der Durchfiihrung des Beweises ist hauptsiichlich die 8. 94
zitierte Arbeit von Zaremba zugrunde gelegt worden. Diese bezieht sich jedoch
nur auf ebene Bereiche (und zwar auf die Lisung der ersten Randwertaufgabe
der Potentialtheorie fiir solche Bereiche). Wie das Dirichletsche Prinzip fiir be-
liebige Riemannsche Fliachen zu begriinden ist, zeigt R. Kinig, Konforme Ab-
bildung der Oberfliche einer riiumlichen Ecke, Leipziger Habilitationsschrift 1911,
abgedruckt in Math. Ann. Bd. 71, 5. 184—205. Unser, von dem Riemann-
Hilbertschen abweichender Ansatz bringt weitgehende Vereinfachungen mit sich.
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bedeuten, daB zu jeder positiven Zahl & eine positive Zahl d derart an-
gegeben werden kann, daB fiir alle Konkurrenzfunktionen v, fiir welche
D (v) < d + 0 ist, der Unterschied &(v) — &, < & wird. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein lim &(v) in diesem Sinne
existiert, ist die, daB zu jedem positiven & ein positives 0 gefunden
werden kann derart, daff fiir irgend zwei Konkurrenzfunktionen v,, v,,
welche dem Dirichletschen Integral Werte << d + 0 erteilen,
8(v) — 2(v;) <

wird.

Der Satz, den wir zu beweisen haben, lautet: Es gibt eine Kon-
kurrenzfunltion w mit der Figenschaft D(u) = d.

Wir beginnen diesen Nachweis mit der B. Levischen Ungleichung'),
welche aussagt, daB zwei Konkurrenzfunktionen v,, v,, deren Dirichlet-
sches Integral der unteren Grenze d nahekommt, eine Differenz v, — v,
besitzen, deren Dirichlet-Integral sehr klein ist:

VD (v, — v5) <V D(v,) —d +VD(v,) — .
Sind nédmlich 1, 1, irgend zwei Konstante, 1, + i, <0, so ist mit
v,, ¥y auch
111'14j1= vy
T
eine Konkurrenzfunktion, und daher
D40+ 43v) = d - (4, + 45)
Diese Ungleichung verliert ihre Giiltigkeit fiir i, + 4, = O nicht. Die
quadratische Form von 4,, 1,:
BID(v,) — d] + 21,4 [D(e,v) — d] + [P (v,) — ]
ist also stets = 0, und darum muB8
[D(z,) — d][D(vy) — d] = [D(,2,) — d]°
sein. Es ist aber
0= D(v; — v,) =D(v,) — 2D (v,0,) + D(vy)
— [D(v)) — d] + [D(v) — d] — 2[D(z,v,) — d]
< [D(v,) — d] + [P(vy) — d] + 2V[D(v,) — d][D(v,) — d]
= VD) —d +VD(v,) — )™
Aus der Levischen Ungleichung kann man bereits etwas dhnliches
schliefen wie, dall v selber, wenn man es so variiert, dab I)(v) seiner

unteren Grenze d entgegengetrieben wird, gegen eine Grenzfunktion
konvergiert, die dann die gesuchte Minimalfunktion sein wird. Ist nim-

1) B. Levi, Sul principio di Dirichlet, Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, Bd. 22 (1906), 5. 293—360, § 7.
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lich p irgendein Punkt auf der Fliche, 2 = x + iy eine Ortsuniformisie-
rende zn p, K: 2z < a ein z-Kreis und € eine beliebige abgeschlossene
Menge in K, die in der z-Ebene einen bestimmten Inhalt besitzt, so

liefert die Schwarzsche Ungleichung, angewandt auf ﬁliﬂ'k_: *) und 1:

[ [ 15— 52 asay <ava- VD@~ ).
L LET - :

Es existieren also gleichmiifiig fiir alle in K gelegenen Bereiche € die

Grenzwerte
lim /J Y dxdy, lim ’fﬁ dxdy.
0L : a8} :
&

(- o RS

&
: : : : : ; cv dv
D. h.: ich kann zwar nicht von den Differentialquotienten 5% Oy selber

schlieflen, daf sie konvergieren, wohl aber gilt dies von den fldchenhaft
integrierten Differentialquotienten. Es ist bequemer, statt der Differential-
quotienten anf die Funktion v selbst zuriickzukommen; wir werden dann
gehen, dall in demselben Sinne
Iimf f-r:d:::dy

&

p L

existiert. Wenn die Minimalfunktion « vorhanden ist, mull dieser Limes

aublerdem =fjud.::dy sein. Nehmen wir fiir € den Kreis K selbst und
t[s_:'

beachten, dall u eine Potentialfunktion sein wird, dall also (jedenfalls,
wenn K ganz in der gelochten Fliche liegt)

rf:fu-:l.:l:dy

K

e Mittelwert von # in K

= u(p)
ist, 80 wird man darauf gefiihrt, den gewiinschten Existenzbeweis so zu
erbringen, dali man den Wert

L
h:n #aiffﬂ dxdy
K

dem Mittelpunkt des Kreises als Funktionswert # zuordnet und dann
zeigt, dafi die dadurch erhaltene Funktion wirklich die Minimalfunktion
ist: Weil die Grenzfunktion u eine Potentialfunktion sein wird, ist die
vorgenommene konvergenzerzeugende Integration iiber Kreise im Limes
einflulilos.

Zur Ausfiihrung dieses Gedankenganges schreitend, miissen wir zu-
niichst das Dirichlet-Integral von v; — v, durch das Quadratintegral von
v, — v, ersetzen. Zu dem Zweck zeigen wir: Ist p ein Punkt, z eine zu-
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gehorige Ortsuniformisierende, K: 2 < a ein z-Kreis, so gibt es eine
Zahl () von der Art, dab fiir jede stetig - differentiierbare Funktion w auf

H

der Fliche, deren Randintegral j wd @, um K, den Wert O hat,
L]

;[J;#E‘I*FJF < C-D(w)

ist.

Wir bilden eine Kette von Punkten p, = O, p,, by, ..., P, = p mit
zugehorigen Ortsuniformisierenden 2z, 2, 2, ..., 2, = z und schlagen um
jeden Punkt p, einen z-Kreis K;: 2| < @, (um p, den Kreis K;, um
p = p, den Kreis K = K ); es ist dafiir Sorge getragen, dafl immer K, |
tiber K, greift (d. h. K; und K, , innere Punkte gemein haben). Dann

wird zunichst nach § 13
Eho AR ; :
fj[ ;a.rﬂ) :ld"rﬂdyn = 5 D (w).

[Jw’d::utftyu < -

Fiir K, trifft also unsere Rehauptlmg zu; wir werden daraus schliefien,
daB sie fiir K, gleichfalls giiltig ist. Nach dem eben benutzten Satz gibt
es jedenfalls eine Konstante ¢, sodal

jJ (w0 — ePdx,dy, < ﬂ: D)
L KI

ist. Bezeichnet & die aus den sowohl in K, als K, gelegenen Punkten
gebildete Punktmenge, so hingen in €, die Variablen z, = x, + 1y,
zy = xy + iy, durch eine Transformation zusammen, die auch iiber die
Grenze von & hinaus noch regulir analytisch ist. Die Funktional-
determinante

t"" CH{

9(xy, ;) _ |dz |2
a{'rﬂ'l' yﬂ:l | dzlfil

hat daher in &, eine obere Grenze M,,, und es ist:

fju’:f:rlth;l = j‘ﬂ*;f l:i:" dz,dy,

(31) < ’H"mjfm d.-":ud-r,rn{ﬂfm fuiﬂ':rﬂr’:,rﬂ <M,- __"B(u :
EI}I q
anderseits
(32) Jf(ur— ¢)*dx,dy, < 5_,' D(w).
Gy

Bedeutet J;; den Inhalt der Bildmenge von €, in der z,-Ebene:
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Ty = [da,dy, >0,
{El'l

so liefert die Addition von (31", (32) wegen
¢* < 2[wd + (¢ — w)*]:

- Iy < (a2 My, + a2)D(w)
und dann

"g ;‘:E‘f‘*} dy, < J[J)‘ ;;..3{- — o)*da,dy, + ,;.'.-:-._1%_1._"
K

3 5

o C 2m(al 4 ai M,,) 3
< a (1 nE IJM o) ) (a0).
Damit ist der Beweis fiir K, erbracht. Von K, schlieflen wir jetzt
auf K, usf. und kommen schliefilich bei K, = K an. Wenden wir das Ergeb-

nis auf die Differenz zweier Konkurrenzfunktionen »,, v, an, o haben wir

33) [ (o, — vpdzdy < ClYD(v,) — d +VD(v,) — d}*-
K

> f f fdzdy
K

einer in K stetigen Funktion bezeichne ich allgemein mit M f. Die

K, 2
Punkte auf der gelochten Fliche und die Punkte im Deckel betrachte
ich gesondert. Liegt p auf der gelochten Fliche, so werde K so genommen,
dal auch K ganz in der gelochten Fliche liegt. Is existiert dann ge-
mall der letzten Ungleichung

Den Mittelwert

lim M v = u.
v K. £
Ist p ein Punkt im Deckel, z,(p) = ¢, so mige z, — ¢, als Ortsuniformi-
sierende z angenommen werden, und der z-Kreis K liege ganz im Deckel.

Es existiert
lim M v* = ¥,
r K.z

Wir behaupten: u, w* hingen nur von p ab, nicht aber von der Wahl der
Ortsuniformisierenden z und von dem z-Kreise K.

Ich fiihre den Beweis fiir die Punkte p in der gelochten Fliche durch.
Sei also 2’ = 2’ + iy eine andere Ortsuniformisierende zu p, K': || < &’
ein z-Kreis. lch nehme zuniichst an, dafl K" ganz in K gelegen ist. v sel
diejenige Potentialfunktion in K, die am Rande mit » iibereinstimmt. Es
ist Dy (v) < Dg(v), und es gibt eine Konkurrenzfunktion v, die aufier in
K mit v iibereinstimmt und fiir welche
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Dy(v — o) = Dy(r) — Dg(v)
so klein ist, wie man will. Es gilt
D@ —v)=DE — o) < (YD) — d +¥VD(3) — d);
infolgedessen mufi
D(v — v) =Dg(v) — Di(r) < 4[D(v) — d]

sein. Da v — v am Rande des Kreises K verschwindet, folgt daraus
[)‘l’j‘ — v)?dzxdy < a*[D(v) — d]
K

und mittels der Schwarzschen Ungleichung

Myv—M3< - VD)—d.
Va '

K,z K. |
Da v Potentialfunktion ist, ist M ¢ = v(p), also haben wir:
lim M v =lime(p), lime(p) = u.
r K,z e -

In K" hiingen z und z° durch eine auch iiber die Grenzen von K’ hinaus

analytische Transformation zusammen; ist M eine obere Grenze fiir

L L ]
";—i in K, gilt

J;] E\I.‘ --- 1‘}"'{3.'.'3'15."1;' *; ug_ﬂf[]}[y} = dJ:
K

lim M v=1im M »v.
e K.Z e K. 2
Da aber v auch in den Variablen z', ¥ Potentialfunktion ist, muf
M v = o(p) sein; daher
-y
lim M v =limo(p) = lim M ».
v K, - o K,z
Wenn K’ nicht in K liegt, benutzen wir als Zwischenglied einen 2'-Kreis
K., der sowohl in K’ als in K liegt. Dann liefert unsere Schlufweise:

NIimMy=1lim My; 2)lim M v=1m M v,

o K,z o K.,z > K, 2 > K., &
woraus sich auch
IimMoyv=1m M v
K.z K e
in diesem Falle ergibt. Wenn man die analogen Schliisse fiir die Punkte
des Deckels durchfiihren will, hat man in dem Fall, daB K iiber den
Lochrand hiniibergreift, die aus den Ausfilhrungen auf S. 95 sich er-

gebende Beziehung
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Dk () — Dy (v) = Dy (v*) — Dy (v*)

zu beachten, durch welche die Gleichung (gf )r _, = 0 ausgenutzt wird.

Die Zahl u, bzw. u* ordnen wir als Funktionswert dem Punkte p
zu; wir haben dann eine in der gelochten Fliche definierte Funktion wu(p)
und eine Funktion #*(p) im Deckel. Zur Untersuchung der Funktion
#(p) in der gelochten Fliche betrachte ich alle Punkte q, welche in dem
2-Kreis K um p liegen, und fiihre die folgenden '[:'herlngungeu an dem
Bilde von K in der z-Ebene (in welchem p der Nullpunkt ist) aus. Um
q schlage ich (in der z-Ebene) den Kreis K,, der K von innen beriihrt;
sein Radins ist ¢ = a — |2(q)]. Es gilt, wenn v, neben v eine zweite
Konkurrenzfunktion ist und # die alte Bedeutung hat, nach Formel (33),
in der wir v, durch v ersetzen,

,(fu — vt dzdy < C (VD(v) — d + VD(v,) — d)*
[ H..I
also
5(q)— Mo, | < ‘:f (VD) —d + VD(v,) — d).
q

T
a

Hierin fiihre ich mit », den Grenziibergang lim D(z,) = d aus:
) . /C _
w(g) —v(g) | < L VD(v) — d.
—qV=

v(q) konvergiert mithin gleichmdfig gegen u(q) in einem beliebigen konzen-
trischen Kreise, der ganz innerhalb K liegt. u ist demnach in p eine Poten-
tialfunktion (3. 83), und auch die ersten Abteilungen von v konvergieren
in demselben Sinne gleichmiifiig gegen die betreffenden Ableitungen von u.

Ebenso ist #* im Deckel eine regulire Potentialfunktion. Bedeutet
p einen Punkt innerbalb des VerschluBringes und schlagen wir in der
zo-Ebene um p einen Kreis K, der ganz im Verschlufring liegt, so haben
wir

u(p) = lim Mu;
¢ K

u*(p) = lim Mv* = lim Mv — M ®.
v K r K K
Da @ im Verschlubring eine regulire Potentialfunktion ist, besteht die
Gleichung M® = ®(p); so schliefen wir
K

u(p) = u*(p) + d(p).

FEs st uns also die Konstrultion einer in der gelochten Flédche requldr-har-
monischen Funkiion w und einer im Declel vequliir-harmonischen Funktion
u¥ gelungen, welche im Verschlufiring zueinander in der DBeziehung
# = u* 4+ ® stehen. Wir haben noch nachzuweisen, daB diejenige Funk-
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tion u, welche in der gelochten Fliche = u(p), im Loch = u*(p) ist, die
Minimalgleichung D («) = d befriedigt — obwohl fiir die Anwendungen anf
die Theorie der geschlossenen Riemannschen Flichen die bisher festge-
stellten Eigenschaften von u, u* offenbar geniigen wiirden. Fiir die Unifor-
misierungstheorie, von der die letzten Abschnitte dieser Schrift handeln
sollen, ist aber die Minimaleigenschaft wesentlich.

Die zur Berechnung des Dirichletschen Integrals nitige Zerschnei-
dung der Fliche durch die Peripherien %, von Kreisen K, kann so ein-
gerichtet werden, daBl jeder Kreis K, entweder ganz in der gelochten Fliche
liegt oder ganz dem Deckel angehirt (und dann in der £,-Ebene als Kreis
erscheint). KEs sei €, eines der Stiicke in die die Fliche dabei zer-
schnitten wird und welches zu einem Kreis K, der ersten Art gehort.
Wir benutzen die Uniformisierende :,= 2= + iy, mit bezug auf
welche K, ein Kreis ist, zur Uniformisierung von €,. K; sei ein z-Kreis,
der etwas grofier ist als K, aber auch noch ganz in der gelochten Fliiche
liegt, » zu jeder Konkurrenzfunktion » diejenige Potentialfunktion in
K,, die am Rande von K, mit v iibereinstimmt. Dann konvergieren

v ov . : S o u
sz’ gy B K, gleichmillig gegen 90 y’ also
H:n ]lH:{T‘ — ) = (.
Anderseits
DI{," v—1) < ]}H.‘(f' — ) < 4[Dw) — d],
daher

lim D, (v — u) = 0,
ol Mg
lim Dﬁ,}![;v —u) = 0,
]}E.ﬁ{“) = ]i:n ]}Eh{:u;r.
Das Gleiche beweist man fiir ein Stiick €,, das einem Kreis der zweiten

Art angehort [zunichst in der Form

lim D (v* — u¥*) = 0].
r i

Bildet man > D, (u) iiber irgendeine endliche Anzahl von Stiicken €,
/]
go ist diese Summe

= lim ED@ (v) < lim D(v) = d.
v h r

Daher ist D(u) endlich und < d. Da es nicht <<« sein kann, muB
D(u) = d sein, q. e. d.
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§ 16. Zusammenhiinge zwischen den Differentialen auf einer
geschlossenen Riemannschen Fliche.

Statt die Elementardifferentiale 2. und 3. Gattung unabhingig von-
einander mit Hilfe des Dirichletchen Prinzips wie in § 14 aufzustellen,
kann man auch alle bis auf Pole reguliren Differentiale, die zu einer ge-
gebenen geschlossenen Riemannschen Fliche § gehiren, aus dem ein-
fachsten der in § 14 mit dr bezeichneten herleiten ') und gewinnt auf diesem
Wege zugleich einen sehr vollstindigen Uberblick iiber die zwischen den
einzelnen Differentialen bestehenden Zusammenhinge,

Es sei q ein Punkt auf §, und { = & 4 i eine zu q gehirige Orts-
uniformisierende. Die Potentialfunktion, welche nur in q unendlich wird
wie

EH; = E*—?‘E— i
bezeichnen wir — als Realteil des erst auf der Uberlagerungsfliiche § ein-
deutigen, in q einen Pol 1. Ordnung besitzenden Abelschen Integrals
2. Gattung 7, — mit Rz,. Die Bedeutung dieses Funktionszeichens hingt
danach nicht nur vom Punkte q, sondern auch von der Wahl der zu g
gehorigen Ortsuniformisierenden § ab; wo dies hervorgehoben werden soll,
schreiben wir q¢ statt des Index q allein. Benutzen wir if an Stelle von §
als Ortsuniformisierende, so bekommen wir diejenige Potentialfunktion

Ry = Ry = R o,
die nur im Punkte q und zwar wie E::l-hf.’ unendlich wird.

Um die Abhiingigkeit dieser Funktionen von dem Unendlichkeits-
punkte q zu untersuchen, verfahren wir so: Wir grenzen um q einen -
Kreis K: |£ = e« ab, bezeichnen mit q* einen in K variablen Punkt und
verstehen unter

Rzes, Rrgs
diejenigen in q* unendlich werdenden FPotentialfunktionen, welche der
Ortsuniformisierenden { — {(q¥) in q* entsprechen. Wir werden sogleich
zeigen, dall diese Funktionen — bei zweckmiifliger Normierung der fiir
jede Lage von q* noch zur Verfiigung stehenden additiven Konstanten
stefig in bezug auf q* sind: fiir Punkte p, die in der Umgebung K
von q liegen, wird

(34) Rrer(p) =Rz piows + Boe(P) R e (p) = R :ilq...;l—f-}?'.{p)

sein, wo R, I, mhnge q* m:ld p in K liegen, stetlge Funktionen von
0* und durchaus reguliire Potentialfunktionen in p sind. q,, q, seien zwei
Punkte innerhalb K, die durch einen rektifizierbaren Integrationsweg »

1) Vgl. Klein-Fricke, Theorie der elliptischen Modulfunktionen Bd. I, 8. 5181t



§ lt’i f’usammauh inge zwischen den Dliferelltmlen lfj!i

L

innerhalb K verbunden seien. Durch longifudinale Aneinanderreihung
von Doppelquellen lings 3, d. h. durch Aneinanderreihung von Doppel-
quellen konstanten Moments, deren Richtung mit der Richtung von y zu-
sammenfillt, erhalten wir in

(35) j {Rrge(p)dEpe — Rrgu(p)dnge ) = Rog o, (p)  [Eqx + i90e = §@%)]

eine Putentm]funktmn, die in q,, g, je eine Senke, bzw. Quelle, d. L. je
eine logarithmische Singularitit mit den Residuen + 1 bzw. — 1 besitzt
[ Entstehung eines Magneten aus Elementarmagneten!], und damit also
das Abelsche Integral 3. Gattung @, ,. Denn fiir Punkte p, die nicht
in K liegen, ist offenbar die linke Seite von (35) eine reguliire Potential-
funktion; liegt aber p in K, so ist sie nach (34) bis auf eine additiv hin-
zutretende regulire Potentialfunktion =lg», — lgr,, wo r,,r, die gerad-
linigen Entfernungen von g,, g, nach p in der {-Ebene bedeuten. — Durch
fransversale Aneinanderreihung der Doppelquellen erhalten wir in

(35") j (R (0) Ao + Refe () dEge ) = Raor.e (b)

eine Putentmlfunktmu die in q,, q; zwei Wirbelpunkte mit entgegen-
gesetztem Drehsinn hat [Aquivalenz einer magnetischen Doppelschicht
mit einem elektrischen Strom!], die nimlich fiir Punkte p innerhalb K
bis auf eine additive regulire Potentialfunktion gleich dem Winkel ist,
den die geraden Verbindungslinien q,p, q,p in der -Ebene miteinander
bilden. Die Funktion Ra,, ,-ist nur anf der lings des Integrationsweges
¢ aufgeschnittenen Fliche § eindeutig.

Zur vollstindigen Begriindung dieser Herleitung ist die fiir die
Moglichkeit der in (35), (35") vollzogenen Integrationen wesentliche
Stetigheit von Rr,e, Rrye inbezug anf den ,Parameter q* noch zu be-
weisen. Dazu miissen wir auf die Konstruktion dieser Potentialfunktionen

zuriickgreifen. Wir bilden, indem wir unter ¢(q*) den Spiegelpunkt von
£(q*) in der &-Ebene inbezug auf den Kreis K verstehen,

Pe+(§) = R [r- tt.-:p*; 5 (‘Efj)ﬂ( = L{ﬂ*; i 5 :‘})}

“und setzen
{Eﬂrq- auberhalb K
My =

R« — Do innerhalb K,

Da ®,« am Rande von K die normale Ableitung O hat, erteilt w,» — u,
unter allen Funktionen v, welche am Rande von K den Sprung ®,. — &,
haben, sonst aber stetig sind, dem iiber ganz § erstreckten Dirichlet-
schen Integral DD(v) seinen kleinsten Wert. Als Vergleichsfunktion kann
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insbesondere diejenige Funktion v dienen, welche auflerhalb K gleich 0,
innerhalb K aber als die in ihren Randwerten mit ®, — ®,. iiberein-
stimmende regulire Potentialfunktion erklirt ist:

—v = z‘ﬂ[‘ b —-:—&[q*ﬂr
gty —¢ :

: 57
(36) D (vgs — ttg) < D (v) =27 'fr;;q“ (g = _f“l)

Das Dirichletsche Integral von wu,. — u, konvergiert also gegen 0,
wenn q* gegen g geht; daraus ergibt sich die behauptete Stetigkeit. Ist
P == q, so nehmen wir K so klein, daBi p auBlerhalb K zu liegen kommt,
und wiihlen eine Ortsuniformisierende 2 zu p und einen Kreis K: |2| < a
um P, der keinen Punkt mit K gemein hat. Ist p* ein in K variabler

Punkt, 2(p¥) =2 + iy, . z(p¥)| = r, dann folgt ans (36) und (22):

(B o ines g g q 1
dax az)] T\ 3y ey Lae(l —gf (1 —1r)]?

d. 1.
d e drg < 21/92 q
dz dz V2 ﬂfr;l.-—{; u\l—rj"
daher
L . EETq.' ﬁrfq
o0} nl_lfnq dz  dz

gleichmillig inbezug aunf p* wenn p* auf einen etwas kleineren kon-
zentrischen Kreis als A beschrinkt wird (»r < r, << 1). — Liegt p in K,
so folgt aus (36):

(¢ g () d g (L) au - L".l ¢ tq (EN\ 2 r q -8 £l
e ) 3 (= }.ar;) <8| Fa—ha=nl (ra.ﬁ.),

somit gleir:hmiiﬂig fiir £ é rote (1, eine feste Zahl < 1):
. dugx(f) Cuge(l) f‘“ni?' € ug (L)
:.Tq d8  ign = 28 ? &
Nehmen wir die Normierung der additiven Konstanten durech die Gleichung
E+(g¥%) = O vor, so ergibt sich hieraus durch Integration:
1) lim R (p) = R,(p) gleichmifig fiir alle p in einer gewissen Um-

=l gebung von q;
2) lim Rz,e(p) = Nry(p) gleichmibig fiir alle p auf §§, wenn man
0*=q

eine beliebig kleine Umgebung der Stelle q ausscheidet.

Damit sind die behaupteten Stetigkeitseigenschaften fiir die (belie-
bige) Stelle g* = q erwiesen.

(35), (35") fassen wir in die eine Gleichung zusammen
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(38) ,f{fﬂfn-(lﬂ) + i Rege (p) ) dE(%) smmaln= (p)+iRe a,a, (P)-
p liege auBerhalb K, und wir benutzen die Zeichen K, p* und z = z (p¥)
= & + iy wie oben. Ist f(2) eine analytische Funktion der komplexen
Variablen z, so ist

d ¢ - L d,f‘

i Rf(z) =R a3’ 3 ?Hf(,,} s d‘z‘
Differentiieren wir also die Gleichung (38), in der zundchst p durch den
variablen Punkt p* ersetzt werde, nach x und y, so erhalten wir:

q

2

{-39{' j {Eﬁdtn.l:z:l —l— :i"EH dfdﬂ;':f'} }(i:{:qﬁﬁ} =2 m dmnlqa —J— Eﬂdm"'l“f'z}?

dz

4

(391) f Io) | 5| gy ey _ g donn) | i dohne)
Dabl die Dlﬂ'ﬁrentlahﬂn unter dem Integralzeichen vorgenommen werden

dfq* ) d-r.q (2)

darf, folgt daraus, dal T gemil (37) stetig von g* abhiingen.

Jetzt vollziehen wir den wesentlichen Schlufi dieser Untersuchung:
aus (39) geht hervor: der Integrand

R drgs(2) iR dr;-{z}
dzs ' dz

ist in K eine solche Funktion von § = {(q*), daB sein Integral nach §

vom Wege unabhingig ist, d. h. ist eine regulire analytische Funltion

von . Anstelle von i schreibe ich auch wohl Von der zn q geho-

d
dp*”
rigen Ortsuniformisierenden § ist, wie man direkt einsieht oder aus (39)
schliefit,

dtq: (2) : fffa +(2)

R dz +i % dz
in der Weise abhingig, wie der Wert eines Differentials an einer Stelle
von der benutzten Ortsuniformisierenden abhingt. Es gibt also ein fiir

alle q auf § auler fir q = p* regulir-analytisches Differential dvy(q),
go dab

drqﬂ’z} dfu- dvge () dvp+(q*)
R + % _"d;;' =)

ist. (39) schreibt sich jetzt so:
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@

\ dwg, 5. (p*) qu a:(P* )
[ dus(at) = mEmuu®) 4 g o

Diese Formel gilt fiir einen beliebig ausgedehnten Integrationsweg

9 = (4,0y), der jetzt nicht linger auf die Umgebung K von q beschrinkt

zu werden braucht; nur mull unter d @, ;, dasjenige Differential 3. Gattung

verstanden werden, welches anf die in § 14 geschilderte Weise dureh

Zwischenschalten von Punkten und Summation lings y hervorgeht. Hin-
L

gegen ist do,,,, von der Art der Zwischenschaltung und darum E'l]f::lvp-

Oy
vom Integrationswege unabhingig oder Rwv,. eine eindeutige Potential-
funktion anf §, die nur im Punkte p* singulir wird. Das Verhalten im
Punkte p* iiberblickt man, wenn man fiir Punkte ¢* die in dem Kreise
K um p gelegen sind, 2 — z(g¥) als Ortsuniformisierende benutzt:

- l o
MRrpe(e) = R— o5 T Ry (2),

R +(2) oHg(2) : = ; ’
oBeeid)} 0 oL i stetige Funktionen von g% auch an der Stelle

wo iy (E],

2z sind; da,rum IEt blﬁ auf ein additives Glied, das bei Anniherung von o*
an p* zwischen festen Grenzen bleibt und mithin auch fiir g* = p* eine
regulire Funktion von g* ist,
r'If ) drge (p* — 1
H a* : ._- { q* = o : -
pr 49 u‘n [z(p*)— = (9%)]*
d. h. dvye(0*) ist ein Differential 2. Gattung, dessen Hauptteil an der
Stelle p* durch
— dz(n%)
[2(a*) —z(p")]®
geliefert wird und dessen Integral einen eindeuntigen Realteil anf §
hesitzt:
dvye = dTye = d Tpe..

Wir fassen die gewonnenen Ergebmisse zusammen. FEs seien p, q
zwei verschiedene Punlte auf §, z eine Ortsuniformisierende zu p, & eine
solche zu q: diese Ortsuniformisierenden dienen zur eindeutigen Festlequng

. ; : e S - d d
der Funltionszeichen vy, o und der Differentiationszeichen iy’ df = Dann
gelten die fundamentalen Reziprozititsgesetze:
rirn dry(a) drg() o dTy a)
‘Lh | R =% dq ? R ap 3 dg
& dra(®)  on drp(a) o A7) o~ drp(d)
l dp i dqg ! DA e
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Die Differentiale 3. Gatlung enistehen aus denen 2. Gattung nach den
Formeln:

u!

o dogge .'p‘l d wgy0: (D)
’é]ijﬂ'rp— h 'I: : Jdr»—*-'i}"i T
o

(1D i

d lb d _,I ]
%Jt’ffp m:;;,'p ; den ' mq,q ?) .

Einen Sﬂn:lerfall der in der zweiten I{nlmme stehenden Gleichungen er-
halten wir, wenn wir (g, q,) sich zu einem geschlossenen Wege « aus-
wachsen lassen:

- A i n’u,.IJ
(I1,) Jﬂ'tn—‘]T&Eﬂ”“ fd,,_z. i3 =

ir

Sie zeigen, dafy die Differentiale 1. Gattung die Perioden der Elementar-
integrale 2. Gatlung sind.

Wir lesen ferner aus ihnen folgende drei Tatsachen ab (&, 3, y be
deuten geschlossene Kurven aunf §):

I ist @ ~ 0, so ist dw, identisch = 0;
2 ist « ~ f, so ist dw,= dw,;
3. ist @ +B~y, soistdw,+ dw,=duw,.

Jeder Decktransformation S der Uberlagerungsfliche § der Integralfunk-
tionen in sich entspricht eine Klasse untereinander homologer geschlossener
Wege « auf §§: sie sind Spurlinien aller Kurven auf ¥, die von irgend-
einem Punkte P zu dem dariiber gelegenen Punkte pS hinfithren. Allen
diesen « gehort nach der 2. der eben bemerkten Tatsachen dasselbe Ditfe-
rential dew, zu, das wir fiiglich, da es durch S eindentig bestimmt ist,
auch mit u’u hexemhmn werden. Frstrecken wir die vorzunehmenden In-
tegrationen von einem einfiirallemal festgewihlten Anfangspunkt p, aus,
80 1st

b
i ‘EH'/ffws= ug(p)
;d

nur insofern vom benutzten Integrationswege abhiingig, als eine Anderung
dieses Weges (bei festgehaltenem Endpunkt p) u, um eine ganze Zahl

vermehren oder vermindern kann. (Und durch diese Eigenschaft sind auch
die Integrale 1 in der Gesamtheit aller Integrale 1. Gattung ansgezeichnet. )

Die Grife
2s(p) = e*7es®)
Weyl: Dia Ides dor Riemannachen Flicha, =
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vom absoluten Betrage 1 ist somit eine eindeuntige Funktion von p. Sind
S, T irgend zwei Decktransformationen von § in sich, so gilt

1s(P) - 22(P) = 25 1(P)-

Allgemein: ist anf irgend eine Weise jeder Decktransformation S von
eine Zahl y . vom absoluten Betrag 1 so zugeordnet, daB die Multipli-

kationsregel
Xs  Xr= Rsr
zutrifft, so sagt man, es sei ein Charakterensystem (der kommutativen

Gruppe aller Decktransformationen von § in sich) definiert. Dement-
sprechend wellen wir die den verschiedenen Transformationen S entspre-
chenden Grifien 7 (p) das System der Integraleharaktere von b nennen.

Die simtlichen Integralcharaktere von b geben, heilit soviel als: simultan
die Werte aller Integrale 1. Gattung an der Stelle p angeben — oder ge-
nauer: das angeben, was an diesem simultanen Wertsystem gegeniiber
Verlagerung des Integrationsweges invariant ist. — Fiir eine spiitere An-
wendung bemerken wir noch, daBf, wenn man ein Charakterensystem als
ein Individuum, einen ,Punkt” betrachtet, die Gesamtheit aller miglichen
Charakterensysteme eine geschlossene 2p-dimensonale Mannigfaltigkeit
bildet. Denn ist

Sl: 'S'.*r' o) bﬂp

eine Basis fiir die Gruppe der Decktransformationen von g (vergl. S. 14),
so erhiilt man alle Charakterensysteme einmal und nur einmal, wenn man
Xsyy XSay " " 'y LSz
nnabhingig voneinander in einer y-Ebene die Peripherie des Einheits-

kreigses x| = 1 durchlaufen libt.
Mit Hilfe der Formeln (11) lafit sich das Reziprozititsgesetz (1) von
den Differentialen 2. Gattung auf die Integrale 3. Gattung iibertragen:

g . Pa 192 ('l § L R— ’ L
(1IT) I 'H [n'ﬂl ﬂ:]I't m [[I]nl I'&JUL : " Imﬂl 02 ]FJ Eﬁ |:!'|'-|'m ¥s ]{IJ 3
| Robali=S(a,Js, S[otelr=I[ohels.

i 2y 1 1

Diese Gleichungen, die als der Safz von der Vertauschung von Argument
und Parameter bezeichnet zu werden pflegen, sind giiltig, wenn die be-
nutzten Wege b, p,, q, q, sich nicht iiberkrenzen. Zum Beweise setzen
wir voraus, das der Weg p, p, ganz in dem z-Kreise A um p, q,q, ganz
in dem (-Kreise K nm q liegt. Wir kinnen annehmen (was ev. erst
durch Drehung des Koordinatenkreuzes erreicht werden muB, die aber
auf die Bedeutung der Differentiale do_  , do_  ohne Einflub ist) dab die
geradlinige Strecke s = (p, p,) in der z-Ebene parallel zur reellen (2-) Achse,
die Strecke 6 = (q,q,) in der {-Ebene zur reellen (&-)Achse parallel ist.
Ersetzen wir nunmehr in der 1. Gleichung (I) p, q durch die innerhalb
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K, bezw. K variablen Punkte p¥ q* (wobei zur eindeutigen Festlegung
der Bezeichnung wie oben die Uniformisierenden z und ¢ zu benutzen
sind) und integrieren dann nach z = z(p*) lings s, nach § = {(q*) lings

6, so kommt
Ijﬁdrq (2) e dg_'j’mdrpb) deds.

q, P Py

Da die innere Integration auf der linken Seite parallel zur reellen Achse
verlduft, liefert ihre Ausfithrung

Da Da
drg=(2) > d wy, p,
RO ar =9t fare— R o0
p i

nnd aus demselben Grunde

Oz
dm |. . ":I Q=
f R - ;. e A = mfd“’m pt=m[mmlh]u;

Behandelt man in gleicher Weise auch die rechte Seite, so ergibt sich die
erste Gleichung (I1I). Man gewinnt demnach die Gleichungen (III) aus
(I) dadurch, da man diese sowohl nach dem Argument (p) als nach dem
Parameter (q) integriert, auf einer Seite die Reihenfolge der Integrationen
vertauscht und dann die inneren Integrationen mit Hilfe der Gleichungen
(IT) zur Ausfithrung bringt.

Um die Modifikationen zu iiberblicken, welche eintreten, falls die
Wege D, p,, 0, 0, sich schneiden, haben wir den Fall zu betrachten, daB
diese beiden Wege in dem z-Kreis K verlaufen. Wir verlagern dann den
Weg q, 0, so, daB er p, p, nicht mehr trifft, aber immer noch innerhalb
K verliuft. Dadurch findert sich der Wert der in der 1. und 4. Gleichung
(IIT) auftretenden Grifen nicht; diese beiden Formeln sind also ohne
jede Einschriinkung giiltig. Hingegen kann sich der Wert der rechten
Seite der 2. und 3. Gleichung durch diese Verlagerung um ein ganzzahliges
Vielfaches von 2x vermehren oder vermindern, wihrend der Wert der
linken Seiten auch hier erhalten bleibt. Ohne jede Einschrinkung sind
daher diese beiden Formeln nur in der modifizierten Gestalt

3 (@, 0 [u —fﬁLc-:lp p‘th —2nm, R[og,,, ]1:: — 3[&1;.1 nni:? — 2nw

| n eine ganze Zahl |

zutreffend.
Ist q, q, insbesondere ein geschlossener Weg «, so hat man
, P e
(\HI[I.:I jdmplpl# E:‘fimjd“.u, rfdm;;ﬂtﬂ ﬂiﬁlﬂlwlt
@ 1 t ﬁ:'

E‘
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In der 1. Gleichung ist angenommen, daB p, p, die Kurve « nicht trifft.
Die letzte ergibt, wenn wir auch fiir p, p, einen geschlossenen Weg g
nehmen, das Symmetriegesetz

(I11,,) 3 / dw; =3 f dw,.
: :

Es bleibt schlieBlich noch iibrig, diejenigen Integrale 2. Gattung,
welche Pole von hoherer als 1. Ordnung besitzen, aus den Differentialen
dry, dry herzuleiten. Aus (I) ergibt sich durch Differentiation nach
£ = E(q*), wenn q zuvor durch q* ersetzt wird:

d*ry d*ty (q) d fdrys
R d”’q} iR dlf}l‘q I;'g( gtpm)llaﬂ-u'
Es geht daraus hervor, dal die linke Seite
__ dr(p)
=
gesetzt werden kann, wo dr; ein auf §§ iiberall reguliires Differential be-
dentet, das nur an der Stelle g unendlich wird, und zwar, wie der linker

Hand stehende Ausdruck zeigt, mit dem Hauptteil — 2k c!’( ) Die

Perioden dieses Integrals ] 2. Gattung sind rein imaginiir. Wir haben
go die Relationen:

d g (p) T i 1 C.) BN dza(p) d*ry ()
{Iﬂjl R dp h dq®* ? 3 e ) dq* ?

dyp i dq? ? d_t“.'ll = ) dag*
Wenn man in (1), (II;) p durch p* ersetzt und nach  — Rz (p*) differen-
tiiert, bekommt man

gt ) _ q@1o0) qdn'®) _ o d'tya)

lrl-i
*w (D) -~ : - Ei"mr p)
mf { a, M J x\: l : 0y T
: dpt ; "t'. ”rtu R dp® ?
m 0y
(I1%) 2 .
o FA ﬁumnt;, ﬂ:':l-]'\.:' .’_'*-{ a ~ d? mﬁx" DI
L .]1-1 dey’ = J vt N dr)” = J an
[ 0y
3 1210 2 (p) {hs ~ AFwalp)
dr* =2ai R’ - ’Jr =211 3 :
ay{ [ W S ay
L1 LK

Entsprechende Gleichungen (I*), (11*), (II}) gelten fiir die Integrale mit
einem Pol #** Ordnung.

Man sieht, wie alle diese Beziehungen (die sonst nach Riemann und
(", Nenmann durch die Methode des ,,Herumintegrierens“ um den Rand
der zerschnittenen Fliche hergeleitet zn werden pflegen ) eine unmittelbare
Folge der anschaunlichen und wohlbekannten Tatsache sind, daB man durch
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longitudinale Aneinanderreihung von Doppelquellen zwei einfache Quellen
mit entgegengesetzten Vorzeichen erhiilt, durch transversale Aneinander-
reihung aber ein Paar entgegengesetzt drehender Wirbel.

§ 17. Die eindentigen Funktionen auf § als Unterklasse der additiven

und multiplikativen Funktionen auf §. Riemann-Rochscher Satz und
Abelsches Theorem.

Unter einem transzendent normierten Abelschen Integral 2. Gattung
oder einer jadditiven Funktion® verstehen wir eine auf der Uber-
lagerungsfliche § der Integralfunktionen eindeutige, bis auf Pole regu-
lire Funktion v(p), welche sich gegeniiber jeder Decktransformation S
von § additiv verhilt:

v(pS) = v(p) + i,
wo c¢i eine zu der Transformation S gehorige, von p unabhingige, rein
imaginiire Konstante bedeutet. Es gibt nur endlich viele Stellen p auf
&, iiber denen Pole einer solchen additiven Funktion v liegen, und wenn
z eine zu P und daher auch zu allen dariiber gelegenen Punkten von &

gehdrige Ortsuniformisierende bedeutet, so hat v an allen iiber p ge-
legenen Stellen den gleichen ,Hauptteil“:

4_, i "1:" Ll A 4-r

= pe zr
Die Pole und zugehorigen Hauptteile konnen willkiirlich vorgeschrieben
werden und bestimmen die Funktion v eindeutig bis anf eine additive
Konstante:

! =2[(”Tp i ﬂ'r;) + (a“"r;'; T aﬂ’.,:i’) e -{—(arr; + n-"’r;'):|

(40) + willk. Konst. (a' = R A @ =— JA4_)

S

(die Summation erstreckt sich iiber die verschiedenen Pole p). Diese
Darstellung ist das Analogon zu der Partialbruchzerlegung der rationalen
Funktionen. Um dieses Analogon zu gewinnen, miissen wir demnach
~die Klasse der eindeutigen, hichstens mit Polen behafteten Funktionen
auf der Fliche § zu der umfassenderen Gesamtheit der ,additiven Funk-
tionen® erweitern.

Neben der Partialbruchzerlegung ist die Darstellung der rationalen
Funktionen als eines Prodults von Lincarfaltoren wichtig. Um sie
von der Kugel auf beliebige geschlossene Riemannsche Flichen zu iiber-
tragen, haben wir von den ,,multiplikativen Funktionen* zu sprechen,
d. h. von denjenigen emtlvutlgen, bis auf Pole reguliiren Funktionen ©

auf der IJherlagerungsﬂache %, die sich gegeniiber jeder Decktransfor-
mation S von § multiplikativ verhalten:
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Q(pS) = g - oy,
wo der Multiplikator u. eine zu S gehirige Konstante vom absoluten

Betrag 1 ist.) Die g bilden ein Charakterensystem. © hat an allen iiber

einer Stelle p von § gelegenen Punkten dieselbe Ordnung; diese kann
positiv sein (dann hat © iiber p eine Nullstelle) oder negativ (© hat iiber
p einen Pol) oder Null. Die Punlkie auf &, iiber denen die Nullstellen
und Pole einer multiplibativen Funlktion liegen sollen, kinnen willl:iir-
lich in endlicher Zahl ihrer Lage wnd Multiplizitit nach vorgeschrieben
werden — unter der einen Finsclrdnlung, dafi die Anzahl der Null-
stellen gleich der Anzahl der Pole sein muf, wenn jede Nullstelle und
jeder Pol mit der richtigen Vielfachheit- in Ansatz gebracht wird. Durch
die Vorgabe der Nullstellen und Pole ist aber © bis auf einen willkiir-
lichen konstanten Faltor (4= 0) eindeutig bestimmt. Denn es kann aufler
der Konstanten keine multiplikative Funktion © geben, welche weder
Nullstellen noch Pole besitzt; aus einer solchen Funktion entspringe in
lg © eine auf § eindeutige und iiberall regulire Potentialfunktion,
die es nicht geben kann. Dall die Anzahl der Nullstellen gleich der

49 quf & ein Differential

der Pole sein mull, ergibt sich darauns, daB o

3. Gattung ist, dessen Residuensumme
= Anzahl der Nullstellen minus Anzahl der Pole von ©
ist. Sind 1, 2 irgend zwei Punkte auf 3, so ist
e™ = @,, (e = Basis d. natiirl. Log.)

eine multiplikative Funktion, welche iiber 1 eine Nullstelle und iiber 2
einen Pol erster Ordnung besitzt (und durch diese Eigenschaft, nur eine
Null- und eine Unendlichkeits-Stelle zu besitzen, dem Linearfaktor z —a

oder :i; auf der z- Kugel entspricht). Sind

i P, Ps...0». die vorgeschriebenen Nullstellen,
4,0 - - - , die vorgeschriebenen Pole

einer Funktion © (wobei jede Nullstelle und jeder Pol so oft anfgefiihrt
ist, als seine Multiplizitit verlangt), so erhiilt man das gesuchte O aus
der Gleichung

O = Const. ©y.4,* Op.gs* " - Oy g,

in der wir das Analogon zu der Produltdarstellung der rationalen
Funktionen vor uns haben. Wir schreiben diese Gleichung auch in der
symbolischen Form

1) Vgl. Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen, Werke (2. Aufl), 8. 140;
namentlich aber Appell, Journal de mmathématiques, 3. Ser., Bd. 9 (1883), und
Acta Mathematica Bd. 13 (1890).
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Hier war als selbstverstindlich angenommen, dab alle p, von allen g,
verschieden sind. Ist das nicht der Fall, so wird dem Symbol rechter
Hand diejenige Bedeutung zu erteilen sein, welche herauskommt, wenn
man, wie bei gewohnlichen Briichen, die sowohl im Zihler als im Nenner
vorkommenden Punkte ,,weghebt®.

Der Satz, dab eine multiplikative Funktion ebensooft 0 wie oc
wird, gilt insbesondere auch fiir jede eindeutige, von wesentlichen Singu-
laritiiten freie Funktion f auf §. Wenden wir ihn, statt auf f, auf f—«a
an, wo @ eine beliebige Konstante ist, so sehen wir: Eine eindeutige bis
auf Pole regulire Funktion auf § nimmt jeden Wert, einschlicfllich oo,
gleich oft an.

Im Falle p = 0 ist das Integral 2. Gattung r auf § selber ein-
deutig; es nimmt infolgedessen, da es nur einen einzigen Pol 1. Ord-
nung besitzt, jeden Wert einmal und nur einmal an und bildet §
konform auf die Kugel ab: Die Kugel ist die cinzige Riemannsche Fliche
vom Geschlechte 0.

Wir haben jetzt allgemein zu untersuchen, wie sich die auf § ein-
deutigen Funktionen als Sonderfille wnter die addifiven wund multiplika-
tiven Funktionen eimordnen, d. h. wir wollen die Bedingungen dafiir
aufstellen, wann die Darstellungen (40) und (41) eindeutige Funktionen
auf § liefern. Dadurch werden wir zum Riemann-Fochschen Satz, baw.
zum Abelschen Theorem gefiihrt werden. Wir beginnen mit (40) und
nehmen zuniichst der leichteren Darstellung wegen nur einfache Pole an.
Es seien also p,, Ps, . . . p,, irgend m voneinander verschiedene Punkte
auf . Eindeutige Funktionen auf 3, welche hichstens in p,, po, ..., b
Pole 1. Ordnung haben, sonst aber regulir sind, miissen von der Form sein:
(42) fom (@, 7ot €,5p,) + (@7t @473) + -+ (@70t @, 7h,) + (B30,
wo die a,, a,; b, b reelle Konstante bedeuten. Die Bedingung, dali die
2p Perioden von f, die den 2p Riickkehrschnitten ¢, einer kanonischen
Zerschneidung entsprechen, verschwinden miissen, liefert 2p homogene
lineare Gleichungen fiir die a,, a;, mit reellen Koeftizienten, Gleichungen,
denen man sicher dann durch Konstante a,, a;, die nicht simtlich ver-
schwinden, geniigen kann, wenn m > p ist.

Gibt man also mehr als p Punlte auf § willkiirlich vor, so exi-
stieren stets nicht-lonstante eindeutige Funltionen auf §, die hichstens
an diesen Stellen Pole 1. Ordnung habei, sonst aber reguldr sind.
Damit ist insbesondere die Fristenz nicht-konstanter ein-
deutiger, bis auf Pole regulirer Funltionen auf jeder ge-
schlossenen Riemannschen Flache sichergestellt.

Sind p,, Py, ..., P, irgend r voneinander verschiedene Punkte auf
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& und m,, w,, ..., m, zugeordnete ganze Zahlen (> 0, = 0 oder < (),
so bezeichnen wir eine Funktion oder ein Differential auf §, das an der
Stelle p, mindestens die Ordnung m, hat (h=1,2,..., ), sonst aber
reguliir ist, als ein Multiplum des Divisors?)

h L= p;u,paﬂu.‘ oA III?_IJ-“
Es ist zweckmibig zu verabreden, mit solchen Divisoren — Symbolen,
die aus einer Zusammenstellung von endlichvielen Punkten mit zugeho-

rigen Ordnungszahlen (Exponenten) bestehen — hinsichtlich Multipli-
kation und Division wie mit gewdhnlichen Briichen zu rechmen. Die

,,
Exponentensumme >, = m nennen wir die Gesamtordnung des Divi-
A=l

sors. Der eben ausgesprochene Satz 1ilt sich dann dahin verallgemeinern:
Ist die Gesamtordnung m eines Divisors d nwcht Lleiner als p, so

qibt es unler den eindeutigen Funktionen auf § Multipla von ;, und

zwar mindestens m 4+ 1 — p (im komplexen Sinne) linear unabhingige.

Sind von den Exponenten m, niimlich die ersten s positiv, die andern
negativ, so hiingen diejenigen additiven Funktionen, welche iiber p, hich-
stens einen Pol der m,*" Ordnung haben (h=1,2,...,s) und sonst

&

regulir sind, homogenlinear von 2 (1 + ;:?}.'rﬁ) reellen Konstanten ab.

Die Forderung, daB die simtlichen Perioden der additiven Funktion ver-
schwinden sollen, bringt 2p lineare homogene reelle Gleichungen fiir
diese Konstanten mit sich, die Forderung, dali die Funkfion an den
Stellen p, . ,, ..., p, bzw. in der Ordnung — m, ,, ..., — m, verschwin-

r e
den soll, weitere 2 >(— m,) solche Gleichungen. Der Uberschuli der

= s+l

Zahl der Unbekannten iiber die Zahl der Gleichungen

2 (1 —]—_Emﬁ) —2p—2 __"_"_'t'| —m,) =2(m + 1 — p)
h=1 h=g+41
gibt eine untere Grenze fiir die Anzahl der (im reellen Sinne) linear unab-
hingigen Lisungssysteme.

Die vollstindigste Antwort auf diese Fragen liefert jedoch erst der Rie-
mann-Rochsche Satz®). Wir nehmen als iibersichtlichstes Beispiel wieder

1) Diese Sprechweise entstammt der arithmetischen Theorie der algebra-
ischen Funktionen von Hensel und Landsberg; vgl. Hensel und Landsberg,
Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, Leipzig (Teubner) 1902,

2} Kiemann betrachtet nur den sog. ,allgemeinen* Fall (R = p in der Be-
zeichnung des Textes); das fiir jeden ganzen Divisor D ausnahmslos aiiltige Re-
sultat riihrt her von G. Roch, Crelles Journal, Bd. 64 (1865), 8. 372—376; ge-
brochene Divisoren sind von Klein (Riemannsche Fliichen I, autographierte Vor-
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einen ,ganzen®, aus lauter einfachen Punkten zusammengesetzten Divisor

D=DP:... Py
Die 2p linearen homogenen Gleichungen, welche das Verschwinden der
Perioden von (42) fiir die Riickkehrschnitte &, verlangen, lauten gemif
(II,) § 16:

dw (1) r oy dWg P
(43) Do e )=o.

=
(=12 .. . 2D,
Ist der ,Rang® dieses Gleichungssystems = 2 I (d. h. ist 2K die Anzahl
der linear unabhiingigen unter diesen 2p Gleichungen fiir die 2m Unbe-
kannten a,, a,’), so gibt es genau
A=m+1— R
im komplexen Sinne linear unabhingige Funktionen auf §, welche Mul-

tipla von ; sind. Das zu (43) gehorige ,transponierte” Gleichungs-

system (in dem die Zeilen zu Kolonnen, die Kolonnen zu Zeilen geworden
sind) und dessen reelle Unbekannte wir mit b, (h = 1,2, ..., 2p) be-
zeichnen, lautet:

lﬂ
-

#( 050 -0
S(Z“i -:f,u,jrnp‘ ) Loy

Sein Rang ist der gleiche: 2 i, und die Anzahl seiner linear unabhiingigen
Losungssysteme {b, | demnach 2p — 2R, Das heifit aber: die Anzahl B
der (im komplexen Sinne) linear unabhiingigen Differentiale 1. Gattung,
welche an den Stellen pI(I = 1,2, ..., m) verschwinden, ist

B=p— L.
Die damit erwiesene Relation
A=B+(m+1—p)
bildet den Inhalt des Riemann-Rochschen Satzes. Durch ihn wird die
Aufgabe, die Anzahl A zu bestimmen, zwar nicht eigentlich gelist, aber
doch auf eine wesentlich einfachere zuriickgefithrt. Denn die lineare

Schar von Differentialen 1. Gattung, auf die sich die Anzahl I bezieht,
ist offenbar ein bei weitem nicht so kompliziertes System wie das der

=12 o]

lesung, Gottingen 1892, 8, 110—111), E. Ritter (Math. Ann. Bd. 44, 1894, 3. 314),
Hensel u. Landsberg (a. a. O., vgl. namentlich 8. 362—364) in Betracht gezogen
worden.
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Funktionen anf der Fliche. Auflerdem werden wir sogleich sehen, daf
immer, wenn m > 2p — 2, B =0 zu setzen ist, da die Gesamtordnung
der Nullstellen eines Differentials 1. Gattung 2p — 2 nicht iibersteigen
kann. Und schlieBlich ist die Reziprozitit, welche nach dem Riemann-
Rochschen Satz zwischen den Funktionen und den Differentialen besteht,
an sich eine merkwiirdige und interessante Tatsache. Jedenfalls ist dieser
Satz einer der wichtigsten Ausgangspunkte fiir ein tieferes Eindringen
in die Natur der Funktionen auf einer geschlossenen Riemannschen
Fliche,

Enthilt der Divisor D einen Nenner (negative Exponenten) und
kommen in ihm mehrfache Punkte vor (Exponenten > 1 oder << — 1),
so hat man, indem im iibrigen das Beweisverfahren dasselbe bleibt,
noch die Gleichungen (II) und ev. (II}), (II"*) des vorigen Paragraphen
heranzuziehen.') Das Ergebnis ist analog. Wir kinnen es so aussprechen:

(Riemann-Rochscher Satz.) Zwischen der Anzahl B der (im
komplexen Sinne) linear unabhingigen Differentiale, welche Multipla des
beliebigen Divisors ® von der Gesamfordnung m sind, wund der Anzahl
A der linear unablingigen, auf § eindentigen Funktionen, welche Mul-

tipla des reziproken Divisors ; sind, besteht die Bezielang
A=B+4 (m+1—p).

r= : . 1 e
Wir haben gesehen: ein Multiplum von 5 existiert unter den
LFE " T

eindentigen, nicht-konstanten Funktionen auf § immer dann, wenn
m > p ist. Wir setzen hinzu: Falls m < p, ist ein solches Multiplum
im allgemeinen, nimlich auber fiir besondere Lagen der m Punkte p,,
wicht vorhanden. Dadurch wird die funktionentheoretische Bedeutung
der GGeschlechtszahl p von neuem in ein helles Licht geriickt. Hin nicht-

konstantes Multiplum von - - existiert unter den Funktionen auf
»

| ) - bt
& gemilB dem Riemann-Rochschen Satz dann und nur dann, wenn ein
Differential 1. Gattung dw vorhanden ist, das an den Stellen p;, by, ..., b,
(aber nicht identisch) verschwindet. Bedeutet

dwy,

eine komplexe Basis fiir die Differentiale 1. Gattung, so miissen sich also

dwg; vttty

1) Vgl. die angefiihrten Stellen bei Klein und Hensel-Landsberg., E. Ritter

: - : 1
schlieBt a. a. 0. so: Ist f, —]; eine Funktion, welche ein Multiplum von _ ist

1]
(0" ganz), so erhalte ich alle szolchen Funktionen [ aus: f=f, -/, f* Multiplum

von _,, und komme dadurch auf den Fall eines ganzen Divisors D° zuriick. Hier

D
fehlt aber der Nachweis, dab [wenn B 4 (m 4 1 — p) > 0 ist] iberhaupt ein f]
existiert. ‘
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nicht siimtlich verschwindende komplexe Zahlen ¢}, ¢, ..., ¢; so ermitteln
lassen, dafB
¢; dw; + cadw, + - -+ cpdwy

in jenen p Punkten Nullstellen besitzt. Wir wihlen irgend p vonein-
ander verschiedene Punkte pY, p?, ..., p}, zugehorige Ortsuniformisie-
rende z, und zu jedem p? derart einen z,-Kreis K,: 2, < a, (h =1,
2, -+, p), daB diese Kreise gegenseitig nicht ineinander « euuirmg&n.
Wiirde bei jeder Lage der Punkte p, innerhalb K, eine Differential
1. Gattung existieren, das an 1&-11 Stellen p, simultan verschwindet, so

miifte identisch in 2, z,, ..., 2, (7, < a})
{.’n;-f]} dwp(z,
g TR
N S e
= = ()
| dwilzp) dip(zp)
| dep ? dzg

gein. Das steht aber im Widerstreit zu der linearen Unabhéngigkeit der
Differentiale dw;. Denn denken wir uns 2z, in A = 0 variabel, aber
Zgy +..y £, einen Moment lang festgehalten, so haben wir eine homogene
lineare Beziehung zwischen den Differentialen dw;(z,) vor uns, die iden-
tisch in 2z, erfiillt ist; es miissen also die Koeffizienten dieser Beziehung,
d. h. die aus den p — 1 letzten Zeilen von A gebildeten Unterdetermi-
nanten simtlich einzeln verschwinden, und zwar identisch in z,, ..., 2,.
Wiederholen wir diesen SchluB, indem wir ihn jetzt, statt auf &, auf
eine jede der erwiithnten (p — 1)-reihigen Unterdeterminanten anwenden,
und fahren so Schritt fiir Schritt fort, so versteigen wir uns schliefilich
bis zu der unsinnigen Behauptung, dafi die Elemente der letzten Zeile,
d. h. die Differentiale dw;] selber identisch = 0 sind.
Zu jedem Punkte p erhalten wir durch die Formel

dry — idry = dwy
ein Ditferential 1. Gattung.!) Dies ist eine sehr naheliegende Methode
zur Erzeugung solcher Differentiale aus denen der 2. Gattung; es fragt
sich nur, ob sie umfassend genug ist, um eine volle Basis fiir die Diffe-
rentiale 1. Gattung zu liefern. Diese Frage kinnen wir jetzt bejahend

beantworten. Wiihle ich némlich p Punkte p,, p,, ..., p, so, dab keine
eindeutige Funktion == const. auf ¥ existiert, die ein Multiplum von
1

TR ist, so bilden die zugehérigen diwy,, dwy,, ..., dwy, eine kom-

1) Veriinderte Wahl der Ortsuniformisierenden zu p bewirkt nur eine Multi-
plikation desselben mit einem konstanten Faktor, so daB wir es als wesentlich
durch p allein bestimmt ansehen kiénnen.
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plexe Basis der Differentiale 1. Gattung. Bestiinde niimlich eine Relation
Cidwy, + Codwy, +---+ Cydwy, =0,

so wire fiir jeden geschlossenen Weg « auf $§:

E‘ C,( fdrs,—i fdr;,) = 0.

hi=1 I3

Behalten wir von dieser Gleichung etwa nur den Imaginirteil bei

T i' P AL
(e, = RC,, ¢ = JC,):

]
L = 2 \
f ¥ r ’

> | €x f{ffw. T Gy )(dfer= 0,
e [ 24 L]
h=1 o o

so zeigt sich, dab

r

h=1

eine eindeutige Funktion auf der Fliche sein miifite.

Zur Gewinnung von Funktionen auf der Fliche stehen uns zwel
Wege offen: entweder additive Funktionen mit solechen Konstanten linear
zu kombinieren, daff die Perioden zum Verschwinden gebracht werden,
— oder zwei Differentiale durcheinander zu dividieren.!) Indem man
beide Miglichkeiten kombiniert, kann man zu wichtigen Sitzen gelangen.
Vorab bemerken wir: da der Quotient zweier Ditferentiale eine Funktion
auf 3 ist, wird

1) jedes Differential durch den repriisentierenden Divisor, in dessen
Zihler die Nullstellen des Differentials in ihrer Multiplizitit verzeichnet
stehen und dessen Nenner die Pole enthilt, bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmt — und

2) ist die Gesamtordnung d dieses repriisentierenden Divisors fiir alle
Differentiale die gleiche; d ist die Anzahl der Nullstellen eines jeden
Differentials 1. Gattung und also fiir p > 0 gewili > 0. Wir werden be-
weisen, daB diese wichtige Invariante einer jeden Riemannschen
Fliche allein von der Gesclhlechtszahl p abhdngt, und zwar nach der ein-
fachen Gleichung:

d=2p— 2.

Es seien b, ¢ zwei Divisoren von der Gesamtordnung m bzw. n, deren
Produkt be Repriisentant eines Differentials dv auf § ist: m + n = d.
Es gebe genau M linear unabhiingige Differentiale, welche Multipla von

1) Diese letzte Methode ist auch auf offene Riemannsche Flichen anwend-
bar und liefert hier sofort den Existenznachweis fiir Funktionen auf der Fliche,
die sich nicht auf bloBe Konstante reduzieren. Vgl. auch Koebe, Crelles Journal
Bd. 139, 1911, S. 201f.
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D, und N solche Differentiale, welche Multipla von ¢ sind. Wir fassen
unter den eindeutigen Funktionen auf § alle Multipla f von ; ins Ange.

Erzeugen wir sie durch Zusammensetzung von additiven Funktionen, so
liefert der Riemann-Rochsche Satz das Resultat, daBl die Anzahl der linear
unabhiingigen [
=m+1—p+ M

ist. Fiir jedes f ist das Differential fdv ein Multiplum von ¢; d. h. auf
eine zweite Art erhalten wir die simtlichen Funktionen f dadurch, daB
wir alle Differentiale, welche Multipla von ¢ sind, durch dv dividieren.
Achten wir nur auf die Anzahlen, so liefert das die Relation

N=m+1—p+ M.
Analog
M=n+1—p+ N.
Addition dieser beiden Gleichungen ergibt
=2p — 2,
Subtraktion den Brill- Noetherschen Reziprozititssatz:")
2.M — N)=2(n — m).
Doch genug mit diesen Betrachtungen, die sich alle wie von selber

an die ,Partialbruchzerlegung® (40) ankniipfen! Wir wenden uns zur
pProduktdarstellung® (41). Um den zu S gehirigen Multiplikator us von
O ibe-b
00: -- 4,
zu berechnen, legen wir eine geschlossene Kurve « auf §§, die nicht durch
die p,, q, hindurchgeht und anf § von einem Punkte p zum Punkte ps
hinfiihrt, und ziehen Integrationswege p,q,, die « nicht treffen. Dann
ist nach (III,), § 16:

S - L Ill.lle . r ?r rp :|
{4.-1} #3 — n E‘idr-li}ﬁﬂ}r AL l [e- .‘:*.-'!'I'-1'::::_.||'-e;h,:.-ll:t b [ ' :;S.xq,r,.:l .
i 5n

=1 f=] =1
Es liegt nahe, als Integralcharaktere eines beliebigen Divisors

b= ,prlﬂl ]:,I"E"‘t T p’r”r
die Griifen

?:s{n) — Is{.pl:]m' - I.q(pg:"""' et I.a-f_P,-}m"

einzufilhren. Dann lantet die Gleichung (44) in Worten?):
Die Multiplikatoren einer Funktion © stimmen iiberein mit den Inte-
gralcharalteren des reprasentierenden Divisors.

1) A. Brill und M. Nither, Mathematische Annalen Bd. 7 (1874), S. 283,
2) Vgl. Appell, Acta Mathematica Bd. 13 (1890), 8. 13—14 der Preisschrift.
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Insbesondere (u, = 1):

Vorgegebene Punlte p,, q, (h =1, 2, ---, r) sind dann und nur dann
die siamtlichen Nullstellen bziw. Pole einer anf § eindeutigen Funltion,
wenn das Prodult der Integralcharaktere der Nullstellen gleich ist dem
Produl:t der Integralcharakiere der Pole:

HIS ) Hxs{qﬁ

h=1
(ehen wir anf die Bedeutung der Integralcharaktere zuriick und

benutzen eine bestimmte kanomische Zerschneidung e, samt einer zuge-
hirigen reellen Basis dw, = dw, der Integrale 1. (Gattung, so kinnen

wir diese Fc}rderung durch die fﬂlgenden 2p Gleichungen ersetzen:

Z N )‘ a:-!’u} 2 5]13 dff,. =mn, (m, = ganze Zahl)

I=1 o
[fmi e

Die Integrationswege p;p,, q,0, sind dabei zunichst beliebig. Verlagern
wir aber einen dieser Integrationswege, etwa p,p,, nachtriglich so, daB
seine alte und seine neue Lage zusammen eine geschlossene Linie bilden,
welche homolog

(M 00s — Moty ) 1+ =5 (12g &, — 1

p=1"2p :IJE:EP‘—l\'
ist, so werden dadurch die ganzen Zahlen n, auf der rechten Seite der
letzten (ileichung zu O gemacht. Es ergibt sich dann:

(Abelsches Theorem.)') Die Punkte p,, q, [h =1, 2, - -+, r] sind
dann und nur dann die simtlichen Nullstellen bzw. Pole einer Funk-
tion auf’ &, wenn — bei geeigneter, von w unabhdngiger Wahl der nach

1) Der Name, wie ich ihn hier gebrauche, ist nicht ganz zutreffend. Von
Abel rihrt nur der Satz her, daB die ausgesprochene Bedingung notwendig ist;
anderseits aber ist der von Abel aufgestellte Satz [in groBartiger Einfachheit von
ihm entwickelt in der kurzen Note ,Démonstration d'une propriété générale d'une
certaine clazse de fonctions transcendentes®, Crelles Journal Bd. 4 (1829), 8. 200—201
= (Euvres compléetes, Nouvelle édition (18810, Bd. I, 8. -515— —517] allgemeiner, sofern
er nicht nur die Integrale 1. Gattung hetnﬂ‘t ‘rul . 136 dieser Schrift. Eine von
Abel im Jahre 1526 der Pariser Akademie eingereic hte Arbeit  Mémoire sur une
propriété geénérale d'une classe trés-étendue de fonctions transcendentes* iiber
diesen Gegenstand ist durch die Schuld Cauchys lange verloren gewesen und
erst nmach Abels Tod verdffentlicht worden: Mémoires prégentés par divers sa-
vants, Bd. VII (1841) = Abel, (Euvres complétes, Nouvelle édition (1881) Bd. I,
5. 145—241. Ferner ist das Theorem enthalten in Abels nachgelassenem Manu-
skript ,Sur la comparaison des fonctions transcendentes*, (Euvres complétes,
Bd II, 8. 556—66. Die Umkehrung des Abelschen Theorems fiir die Integrale
1. Gattung steht bei Riemann zwischen den Zeilen, wurde explizit aber erst darch
[h,lrsch (ohne villig zureichenden Beweis) ausgesprochen (Crelles Journal Bd. 63,
1564, 8. 198, und von ihm in der Theorie der algebraischen Kurven aufs aus-
giebigste verwertet.
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p,, 0, Janfiihrenden Integrationswege — fiir jedes Integral 1. Gattung w

die Beziehung
D wp) =2 (@)

h==1 h=1
stafthat.
Sind dv,, dv, irgend zwei bis auf Pole regulire Differentiale auf
o i i S - dv |
&, b, D, die sie reprisentierenden Divisoren, so ist, da ' = * eine

Funktion auf § ist, nach dem Abelschen Theorem

D I.'I:-n ::I .
s (h:-) 5 x;-.h:; =1 oder y.(d) = y4(Dy).

Wir haben also dieses Korollar des Abelschen Theorems:

Fiir alle Differentiale auf § bzw. deren reprdsentierende Divisoren
haben die Integralcharaltere die gleichen Werte 3. Ein Divisor D von der
Gesamtordnung 2p — 2 ist dann und nur dann Reprdsentant eines Diffe-
rentials, wenn das System seiner Integralcharaktere mit dem Charakieren-
system g dibereinstimmt.

Wir machen von dem Abelschen Theorem sogleich eine Anwendung
auf den Fall p = 1. Hier existiert bis auf einen konstanten Faktor nur
ein einziges Differential 1. Gattung dw. Die den verschiedenen Inte-
grationswegen entsprechenden Werte, welche w(p) an einer Stelle p an-
zunehmen vermag, bilden in der komplexen w-Ebene ein parallelo-
grammatisches Punktgitter. Alle Gitter, welehe so den einzelnen Punkten
p von §F zugeordnet erscheinen, gehen auseinander durch Parallel-
verschiebung hervor, oder haben, wie wir sagen wollen, dieselbe ,Lage
und Gestalt® A. Dadurch, daB wir jedes Gitter von dieser Lage und
Gestalt als einen ,Punkt® auffassen, verwandelt sich die #-Ebene in eine
geschlossene Riemannsche Flache §a (vgl S. 28). Wiirde zwei ver-
schiedenen Punkten p, q von § jemals das gleiche (Gitter entsprechen,
so gibe es nach dem Abelschen Theorem eine Funktion auf §, die nur
in p einen Pol 1. Ordnung besifie (und in q Null wiirde); diese Funktion
miifite die Fliche umkehrbar eindeutig und konform aunf die Kugel ab-
bilden, was mit p — 1 unvertriglich ist. Verschiedenen Punkten p ent-
sprechen also immer verschiedene Gitter w = w(p). Deshalb kann dw
nirgends ( sein, wie auch ans unserer allgemeinen Formel d = 2p — 2
fiir p=1 folgt. § ist somit nmkehrbar eindeutig und nmkehrbar gebiets-
stetig (auberdem konform) abgebildet auf ein Gebiet & der Mannigfaltig-
keit §§o. Da % geschlossen ist, muf auch & geschlossen und folglich

mit ganz §p identisch sein: §p ist der gegebenen Riemannschen Fliche

konform-iquivalent und kann als Normalform der Riemannschen Flichen
vom Geschlechte 1 angesprochen werden. Die w-Ebene ist fiir §, ,Uber-
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lagerungsfliche der Integralfunktionen® (denn w ist selber eine Integral-
funktion), zugleich aber, da die Ebene einfach zusammenhingend ist, die
yuniverselle Uberlagerungsfliche.  ist fiir die Funktionen auf der
Grundfliche § eine uniformisierende Variable, d. h. alle diese Funktionen
stellen sich dar als eindeutige Funktionen der in der schlichten Ebene
variierenden komplexen Veriinderlichen w, und zwar geschieht die Dar-
stellung hier — dem Umstande entsprechend, daBi zu allen Punkten 2
eines A-Gitters vermige w = w(p) derselbe Punkt p gehort —, durch
doppeltperiodische, soq. elliptische Funltionen. Zwel Riemannsche Flichen
vom Geschlechte 1 sind in ihrer Normalform s, ¥, dann und nur

dann konform-iquivalent, wenn die Gitter von der Gestalt A" und A”
Euklidisch-ihnlich sind.

Das im Falle p = 1 durch die elliptischen Funktionen geliste ,,Um-
kehrproblem® besteht fiir eine Fliche § von beliebigem Geschlecht p in
folgendem: Ist w;[h =1, 2, ..., p] eine komplexe Basis der Differentiale
1. Gattung auf @, so sollen zu beliebig vorgegebenen Zahlen f, ..., /)
Punkte p, ..., p, auf § so gefunden werden, dali (bei geeigneter Wahl
der Integrationswege)

o
(45) D) =4, h=1,2,...p]
=1
wird. Dieses Umkehrproblem ist im Anschluf an das Abelsche Theorem
von Jacobi aufgestellt worden und fand nach wichtigen Vorarbeiten von
Gipel und Rosenhain allgemein durch Riemann und Weierstrall mit Hilfe
der #-Funktionen, gewissen ganzen transzendenten Funktionen der p
Argumente ~,, seine Erledigung.’) Das Problem kann offenbar auch so
formuliert werden: Zu einem vorgegebenen Charakterensystem y . sollen

Punkte p,, Py, ..., b, bestimmt werden, fiir die
(46} x.-:(pl) : x.ﬁ'{.:pi') =i I‘grpp} = s

wird; und es ist dann nach dem Abelschen Theorem der Aufgabe dqui-
valent, eine Funktion

Pe-e- P

o=" = P
1) Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen, Crelles Journal, Bd. 54
(1857) = Werke, 2. Aufl,, 5. 88—142; Uber das Verschwinden der Theta-Funk-
tionen, Crelles Journal, Bd. 65 (1865) — Werke, 5. 212—224., Weierstral, Vor-
lesungen iiber die Theorie der Abelschen Transzendenten, Werke, Bd. 4. Stahl,
Theorie der Abelschen Funktionen, Leipzig 1896. Prym und Rost, Theorie der
Prymsachen Funktionen erster Ordnung, Leipzig 1911, 2. Teil, 7. Abschnitt. Krazer,
Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903. — Die grofe Bedeutung des Um-
kehrproblems liegt fiir uns Heutige nicht nur (und wohl nicht einmal {iberwiegend)
in seinem Wert an sich als in den groBartigen Gedankenreihen, zu deren Schipfung
Riemann und WeierstraB durch die Bemiihungen um seine Lisung getrieben wurden.
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§ 17. Additive und multiplikative Funktionen.

mit vorgegebenen Multiplikatoren y  zu finden, die nur an der Stelle p,

einen Pol von hichstens p*T Ordnung besitzt. Es ordnet sich dadurch
naturgemill der folgenden allgemeinen Fragestellung unter:

Die Funktionen © mit vorgegebenem Multiplikatorsystem y . bilden
eine lineare Schar G, d. h. man verlifit den Bereich dieser Funktionen
nicht, wenn man beliebige von ihnen linear mit konstanten Koeffizienten
kombiniert. Ist D irgend ein Divisor von der Gesamtordnung m, so wird

gefragt nach samtlichen Funktionen aus G, welche Multipla von ; sind,

und insbesondere nach der Anzall A der linear unabhingigen unter ilhnen.
Es ist das fiir das allgemeine Charakterensystem y . die gleiche Frage,

welehe wir anf 8. 120—122 fiir den ,,Haupteharakter< y = 1 behandelt
haben. Die dort gewonnenen Resultate lassen sich vollstindig iiber-
tragen; zunichst die Ungleichung

AZ=m+1—p,
in der insbesondere (b = pl, m = p) die Lisbarkeit des Umkehrproblems
ausgesprochen liegt. Ist nimlich ©, = b, irgend eine Funktion aus & e
daf solche existieren, ist ein Hilfssatz, dessen Beweis wir sogleich nach-

holen werden —, so entstehen die in G, liegenden Multipla von ; da-

durch, daB man alle unter den eindeutigen Funktionen auf § existieren-
den Multipla von I_I;i mit 0, multipliziert. Die Anzahl der linear un-
]

abhiingigen unter den letzteren aber ist, da Db, wie D die Gesamtordnung
m besitzt (s. 8. 120), > m + 1 — p.

Aber auch die Formel des vollstindigen Riemann-Rochschen Satzes
lilit sich sofort iibertragen. Dazu miissen wir neben den multiplikativen
Funktionen die von Herrn Prym?) in die Theorie eingefithrten multipli-
kativen Differentiale mit heranziehen. Ein solches multiplikatives oder

Prymsches Differential ¢ T ist auf § eindentig, analytisch, frei von
wesentlichen Singularititen und verhilt sich den Decktransformationen

S von § gegeniiber gemiif der Gleichung
dT(pS) =g,-dT(p),

wo die y. konstante Multiplikatoren vom absoluten Betrage 1 sind,

Jedes Prymsche Differential kann durch einen Divisor t repriisentiert
werden, in dessen Zihler diejenigen Punkte mit der richtigen Multipli-

1) Crelles Juurnal Bd. 70 (1869), S. 354—262; Bd. 71 (1870), 8. 223—236
und 3. 305—315. Vgl. die auf S. 118 zitierten Arbeiten von Appell, ferner: Prym
u. Rost, Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordonung, Leipzig 1911;
R. Konig, Berichte der kgl. Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften (mathe-
matisch-physikalische Klasse), Bd. 63 (1911), S. 348—36%.

Weyl: Die Idee der Riemannschen Fliche. 0
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gitiit verzeichnet stehen, iiber denen die Nullstellen von dT liegen und
dessen Nenner die Pole von dT enthilt. Aus dem Umstande, daB der
Quotient aus einem Prymschen und einem beliebigen Abelschen (d. i. auf
% eindeutigen) Differential eine Funktion © von den gleichen Multipli-
katoren wie das Prymsche Differential ist, folgt, daB durch den reprisen-
tierenden Divisor t — der beliebig vorgegeben werden kann, wenn nur
seine Gesamtordnung 2p — 2 betriigt, — ein Prymsches Differential dT
eindeutig bis auf einen konstanten Faktor bestimmt wird; die Multipli-
katoren von dT sind =y (1) : %. Verstehen wir nun unter B die Anzahl

der linear unabhiingigen Prymschen Differentiale mit den Multiplikatoren
1< ', welche Multipla von d sind, so gilt der verallgemeinerte Riemann-
Rochsche Satz'):
A= B+ (m+1—p).

Denn B ist identisch mit der Anzahl der unter den Abelschen Differentialen
befindlichen linear unabhingigen Multipla von DD, (aus denen die in Rede
stehenden Prymschen Differentiale mittels Division durch ©, hervorgehen).
Schreiben wir g~ statt y , so besteht diese Relation also zwischen

der Anzahl B derjenigen linear unabhiingigen Differentiale,
welche Multipla von b sind und das Multiplikatorsystem . be-
sitzen, einerseits,

der Anzahl A derjenigen linear unabhiingigen Funktionen,

welche Multipla des reziproken Divisors :—I sind und das rezi-

proke Multiplikatorsystem = besitzen, anderseits,

L5

Um wenigstens einen konkreten Sonderfall dieses Satzes anzugeben,
nehmen wir fiir D den keinen einzigen Punkt mit einem von O verschie-
denen Exponenten enthaltenden Divisor ,1%; dann ist, da es aufler der
Konstanten keine Funktion © ohne Pole gibt, 4 = 0 zu setzen, und nur
im Falle des Hauptcharakters 4 = 1. Mithin: die Prymschen Differen-
tiale 1. Gattung mit vorgegebenen Multiplikatoren bilden eine lineare
Schar vom Grade p — 1 (nnr im Falle des Hauptcharakters vom Grade p).

Wir hatten uns bei diesen Uberlegungen zu stiitzen auf den

Hilfssatz: Ist y. ein vorgegebenes Charakierensystem, so existieren
stets Funktionen ©, deren Multiplikatoren = y_ sind.

1) Zuerst formuliert von E. Ritter, Math. Ann. Bd. 44, 8. 314. Vgl. jedoch
die Fubnote auf 8. 122. Ritter verwendet statt der Divisorensymbolik die von
Klein begriindete Formentheorie auf Hiemannschen Flichen, welche eine reale Dar-
gtellang der Divisoren mit Hilfe mnltiplikativer Formen ermiglicht, und verallge-
meinert in Math. Ann. Bd. 47 (1896), 8. 157—221, von den durch Riemann in die
Theorie der linearen Differentialgleichungen eingefiihrten Grundsitzen geleitet,
seine Untersuchungen auf Sysfeme von n Formen, die sich bei Ausiibung einer
Decktransformation S homogen-linear transformieren.
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Nach dem Abelschen Theorem kommt die Auffindung einer solchen
Funktion

=0,
e 1 E
qf‘ qE

darauf hinaus, Punkte q,, oJ[l = . ., ] s0 zu finden, dal
(47) 3w (0,) —w,(a)) | = rorgegehenen Werten £, [k =1, 2,..., p]
=il

wird, q° “ seien p voneinander verschiedene Punkte, welche so ge-
q[! j g

legen sind, daﬁ kein Differential 1. Gattung an diesen p Stellen gleich-
zeitig verschmdet (8. 123), 2, zugehorige Ortsuniformisierende, K; solche
z-Kreise um q, welche su;h gegenseitig nirgendwo uberdecken Die
Gleichungen

[}

b~
— et

(48) dw,=F, [h=1,2,...p]

=1

[

(1]

fiir die Unbekannten q, haben, wenn die vorgegebenen Werte F, hin-
reichend klein sind, eine und nur eine Lidsung, bei welcher g, (samt dem
Integrationswege qq,) innerhalb K, zu liegen kommt, da die Funktional-
determinante

aw, ()

0 ds; =+ 0.

o=l o =1
1 § ‘tF

Sind aber ~, beliebige Werte, so wihle man zunichst eine ganze positive
Zahl N so groB, daB eine solche Auflosung q,[l =1, 2, ..., p] der Glei-

chungen (48) moglich ist, wenn man rechts , durch '% ersetzt. Dann

liegt auch eine Lisung der (unverinderten) Gleichungen (47) vor, bei der
n = Np ist und in der Reihe q, q, . .. g, jeder der Punkte g, ... q,, in der
Reihe qf 3 ... q" jeder der Punkte qf ... q}, im ganzen N-mal auftritt.

Das Umbkehrproblem (46) ist stets lisbar, wie wir oben sahen; es
besitzt aber im allgemeinen auch nur eine Lisung. Die Liosung ist nach
dem verallgemeinerten Riemann-Rochschen Satz ndmlich nur dann mehr
deutig (unendlich-vieldeutig), wenn ein Prymsches Differential

dT =g - (905 ...0,_0) =t
mit den Multiplikatoren y ! existiert, das an der Stelle p, von mindestens
2" Ordnung verschwindet; dann aber ist

I,; Tq {t — I,g. T K;-UL

Innerhalb der 2p-dimensionalen Mannigfaltigkeit aller mdglichen Cha-
rakterensysteme bilden diejenigen, welche man auns dieser Formel erhilt,

wenn @, ..., q,_, unabhingig voneinander die Fliche § durchlaufen,
g.-'f-'
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eine nur (2p — 4)-dimensionale Mannigfaltigkeit X, die fiir das Umkehr-
problem die Rolle eines singuliren Gebildes iibernimmt.!)
Ist y, ein beliebiges vom Hauptcharakter verschiedenes Charakteren-

system, so kann man die Punkte q,, qy, ..., q,_, so annehmen, daB (bis
auf einen konstanten Faktor) nur ein einziges Prymsches Differential
1. Gattung

aT = (':h il ﬂp—i’.j (PP PP]
mit den Multiplikatoren y . existiert, das in jenen Punkten verschwindet,

— gemill dem Satz, daf die Prymschen Differentiale 1. Gattung eine
(p — 1)-dimensionale Schar bilden. Diese Wahl hat zur Folge, daBi die
Gleichung

P p—12 Y
[ Tx00=2. 42 | PXCY )
= 5 i=1

nur eine einzige Lisung P,Py ... P, besitzt, oder: dali das auf der linken
Seite dieser Gleichung stehende Charakterensystem nicht singulir ist.
Hingegen gehort der rechts in Klammern gesetzte Bruch zu X. Dal es
nur p — 1 Prymsche Differentiale 1. Gattung gibt, ist demmach, wenn
wir uns der Sprache des Umkehrproblems bedienen, dem Satze dquivalent:

Das singulire Gebilde X gelt niemals dadurch, dafi man alle zu
ihm  gehirigen Charalterensysteme der Mulfiplilation mit einem festen
Charakterensystem y g unterwirft, in sich iiber (vom trivialen Falle y =1
natiirlich abgesehen).

Dies mag geniigen, um den Zusammenhang des Umkehrproblems
mit der Theorie der multiplikativen Funktionen und Differentiale deut-
lich zu machen. Analyfisch wird man die Auflésung des Jacobischen
Problems in der Weise angreifen, daff man eine willkiirliche, auf $ ein-
deutige, bis auf Pole reguliire Funktion f(p) zu Hilfe nimmt und dann
statt der Punkte p,, p,, ..., p, selbst die Werte der Funktion f an den
Stellen p,, Py, . .. p, aus (45) in ihrer Abhingigkeit von £, 5, ..., F, zu
ermitteln sucht. Da diese GriBien f(p,), f(p;) ..., f(p,) aber nur bis auf
ihre Reihenfolge bestimmt sind, ersetzt man sie richtiger durch ihre
elementar-symmetrischen Funktionen, d. h. durch die Koeffizienten der-
jenigen Gleichung p*" Grades

P e T g

fi ?
deren Wurzeln die Zahlen

A= .ﬂ‘pi:}r flpg,]; =y f{\pp)
sind. Diese Koeftizienten A,, ausgedriickt in £, 5, ..., 5, sind das,
was man nach Jacobis Vorschlag Abelsche Funktionen nennt. Aufler

1) Im Falle p — 1 ist X iiberhaupt nicht vorhanden (8. 127), im Falle p — 2
besteht es aus dem einzigen Charakterensystem 0.
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fiir singulire Wertsysteme () = (£, fg, ..., f,), die im gesamten 2p-
dimensionalen f-Raum nur ein Gebilde von (2p — 4) Dimensionen aus-
machen, sind die Abelschen Funktionen eindeutig und regulir-analytisch.
Sie sind ferner (2p)-fack periodisch. Ist nimlich «[l=1,2, ..., 2p|
eine Basis der geschlossenen Wege auf § und

1 e e
a, ""J(d“'m

so bilden die Zahlen a}, ai, ..., a) fiir jeden Wert des Index [ ein Peri-
odensystem der Abelschen Funktionen A(f):

A(F + a') = A(F) identisch in F,, Fy, ..., £,

und diese 2p Periodensysteme gind in dem Sinne linear unabhiingig, daf
die Determinante, deren I' Zeile =

i ) L. Ol
Eﬁ‘al’ ® 5wy EHHII".’ \jﬁl? - B Eg l\jﬂ‘n

ist, von 0 verschieden ausfiillt. Fiihrt man den Beweis, der hier fiir die
Lisbarkeit des Umkehrproblems angegeben wurde, explizit durch, so ge-
langt man zu dem Resultat, dafi sich eine Abelsche Funktion A(F) in
jedem endlichen Stiick des - Raumes
Fi| <M, |Fo| < M,..., |F|<M

als Quotient zweier Funktionen darstellen 1ift, die in diesem endlichen
Stiick durchaus reguliir-analytisch sind.!) Die Unbestimmtheit fiir die
singuliren Wertsysteme () kommt dadurch zustande, daB fiir diese
Zihler und Nenner der erwithnten Darstellung beide verschwinden. Die
von den Unbestimmtheitsstellen gebildete Punktmenge gestattet keine
Verschiebungen in sich anfier denjenigen, welche die Periodizitit der
Abelschen Funktionen als selbstverstiindlich mit sich bringt. — Dariiber
hinaus ist von Riemann und Weierstrall durch eine viel eindringendere
Analyse gezeigt worden, dali die Abelschen Funktionen, auch ohne
Einschrinkung auf ein endliches Gebiet, sich als Quotienten von ganzen
transzendenten Funktionen, eben der #-Funktionen, darstellen lassen, und
sie haben fiir die #-Funktion einen expliziten analytischen Ausdruck
in Form einer stark konvergenten unendlichen Reihe angegeben. Diese
#-Funktion reicht auch aus, nm die allgemeine Theorie der 2p-fach perio-
dischen Funktionen von p unabhiingigen komplexen Argumenten zu be-
griinden, von der die Theorie der Abelschen Funktionen nur ein Sonder-
fall ist.”) —

Halten wir Riickschau auf die in diesem langen Paragraphen ge-
wonnenen Erkenntnisse, so konmen wir uns vor allem der Uberzeugung

1) Vel. WeierstraB, Werke Bd. 4, 3. 451—446.
2) Vgl. das vierte Kapitel in Krazers Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig
1908), woselbst sich auch die weitere Literatur angegeben findet.
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von der hohen funktionentheoretischen Dedeutung der Zahl p micht ver-
schliefen; dennoch ist und bleibt diese Zahl ihrer Wurzel und ihrem
Wesen nach eine Analysis-situs-Grifle. Die iiberall durchschimmernden
einfachen Grundlinien, von denen die in ihren Details verwickelte und
nicht ganz leicht zu iibersehende Rechtsordnung des funktionentheore-
tischen Staatswesens beherrscht wird, weisen eben alle wie auf eine un-
sichtbare, iiber der funktionentheoretischen Wirklichkeit schwebende ,,g5tt-
liche Gesetzgeberin® auf die Analysis situs zuriick.

Was aber das eigentlich Funktionentheoretische angeht, so hatten
wir es mit zwei Gedankenkreisen zu tun, die etwa durch die Schlagworte

additive Funktion, Partialbruchzerlegung, Riemann-Rochsecher Satz —

multiplikative Funktion, Produktdarstellung, Abelsches Theorem
nochmals einander gegeniibergestellt werden mogen. Diese beiden Ge-
dankenkreise durchdringen sich in der Theorie der eindeutigen Funktionen
auf 3§, deren Aufbau sich von hier aus mittels der in § 16 gewonnenen
Reziprozititsgesetze miihelos vollzieht. Die Dedeufung des so errichteten
(vebiindes wird aber erst ins rechte Licht gesetzt, wenn wir das System
der singularititenfreien eindeutigen Funktionen aunf einer geschlossenen
Riemannschen Fliche, wie es im niichsten Paragraphen geschehen soll,
noch von einem dritten Gesichtspunkte aus als algebraischen I'unktionen-
Lorper kennen lernen; denn erst auf diesem Standpunkt erscheinen jene
Funktionen mit unsern sonstigen Interessen, den algebraischen und den
geometrischen — soweit diese sich auf die Theorie der algebraischen Kur-
ven in der Ebene und in héher dimensionierten Riumen beziehen —
aufs engste verkniipft.

§ 18. Der algebraische Funktionenkirper.

z sei anf der gegebenen geschlossenen Riemannschen Fliche 3§ eine
Funktion, welche sich nicht auf eine Konstante reduziert, sondern jeden
Wert n-mal annimmt. Man kann § dadurch zu einer sich n-bléttrig iiber
der z-Kugel ausbreitenden Uberlagerungsfliiche machen, daf man von einem
Punkte p auf §, in welchem z den Wert a besitzt, sagt, er liege iiber
dem Punkte z =a der z-Kugel. Uber denjenigen endlich vielen Werten a,
fiir welche die # Punkte p, in denen z den Wert @ annimmt, nicht alle
voneinander verschieden sind, liegen allerdings weniger als n Punkte der
Uberlagerungsfliche. Nimmt an einer Stelle p, die Funktion z den end-

lichen Wert @ r-mal an, so ist ¥z — a eine Ortsuniformisierende zu p,,
der iiber a gelegene Punkt p, ist ein Verzweignngspunkt von der Ord-
nung r — 1. Ist U irgendeine Umgebung von p,, so gibt es einen Kreis
|z —a|< & anf der z-Kugel, so daB iiber jedem Punkt dieses Kreises
(anBer iiber dem Mittelpunkt) genau » der Umgebung Ul angehdrige
Punkte von § liegen. dz hat in p, eine Nullstelle der (r —1)ten Ord-
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nung. Nimmt z an der Stelle p, s-mal den Wert oc an, so ist Vf

eine Ortsuniformisierende zu p,, und wir haben einen Verzweigungspunkt
der (s — 1)ten Ordnung; dz besitzt in p, einen Pol der Ordnung (s + 1).
Wir bezeichnen die Summe der Ordnungen aller Verzweigungspunkte
anf der Fliche, ihre ,,Verzweigungszahl®, mit V. Es ist

Anzahl der Nullsiellen — Anzahl der Pole von dz=X(r —1) — Z(s+1),

wo die erste Summe rechts sich auf alle Punkte der Fliche bezieht, aufier
auf diejenigen, welche iiber 2= oo liegen, wiihrend die zweite Summe ge-
rade diese Punkte betrifft. Die rechte Seite der Gleichung ist

=Z2r—1)+4+2(s—1)—2-Zs=VFV —2n,

die linke Seite = 2p — 2, wir finden mithin:
V=2(p+n—1)

Diese Formel, welche zeigt, dali " stets gerade ist, und das Ge-
schlecht der Fliche aus Blatteranzahl und Verzweigungszahl zu berech-
nen gestattet, kann auch rein analysis-situs-miifiig so bewiesen werden,
Man trianguliert die z- Kugel in der Weise, dall z = oo und diejenigen
Punkte, iiber denen Verzweigungspunkte liegen, siimtlich als Eckpunkte
aunftreten und auch immer nur iiber hichstens einem der drei Eckpunkte
eines Dreieckes ein Verzweigungspunkt liegt. Durch Uberlegungen dhn-
licher Art wie in § 6 erkennt man, daB diese Triangulation sich auf die
Fliche §, aufgefaBt als Uberlagerungsfliche der z-Kugel, iibertrigt.
Uber jedem Elementardreieck der triangulierten Kugel liegen » Dreiecke
von g, iiber jeder Kante der Kugel n Kanten von §. Fiir die Gesamt-
zahl D und K der Dreiecke und Kanten von § haben wir demnach

D=unD;,, K=nK,

wenn [, K, E, die Anzahlen der Dreiecke, Kanten und Ecken der
triangulierten Kugel bedeuten. Liegen iiber einem Eckpunkt z = a der
Kugel i Punkte mit den Verzweigungsordnungen r, —1,--- r,—1, so
gibt das
h=n—[(ry,—1)4+---+(r,—1)]
Eckpunkte auf §. Die Gesamtzahl der Eckpunkte anf § betrigt mithin
E=nE,— V. Da die Kugel einfach zusammenhiingend ist, gilt nach
der Eulerschen Polyederformel:
E,+ D,— K;,= 2.
Daher ist
K—FE—D=nK,—FE—D,)+ V="VFV-—2n,
und da
K—FE—-—D+4+2=2p
wird (§ 12), wie oben:
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V=2(p+n-—1)
Hieraus kann nun (umgekehrt, wie es im vorigen Absatz geschah), ge-
schlossen werden, daf die Gesamtordnung von dz (und damit eines jeden
Differentials auf der Fliche) = V' — 2n = 2p — 2 ist.
Die Darstellung einer gegebenen Riemannschen Fliche § als Uber-
lagerungsfliche iiber der z-Kugel kann auch dazu dienen, den einen Teil
des Abelschen Theorems, welcher aussagt, dafl die Bedingung

E"fw (by) =jwmﬂ

k=1 =L

notwendig ist, damit
pipe- - Py
10 - - a5

eine Funktion z auf der Fliche ist, sehr einfach zu beweisen. Sind nam-
lich allgemein p,, ps, - -, p, die nach dieser Auffassung iiber dem Punkt
z der z-Kugel gelegenen Punkte von §, so ist, wenn dw ein beliebiges
Differential 1. Gattung auf § ist, durch

dW dw(p dw(p,) | dw(p,)

g5 dizij—i_ dr_ T dz
ein iiberall regulires Differential d IV auf der z-Kugel gegeben, und ein
solches ist nicht vorhanden auber: d W identisch =0. Ziehen wir anf
der z-Kugel irgendeine Kurve, z. B. einen Meridian, der vom Siidpol
z = () zum Nordpol z = oc fiihrt, so bilden die dariiberliegenden Punkte
von § (sich unter Umstiinden in Verzweigungspunkten treffende) Kurven
Py - +es Py Und es folgt durch Integration von d W = 0:

(49) J dapit i ffm- Lo
1

Diese Gleichung ist mit der im Abelschen Theorem ausgesprochenen
notwendigen Bedingung gleichbedeutend. 7Zu der Kinsicht, dal diese
Bedingung hinreichend ist, gelangt man jedoch auf diesem Wege nicht;
wohl aber hindert uns nichts, mit Abel das Differential 1. Gattung dw
durch irgendein mit Polen versehenes, sonst aber regulires Differential
auf der Fliiche zu ersetzen und fiir ein solches eine dhnliche Relation wie
(49) abzuleiten. Wir gehen daranf jedoch nicht niher ein. —

¢ sei wiederum eine Funktion auf der Fliche §, welche jeden Wert
nmal annimmt, [Ist dann [ irgendeine Funltion auf der Fliche, so ge-
niigt [ identisch eimer Gleichung nten Grades

(50) "+ r(f* -+t r,_&f +r,(2) =0,

in der die r (z) rationale Funktion von z sind. Das bedentet: Ist p, irgend-
ein Punkt auf §, ¢ eine zngehorige Ortsuniformisierende und sind z = g(¢),
f=f(t) die nach ganzen Potenzen forischreitenden Entwicklungen von
z und f in der Umgebung von p,, so geht die linke Seite von (50) iden-
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tisch in O iiber, wenn man fiir z die Potenzreihe z(f), fiir f die Potenz-
reihe f(f) einsetzt. Um diese Gleichung (50) zu beweisen, schliefien wir
auf der z-Kugel zuniichst den Punkt 7 = oo aus und diejenigen Punkte,

iiber denen Verzweigungspunkte liegen oder Pole der Funktion f. Fiir
jeden anderen z-Wert bilden wir die Zahl

1(2) = f(p,) + F(pe) + -+ + F(p),
wo die Summe rechts sich auf die n iiber z gelegenen Punkte erstreckt.
Von der Reihenfolge ihrer Numerierung ist sie unabhiingig. Da wir
diese Numerierung so einrichten kinnen, dali in der Umgebung eines
nicht ausgeschlossenen Punktes

AR p “...Jpg

f(py), f(pg)y -+, f(p,) Potenzreihen in z— z, werden, ist r,(2) eine in
allen nicht ausgeschlossenen Punkten regulir-analytische Funktion. In
den ausgeschlossenen Punkten kann diese Funktion keine wesentlich
singuliiren Stellen, mithin nur Pole besitzen; daher ist sie eine rationale
Funktion von z. Ebenso erkennt man, dall die iibrigen elementarsym-
metrischen Funktionen von f(p,), -, f(p,) sich rational durch z aus-
driicken.

Liegen iiber z, die n verschiedenen Punkte p?, ... p’, so kinnen
wir die Funktion f so wihlen, dali sie an diesen n Stellen voneinander
verschiedene Werte besitzt. Ist dr (L =1,-.-, n) ein Differential, das
nur an der Stelle p? einen Pol und dort den Hauptteil — L besitzt,

(g —2z,)°
g0 kann man z. B.

f=(—ap(Gh+-+ 0%

setzen, indem man fiir '}, - .-, € irgend »n verschiedene Konstante wihlt.
Die Gleichung nten Grades fiir f ist dann irreduzibel; d. h. ihre linke
Seite, das Polynom nten Grades der Variablen u
Fu)=uw+r(2u=-14--- +r.(2)

liBt sich nicht in zwei Polynome F'V(u) - F'¥(u), deren Koeffizienten
gleichfalls rationale Funktionen von z sind, zerspalten. Angenommen
niamlich, dies wiire moglich: f lifit sich in der Umgebung von p in eine
Potenzreihe nach der zu p! gehorigen Ortsuniformisierenden z — z, ent-
wickeln. Diese Potenzreihe mige, fiir u gesetzt, der Gleichung F'® (i) =0
(Geniige leisten. Verbinden wir p} mit irgendeinem der Punkte p? durch eine
Kurve auf 3§, deren Spur auf der z-Kugel durch keinen der ausge-
schlossenen Punkte hindurchgeht, so muf fiir alle Funktionselemente
(2, f) langs dieser Kurve die Gleichung I'"(u) = 0 bestehen bleiben.
Infolgedessen ist auch f(p}) eine Wurzel der Gleichung FM)(u) = 0;
diese hat also » verschiedene Wurzeln und mull folglich vom Grade »
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sein; F'®(u) kann demnach in # nur vom Oten Grade sein; und eine
w;rkhc,he Zerlegung von der vorausgesetzten Art kommt nicht zustande.

Zu jedem Punkte p von § gehirt ein Funktionselement (z, f), das
der Gleichung F.(u) = 0 Geniige leistet. Fiir zwei verschiedene Punkte
sind diese beiden Funktionselemente stets verschieden, und die zu allen
Punkten p gehirigen Elemente erschopfen die Gesamtheit derjenigen,
welche jene Gleichung befriedigen. Mit andern Worten: lie Gesamtheit
derjenigen Funktionselemente, welche der irveduziblen algebraischen Glei-
chung F.(w) = 0 geniigen, macht ein einziges analytisches Gebilde im
Weierstrafischen Sinne aus. Dieses analytische Gebilde, als Riemannsche
Fliiche aufgefafit, ist der gegebenen Riemannschen Fldcke konform-dqui-
valent; die gegebene Fliche ist die zu dem durch die Gleichung F (u) =0
definierten algebraischen Gebilde gehorige Riemannsche Fliche.')

Jede bis auf Pole regulire Funktion f* auf der Fliche libit sich
rational durch f ausdriicken mit Koeffizienten, die rationale Funktionen
von # sind:

f*=R,(z2)+ R(f+---+ R, _,(af",

und jede rational aus 7z und f gebildete Funktion ist auf der Fliche bis
anf Pole reguliir. Wenn man 2 als unabhiingige Variable anffalit, f als
die durch die Gleichung /' (u) = O definierte algebraische Funktion von
z, so bilden diejenigen Funktionen, welche sich rational durck f aus-
driicken lassen mit in z rationalen Koeffizienten, einen algebraisehen
Funktionenkirper. Unsere Behauptung libt sich daher so aussprechen:
Faft man die simtlichen bis auf Pole reguliren Funktionen auf einer
geschlossenen Riemannschen Fliche als Funltionen eimer beliebigen unter
thnen (die nur keine blofle Konstante sein darf) auf, so bilden sie einen
algebraischen Funktionenkirper.

Zum Beweise setzen wir (Lagrangesche Interpolationsformel)

G (u) ) 1*(p.) *b,)

P " u—f@) Tu—fe) T T u= s’
Py, Poy - - -, P, bedeuten wieder die n iiber dem Punkte z der z-Kugel ge-
legenen Punkte von §. Durch die gleiche Schluliweise wie oben findet
man, daB die Koeffizienten des Polynoms (2 — 1*" Grades G (u) ratio-
nale Funktionen von z sind. Fiir alle Werte 2, fiir welche f(p,),...,
f(p,) von einander verschieden sind, folgt

e ()] o o I; (u)
Ilf:-n{pl._p:[‘ | |:1f (u )_ ]
HU —F 0 o u
Man kann (etwa durch .Iimvundlmg des ,,Euklidischen Teilerverfahrens®;

1) Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf beliebige (ungeschlossene) Fli-
chen ist von P. Koebe, Comptes Rendus, 1. Juli 1909, bewiesen worden. Vgl
E. Freundlich, Funktionen mit vorgeschriebenem unendlichblittrigen Existenze
bereich, Gittinger Dissertation 1910.
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vgl. z. B. Weber, Algebra, 2. Aufl., Braunschweig 1899, Bd. 1, S. 41) zwei
Polynome H (u), L, («) mit in 7 rationalen Koeffizienten so bestimmen, daB

H () F (u) + L (1) F.(u) =1

ist. Die Gleichung _ _ :
.'FHU” e [G:(-u_;H_,(u}L = f(p)

ist dann eine Identitit auf der Fliche.
Legt man statt z irgend eine andere Funktion auf der Fliiche, z, als
unabhingige Variable zugrunde, so kann man dazu noch auf unendlich

viele Weisen eine Funktion f auf der Fliche bestimmen, von solcher Art,
daB alle Funktionen sich rational durch 2z und f ausdriicken lassen,
Zwischen z und f besteht eine irreduzible algebraische Gleichung F% (f)=0.

z und f sind rationale Funktionen der durch die Gleichung F.(f)= 0
verkniipften Variablen 2, f; und umgekehrt sind z und f rationale Funk-
tionen der durch die Gleichung F.(f) = O verkniipften Variablen Z, f.
Durch die ,,birationale Transformation® (z, /) <= (z,f) gehen die
Gleichungen

Fu)=0 und F:(ua)=0

ineinander iiber. Der Grad dieser Gleichung ist natiirlich keineswegs
eine Invariante gegeniiber birationaler Transformation, wohl aber das
Geschlecht p.

Gibt es auf § eine Funktion z, die jeden Wert nur einmal annimmt,
go ist der zugehorige algebraische Korper der Kirper der rationalen Funk-
tionen von z (und p=0). Gibt es auf § zwar keine Funktion, die jeden
Wert nur einmal annimmt, wohl aber eine solche, z, die jeden Wert genau
zweimal annimmt, so kinnen wir die den zugehorigen Kérper bestim-
mende algebraische Gleichung (die gquadratisch sein mubl) von der Form
voraussetzen:

wW=(z2—e)(z2—e)...(z—e),
wo die ¢; alle untereinander verschieden sind. Diese ! Punkte und, wenn
! ungerade ist, auch noch der Punkt ~¢ sind Verzweigungspunkte 1. Ord-

nung, und das Geschlecht p ist demnach = :: — 1, wenn [ gerade,

= F: -1, wenn | ungerade ist. Wir sehen: | =1 oder = 2 fiihrt noch

wieder auf den rationalen Korper p = 0; [ = 3 oder = 4 hat p = 1 zur

Folge, das ist der elliptische Fall; wenn [ > 4 ist, bekommen wir die
sog. hyperelliptischen Funktionenkirper. — In einem beliebigen al-
gebraischen Funktionenktrper vom Geschlechte p = 1 gibt es stets eine
Funktion mit zwei vorgeschriebenen Polen, also eine Funktion, die jeden
Wert nur zweimal annimmt; in jedem Funktionenkérper vom Geschlechte 2
erhalten wir eine Funktion der gleichen Art, indem wir zwei linear unab-
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hiingige Abelsche Differentiale 1. Gattung durcheinander dividieren. Erst
von p = 3 ab ist der hyperelliptische Fall nicht mehr der allgemeine.!)

Wenn man nicht, wie es hier geschehen ist, von der Riemannschen
Fliche ausgeht, sondern von einer bestimmten algebraischen Gleichung
F (u) =0 (wie es in der Weierstraischen und anderen Theorien ge-
schieht), wird man es als eine naturgemifie Forderung betrachten kinnen,
alle diejenigen Funktionen und Differentiale, deren Existenz in den
vorigen Abschnitten mit Hilfe des Dirichletschen Prinzipes erschlossen
ist, auf rein algebraischem Wege als rationale Ausdriicke in z, f [die
Differentiale in der Form R(z, f)dz] zu konstruieren. Sobald aber das
Gegebene nicht eine algebrfuqhe Gleichung, sondern die Riemannsche
Fliiche ist, muf im Gegenteil der hier im Anschlufi an Riemann bespro-
chene funktionentheoretische Weg als der natiirliche erscheinen. Wie
wichtig auch jene algebraischen Konstruktionsprinzipien sein mégen,
namentlich mit Riicksicht auf spezielle Anwendungen der Theorie, —
man wird doch den Standpunkt Riemanns als den héheren bezeichnen
diirfen, da von ihm aus ein umfassenderer und tieferer Einblick in die
eigentiimlichen Gesetze, welche dieses Gebiet mathematischer Erkenntnis
beherrschen, miglich wird, als sich auf anderem Wege gewinnen libit.
Selbst wenn man den Weierstrafichen Begriffsbildungen folgt, wird man,
wie ich schon frither erwiihnte, die Auffassung des analytischen Gebildes
als einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit nicht umgehen kinnen, ohne
den Dingen Gewalt anzutun, und es ist dann nur ein kleiner Schritt, die
dieser Mannigfaltigkeit znkommenden Analysis-situs-Eigenschaften —
deren tiefeinschneidende funktionentheoretische Bedeutung inzwischen
zur Geniige hervorgetreten ist — allen anderen als die primitivsten
voranzustellen. Dariiber hinaus ist fiir die Riemannsche Art der Be-

1) Der Abrib der Theorie der algebraischen Funktionen, den wir hier
geben konnten, ist nur unvollstindig. Genaueres findet der Leser aufier in den
bereits zitierten Werken von Riemann, WelerstraB, Klein, C. Neumann, Stahl,
Hensel-Landsberg noch in folgenden Darstellungen: Clebsch und Gordan, Thenne
der Abelschen Funktionen, Leipzig 1366 -:_kurvent]n‘zﬂretisﬂh). Brill und Noether,
{"ber die algebraischen Funktionen und ibre Anwendung in der Geometrie, Math.
Ann. Bd. 7 (1874), S. 269—310 (kurventheoretisch); Die Entwicklung der Theorie
der algebraischen Funktionen, Berieht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
Bd. 3. Berlin 1894. Dedekind und Weber, Theorie der algebraischen Funktionen
einer Veriinderlichen, Crelles Journal Bd. 92 (1882), S, 181—290 [arithmetiach},
auch dargestellt in Weber, Algebra, Bd. III, 2. Aufl., Braunschweig 1908, 5. 623 L.
Klein-Fricke, Theorie der elliptischen Modultunktionen (1890—92), Bd. [, Ahachu. I,
Kap. 1, 2, und Bd. II, Abschn. VI, Kap. 1. Klein, Riemannsche Fliichen I, II,
antographierte Vorlesungen, Gottingen 1892/93, Appell et Goursat, Théorie des
fonctions algébriques, Paris 1895. Baker, Abels theorem and the allied theory
incl. the theory of the Thetafunctions, Cambridge 1897. Fields, Theory of the
algebraic functions of a complex variable, Berlin 1906. Stahl, AbriB einer Theorie

der algebraischen Funktionen einer Veriinderlichen in neuer Fassung (nachge-
]ESSEEE Schrift, herausgegeben von Liffler und Noether), Leipzig 1911.
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handlung charakteristisch, daB in ihr iiberall nicht das analytische Ge-
bilde, sondern die Riemannsche Fliche als das Gegebene angesehen
wird, und die Konstruktion eines zugehrigen analytischen Gebildes
gerade einen Hauptbestandteil der zu losenden Probleme bildet. In der
Riemannsehen Darstellung selbst tritt dieser Standpunkt freilich noch
nicht mit derjenigen vollstindigen Klarheit hervor, mit der wirihn jetzt an
Hand der Arbeiten von Prym, Dedekind!), C. Neumann und nament-
lich von Klein herauspriparieren kinnen.

Jede Riemannsche Fliche vom Geschlechte p kann man, wie wir
sahen, darstellen als eine mehrblittrige Uberlagerungsfliiche iiber der
Kugel (mit endlich vielen Verzweigungspunkten, aber ohne Grenzen).
Diese ,Normalform® liBt sich jedoch, selbst wenn man die Blitterzahl n
durch die Bedingung n = p + 1 normiert (was immer zu erreichen ist),
noch anf die mannigfachste Art herstellen. Eine sehr viel hihere prin-
zipielle Bedeutung kommt der im wesentlichen eindeutig bestimmten
Normalform der Riemannschen Flichen von beliebigem (eschlechte zu,
welche durch die Uniformisierungstheorie (Theorie der automorphen
Funktionen) geliefert wird.

$ 19. Uniformisierung.

In der Theorie der Uniformisierung verwachsen die Weierstralischen
und Riemannschen Gedankenkreise zu einer vollstindigen Einheit. Wiih-
rend bei Weierstrah das analytische Gebilde (2, w) an jeder einzelnen
Stelle durch eine besondere Darstellung mit Hilfe eines Parameters f
(der ,,Ortsuniformisierenden®): # = z(t), « = wu(f) beschrieben wird, Rie-
mann freilich eine emheitliche Darstellung z = 2(p), v = u(p) des ganzen
Gebildes gewinnt, dabei aber den Parameter p als Punkt anf einer Rie-
mannschen Fliche (nicht als komplexe Variable im gewdhnlichen Sinne)
aufzufassen gezwungen ist, handelt es sich in der Uniformisierungstheorie
darum, fiir ein analytisches Gebilde eine einheitliche Darstellung 2 = 2(%),
w = w(f) mit Hilfe eines in einem Gebiet der schlichten komplexen Ebene
variierenden Parameters £, der uniformisierenden Variablen, herzu-
stellen. Als eigentliche Begriinder der Theorie der automorphen Funl-
tionen, auf welche dieses Problem fiihrt, sind F. Klein und H. Poincaré?)
zu nennen, deren allgemeine Auffassungen und Resultate in der Literatur

1) Prym vertritt diesen Standpunkt in seinen Arbeiten von 1869 ab; von
Dedekind kommt hier die auf S. 35 zitierte Arbeit iiber die elliptische Modul-
funktion aus dem Jahre 1877 in BHetracht.

2) Von Poincaré siehe aunBer zahlreichen Comptes-Hendus-Noten aus den
Jahren 188182 namentlich die Abhandlungen in den Acta Mathematica, Bd. 1,
3, 4, 5 (1882/84); von Klein die Arbeiten in den Math. Ann., Bd. 19, 20, 21
(1822/83), ferner die vor kurzem zum Abschluf gekommene umfassende Dar-
stellung: Fricke u. Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der antomorphen Funk-
tionen, Leipzig 1897—1912.
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vorbereitet erscheinen durch wichtige, wenn auch speziellere Unter-
suchungen namentlich von Riemann, Schwarz, Fuchs, Dedekind, Klein
und Schottky. Der Beweis fiir die Miglichkeit der menrmlsmrung
ist auf Grund der Idee der Uberlagerungsfliche vollstindig erst in
neuester Zeit (1907) von P. Koebe und H. Poincaré geliefert worden.?)
Klein, Poincaré und Koebe ist es vor allem zu verdanken, wenn heute
die Theorie der Uniformisierung, welche innerhalb der komplexen Funk-
tionentheorie eine zentrale Stellung beanspruchen darf, als ein mathe-
matisches Gebinde von besonderer Harmonie und Grobziigigkeit vor uns
steht.?) — Der Grundgedanke des im folgenden gefiihrten Beweises, aus
dem [irichletschen Prinzip die Existenz der uniformisierenden Variablen
zu erschliefen, riithrt von Hilbert her.?)

Die Uniformisierende f, welche wir suchen, soll so beschaffen sein,
daP sie sich an jeder Stelle der gegebenen Fliche § als Ortsuniformi-
sierende eignet. Sie wird daher eine eindeutige, von Polen 1. Ordnung
abgesehen, reguliir-analytische Funktion auf der universellen Uber-

lagerungsfliche § sein miissen. Suchen wir dasjenige ¢, welchem die
stiirkste uniformisierende Kraft zukommt, so werden wir ¢ derart zn be-

stimmen suchen, dafl es an zwei verschiedenen Stellen der Fliche § nie-

mals denselben Wert annimmt, also § umkehrbar eindentig und konform
auf ein Gebiet der #-Kugel abbildet. Dann werden nicht nur die Funk-
tionen auf der Grundfliiche & sich als eindentige Funktionen von ¢ dar-
stellen lassen, sondern die viel umfassendere Gesamtheit derjenigen (auf
& im allgemeinen unendlich vieldentigen) Funktionen, welche aus einem
Funktionselement auf § entstehen, das sich ohne Verzweigung und un-

begrenzt auf allen Wegen in § fortsetzen libt. Und da § (im Gegensatz
zu ) einfach zusammenhiingend ist, widerstreitet die Moglichkeit einer
solchen Abbildung nicht den Analysis-situs-Eigenschaften von §. Die in
den vorigen Paragraphen zugrunde gelegte Voraussetzung, dafl § ge-
schlossen ist, konnen wir jetzt gern fallen lassen, da sie fiir die Uniformi-
sierungstheorie in keinerlei Hinsicht eine Vereinfachung mit sich bringt.

1) Poincaré, Acta Mathematica Bd. 31 (1908), 8. 1—63; Koebe, Nachrichten
der K. Ges. d. Wissensch. zu Gittingen 1907, 8. 191—210 und S. 633—669.

2) Vgl die Zusammenstellung der neueren Literatur bei Koebe, Uber die
Uniformisierung der algebraischen Kurven, I [Math. Ann. Bd. 67, 1909, 8. 146 bis
149], II [Math. Ann. Bd. 69, 1910, S. 2—3] und III [Math. Ann, Bd. T2, 1912,
S. 488—430]; ferner Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger nnal?tmﬂher
Kurven [ [Crelles Journal Bd. 138, 1910, S. 195] und II [Crelles Journal Bd. 139,
1911, 5. 261ff]. Zu einer allgemeinen Uriﬁnt-ierung iiber die Resultate und Pro-
bleme dieses Teiles der Funktionentheorie dient vorziiglich das Referat iiber die
Karlsruher Verhandlungen (1911) im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung Bd. 21, 1912, 8. 153—166.

3) Lur Theorie der konformen Abbildung, Gittinger Nachrichten, 1909, 8. 314
bis 323, .
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Wir erhalten die gesuchte Uniformisierende einfach dadurch, dal
wir das Dirichletsche Prinzip nicht auf §, sondern auf die Uberlagerungs-

fliche & anwenden. Wir wiihlen auf § einen Punkt O mit der Orts-
uniformisierenden 2z, und konstruieren mit Hilfe des Dirichletschen

Prinzipes diejenige auf ganz § abgesehen vom Punkte O regulire
Potentialfunktion U7, welche sich in O verhilt wie % 1 und welche die

Eigenschaft besitzt, daf :

1. das iiber die ganze Fliche § mit Ausschluff eines beliebig kleinen
£,-Kreises um O erstreckte Dirichletsche Integral von U endlich ist,

2. fiir jede stetig differentiierbare Funktion w auf § mit endlichem
Dirichletschen Integral, die in der Umgebung von O verschwindet, die
Variation

D(U, w)=0
wird.

U gibt zu einem Differential dr auf § Veranlassung, und dieses
muB, da § einfach zusammenhiingend ist, das Differential einer bestimmten
Funktion

t=U+1:V
sein, deren Realteil mit I {ibereinstimmt und die iiberall, abgesehen vom
Punkte O, regulir analytisch ist, in O aber einen Pol 1. Ordnung besitazt.
7 ist dann eine uniformisierende Variable, wie wir sie suchen. Der Nach-
weis dieser Tatsache gelingt in sehr eleganter Weise mit Hilfe der
folgenden, von Herrn Koebe herriithrenden Dedulktion.!)

Wir zeigen zunichst:

Ist V, irgend eine reelle Konstante, so bilden diejenigen Punkte auf %,;
in denen V =V, ist, ein einziges Gebict, ebenso dicjenigen, in denen
Vi< ¥, %l

Fiir O ist — eine Ortsuniformisierende, und es sei K, : |~ < a, ein
T : ] el

1
T

:-Krﬂis um O. Ist G(V,) diejenige abgeschlossene Menge auf §, die

aus allen Punkten besteht, in denen ¥V = V| ist, so haben gewill nur zwei der
durch (V) bestimmten Gebiete Punkte in K, liegen. Wiirde unsere Be-
hauptung also falsch sein, so giibe es unter den durch € (V) bestimmten
Gebieten eines, es heifie &, das nicht in die Umgebung K; von O ein-
dringt. Es seien jetzt g@(u), ¥(u) irgend zwei fiir alle reellen u-Werte
definierte stetige und stetig differentiierbare Funktionen. Wir bilden die

folgende Funktion w auf der Fliche §:

1) Uber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Nachrichten der K. Ges.
d. Wisgensch. zu Gottingen 1910, 8. 61—86.
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_ |@e(w (V) fiir alle Punkte innerhalb &
il 0 fiir alle nicht zu & gehorigen Punkte.
Sie wird iiberall stetig differentiierbar sein, wenn
ok S g i LR
v(V,) =0, v (F)=0 H’ =

il 1

ist. In der Umgebung K; von O verschwindet « identisch. Ist p irgend
ein Punkt in ® nnd z =z + f'-y eine Ortsuniformisierende zu p, so ist

P
+ (D) (V) 5

aw
éx
e U
oy’
c:L'

~ ¢ (D)v(V) ! a — g(D)w'(V)

=g ()Y r——I’—.—qﬂEJuwI’)

Wenn ¢, v, ¢, ¢ beschrinkte Funktionen sind, 1mrd also das iiber

ganz § erstreckte Dirichletsche Integral von w endlich sein. Unter den
angegebenen Voraussetzungen miibte daher (7 20) = 0 werden. Nun ist:

dw glf dw ol ’ PRI RIAY

3z 95 dy oy ¥ ({L)e(¥) {(r:;) + (Py) :|
Sorgen wir also dafiir, daB ¢, ¢ fiir alle Werte ihres Arguments (¥
auler fiir u = V) positiv sind, so kommen wir zu einem Wider-
spruch.! |

Aus der damit bewiesenen Tatsache und dem Umstande, daB § ein-
fach zusammenhiingend ist, kann man folgende Schliisse iiber das Ver-
halten von 7 ziehen:

1. dt hat wnirgends eine Nullstelle. Wiirde nidmlich an einer Stelle

P, von {}, wo 7 den Wert 7, bemt.rt dt = 0 sein, so wire nicht r — 7,

sondern 7 — 7, (# ganz und > 2) Ortsuniformisierende zu b,; nehmen
wir an, es wire r = 2 (fiir h{;thvre r verliuft der Beweis analog). Ich setze
T — 1, = 6~ und zeichne in der komplexen 6-Ebene einen Kreis K mit dem
Mittelpunkt ¢ =0, so klein, dal’ er als das durch die Funktion ¢ er-
zeugte konforme Abbild einer gewissen Umgebung des Punktes p,
anf % erscheint. Ieh nehme vier in K gelegene Punkte p, p,, q, g, an,
wie es Figur 24 andentet, die iiber Kreuz durch zwei geradlinige, sich
im Nullpunkte schneidende Strecken e, g verbunden sind. In p, und

1) Einen allen gestellten Forderungen geniigenden Ansatz erhalten wir z. B.,
wenn wir mit Hilfe der Funktionen
o . A oy St A
o (t) == arctg u (——él{ﬂiugc{ 2), [ u'l_.l-[—tﬁ'
p(u) =a(w),  wu)=Fu—"V,)
bilden.
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p, ist V> V,, in g,,q, hingegen V' < V. Diese Figur denke ich mir
anf die Fliche {f, die in bestimmter Weise trianguliert sei, iibertragen’);
dann kann ich p, p, durch einen Streckenzug ¢’ verbinden, in dessen
simtlichen Punkten F > ¥, ist, ebemso g, q, durch einen Strecken-
zug ', in dessen simtlichen Punkten V' < ¥ ist.*) Die beiden geschlos-
senen Kurven ¢ + ¢, 3 +  sehneiden sich nur il

im Punkte p,, und es geht daraus, genau wie 4

auf S. 46, hervor, dab g+ 8’ die Fliiche § nicht f,rf—--2< ' :
q o P

-

zerlegt. Kreuze ich eine zu §’ gehorige Strecke ¢ ‘
durch eine Elementarstrecke «* so kann ich

deren Endpunkte durch einen Streckenzug mit- 11| % q,
einander verbinden, der § + 8 nirgends trifft. ¥ i :

Dieser bildet mit «* zusammen ein Polygon,
dﬂs‘*ﬁ unzerlegt liflt. Ein solches Polygon kann 2 y

aber nicht existieren, weil & einfach zusammen- Tl Rl e
hiingend ist. Fig. 24.

2. Dadurch, daB ich von einem Punkte der Fliche ¥, in welchem z
den Wert 7, besitzt, sage, er liege iiber dem Punkte 7, der z-Kugel, wird
;"'; Z1 einer i:Therlagerungsﬂiiﬁhe :{';r iiber der z-Kugel oder der =-Ebene.
Diese ist nach dem, was soeben unter 1. bewiesen wurde, unverzweigt. [Tber
T = 0o liegt der einzige Punkt 0. Ich verfolge die Linie V= ¥, von
t = oo ausgehend, in der z-Ebene in der Richtung von kleineren zu
grioferen U-Werten und aunf E-r einen von O ansgehenden, stetig sich be-
wegenden Punkt P, der immer iiber dem diese Linie in der r-Ebene be-
schreibenden Punkt bleibt. Stolle ich vor der Riickkehr nach oc auf keine
Grenze, so beschreibt D, da iiber oo nur der eine Punkt O liegt, eine ge-
schlossene Kurve y, die die Linie "= ¥, der r-Ebene einfach iiberdeckt.
Stobe ich jedoch auf eine Grenze, so erhalte ich eine Linie 7, auf ;f,, die
ein gewisses Stiick U<Z U, der Geraden V = V, einfach iiberdeckt. Dann
verfolge ich die Gerade V' = ¥ noch von griobieren zn kleineren Werten

von I fortschreitend und erhalte auf Fﬁr eine Linie 3,, die ein Stiick 7 > U,
dieser Geraden einfach iiberdeckt. 7, -+ #, bilden zusammen eine durch 0

hindurchgehende ungeschlossene Kurve 7 ohne Ende auf §..%) In jedem
der beiden Fille zerlegt die Linie 7 die Fliche ., da diese einfach zu-

360

1) Auf § darf ich alsdann «, § nicht mehr als . Strecken* bezeichnen.

2) Natiirlich kann ich voraussetzen, daB ' mit § auBer den beiden End-
punkten keine weiteren Punkte gemein hat; vgl. S, 46.

8) Eine Kurve ohne Ende hat eine Darstellung

p=p1 [0<1 L1,
und die zu ihr gehorigen Punkte j bilden, trotzdem den Parameterwerten 1 — 0
und 1 = 1 kein Kurvenpunkt entspricht, eine abgeschlossene Menge.
Wayl: Iiie Ides der Riomannschen Fliche, 10
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sammenhingend ist, in zwei Gebiete &', ", Wiirde es noch Punkte auf
&, in denen V = ¥, ist, auBer auf p, etwa in (" gehen, so wiirde es in
" sowohl Punkte geben, in denen V< V¥, als solche, in denen V' > 7,
wire. Die Punktmenge (V) miifite demnach mindestens drei Gebiete
bestimmen. Mit der Linie  sind daher die Punkte, in denen ¥ = V7 ist,

erschépft. § ist als Uberlagerungsfliiche der ©-Kugel also iiberall hichstens
zweblittrig.  Ein Wert Uy + iV, wird auf § sicher dann einmal und
nur einmal angenommen, wenn V=V, auf § eine geschlossene Linie ist.

Wir wollen noch genau nachweisen, daB 5 die Fliiche § stets zer-
legen mul. Wenn das niimlich nicht der Fall ist, konstruieren wir eine

zweiblittrige unverzweigte unbegrenzte Uberlagerungsfliche iiber §, die
wir dadurch erhalten, daf wir § lings 7 aufschneiden, uns die so zer-

schnittene Fliche ﬁ in zwei Exemplaren herstellen und deren Schnitt-
rinder iiber Kreuz aneinanderheften. Abstrakter ausgedriickt heiBt das

(vgl. die analoge Konstruktion auf 8. 31f.): Jedem Punkt § von § ordnen
wir zwei ,dariiber gelegene“ Punkte p’, p* zu. Ist f, ein nicht auf 7 ge-
legener Punkt, 7, = 7(p,), K ein beliebiger (r — z,,)-Kreis, der keinen Punkt
von y enthiilt, so bilden diejenigen Punkte p' (mit dem oberen Index 1),
welche iiber den im Innern von K gelegenen Punkten p liegen, eine
»Umgebung” von P}, diejenigen Punkte p* welche iiber den gleichen
Punkten p liegen, eine ,,Umgebung® von p2. Liegt hingegen p, auf 7, so
bedeute K einen beliebigen (v — 7)-Kreis. Diejenigen Punkte p', deren
Spurpunkte D innerhalb K liegen und der Bedingung 7" = ¥, geniigen,
sollen zusammen mit allen Punkten p* welche iiber den der Bedingung
V' < ¥, geniigenden inneren Punkten P vonK liegen, eine ,,Umgebung®
von p; bilden, und analog werde die Umgebung von p? erklirt. Da im
letzten Falle alle in K gelegenen Punkte, in denen V = ¥ ist, gewill zu
7 gehiren, ist diese Definition des Begriffs der Umgebung im Einklang
U=t mit allen an eine solche Definition zu stellenden Forde-
rungen. Wenn § nicht zerlegt, so ist klar, dafl die eben er-
klirte Mannigfaltigkeit auch der Bedingung geniigt, dab
sich irgend zwei ihrer Punkte durch eine stetige Kurve ver-
binden lassen. Die Existenz einer solchen Uberlagerungs-
fliche widerspricht aber der Tatsache, daB § einfach zu-
sammenhingend ist.
., Der letzte Schritt des Beweises besteht in dem Nachweis
;\Lf,:ﬁ-;- des Satzes, daB es hiichstens eine einzige reelle Zahl V, geben
= kann, fiir welche die zugehirige Linie V =V, auf § unge-
schlossen ist. Gibe es nimlich zwei solche Linien 3, 7”:
V = Vg, bzw. ¥V =V, so nehme man noch eine ganz in K, verlaufende

geschlossene Linie U = U, zu Hilfe (ein so groBer positiver Wert werde

-1

¥

s
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fiir die Konstante U, genommen). U > U, sei das eine Stiick p; der
Kurve 7; U > U das Stiick 7, von ”. Uber der in Figur 25 stark
ausgezogenen Linie der r-Ebene liegt eine sie einfach bedeckende Kurve
ohne Ende auf §,. Diese zerlegt § wegen des einfachen Zusammen-
hangs in zwei Gebiete, und & sei dasjenige der beiden Gebiete, welches
den Punkt O nicht enthilt. Wir setzen wieder

_ [@(U)¥(V) innerhalb &
e } 0 anBerhalb &

Damit diese Funktion auf § stetig differentiierbar ist, muf
P(Vg) =" (¥ )-~
(Vo) =9 (Vo) =
sein. @, @', ¥, ¥ seien beschrinkt und ¢ aufler fiir u = U,:,, ¥ auBer
fiir u = Vy und u = ¥ positiv.!) Dann kommt ein Widerspruch gegen
die Gleichung D (U, w) = O zustande. Damit ist bewiesen:
v bildet die Fliche § umkehrbar eindeutiq und konform ab entweder
auf die Vollkugel (1. Fall)
oder
auf die Kugel mit Ausnahme eines Punlktes v, (2. Fall)
oder
auf die Kugel mit Ausnahme eines Schlitzes V=V, U, < U < U,
(3. Fall).
Wir ersetzen r durch eine etwas andere Uniformisierende £. Im ersten
Falle freilich soll T = ¢ sein. Im zweiten sorgen wir dafiir, dafl der eine
Punkt der Kugel, welcher ausgelassen wird, der unendlich ferne ist; man

p(U,) = 9'(U,) =0,

setze also £ = : ¢ bildet die Uberlagerungsfliche ab auf die ganze

I—Tﬂ
Ebene (ohne den unendlich fernen Punkt). Im dritten Falle kénnen wir
zunidchst durch eine ganze lineare Transformation erreichen, dall der

Schlitz durch
F=0 —-1<U<+1
gegeben ist; mit Hilfe der Formel

HES

wird dann die geschlitzte r-Kungel konform auf des Innere des Einheits-
kreises |f' << 1 der {-Ebene abgebildet.
Die geschilderte Konstruktion der Uniformisierenden ¢ geschieht in

zwei deutlich getrennten Schritten. Zunichst 16st die Fliche § das Pro-
1) Allen Anforderungen wird geniigt durch [vgl. FuBnote zu 8. 144]:

g =c(— 0;)-fu— T,), $=Fu— V- flu— V)
10*
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blem, soweit es der Analysis situs angehort, und darauf liefert der funk-
tionentheoretische Satz, dab sich jede einfach zusammenhingende Fliche
auf ein Gebiet der Kugel konform abbilden lifif (wenn man diesen Satz
auf § anwendet) die Uniformisierende. Durch eine geringe Modifikation
des Gedankenganges kann man zeigen, daB auch jede schlichtartige Fliche
konform auf ein Gebiet der Kugel abgebildet werden kann'); fiir nicht-
schlichtartige Flichen ist dies jedoch aus Analysis-situs-Griinden aus-
geschlossen: es kann dann nicht einmal eine umkehrbar eindeutige und
gebietsstetige Abbildung auf ein Gebiet der Kugel stattfinden. Jede zu §
gehirige (relativ zu § unverzweigte) Uniformisierende wird eine gewisse
unverzweigte unbegrenzte schlichtartige Uberlagerungsfliche § iiber §
konform auf ein ebenes Gebiet abbilden. Man rechnet zwei Uniformi-
sierende, welche dieselbe Uberlagerungsfliche & auf ein Teilgebiet der
Ebene abbilden, zur selben Klasse (§). Die Aufstellung aller Uni-
formisierenden erfordert dann die Lisung zweier Probleme:

1. des Analysis-situs-Problems: zu einer gegebenen Fliche alle un-

verzweigten unbegrenzten schlichtartigen Uberlagerungsflichen § zu
finden;
2. des Problems der konformen Abbildung: eine schlichtartige Fliche

¥ auf jede mogliche Weise auf ein ebenes Gebiet konform abzubilden.

Dall das letzte immer auf wenigstens eine (und damit auch auf un-
endlich viele) Arten méglich ist, daB also jede der Analysis-situs-Bedin-
gung der Schlichtartigkeit nach miglichen Klasse {§} von Uniformi-
sierenden funktionentheoretisch wirklich vorhandene Uniformisierende ent-
hiilt, ist der Inhalt des allgemeinen Koebeschen Uniformisierungsprinzips.®)
Dieses triigt allerdings insofern noch weiter, als es auller den relativ zn
& unverzweigten auch noch die ganze Fiille der verzweigten Uniformi-
sierenden mitumfafit. Ohne Frage kommt aber unter allen moglichen
Uniformisierenden der oben anfgestellten, mit ¢ bezeichneten, die griofite
prinzipielle Bedeutung zu.

& 20. Riemannsche Flichen und Nicht-Euklidische Bewegungsgruppen.
Fundamentalbereiche. Poincarésche @-Reihen.

In welchem MaBe ist die Uniformisierende ¢{ durch ihre am Schlufi des
vorigen Paragraphen erwiihnten Eigenschaften festgelegt, d. h. in wie

mannigfaltiger Weise kann man die Fliche ;"j-_ konform abbilden auf die

1) Koebe, Uber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Géttinger Nach-
richten 1910, 5. 67—74.

2) Siehe namentlich P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger ana-
Iytischer Kurven, Erster Teil: Das allgemeine Uniformisierungsprinzip, Crelles
Journal Bd. 138 (1910), 8. 192—253.
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Kugel, die Ebene oder das Innere des Einheitskreises? Diese Frage kommt
offenbar daranf hinaus: in wie mannigfaltiger Weise kann man Kugel,
Ebene oder Kreisinneres konform auf einen dieser drei Bereiche selbst
abbilden? Da ist zuniichst klar: die Kugel libt sich schon wegen ihrer
(Geschlossenheit weder auf die Ebene noch das Kreisinnere abbilden.
Aber auch eine konforme Abbildung der Ebene auf das Kreisinnere ist
unméglich; eine Funktion f*(f), welche die f-Ebene konform in das
Innere des Einheitskreises der f*Ebene transformierte, wire nimlich eine
ganze transzendente Funktion, deren absoluter Betrag fiir alle Werte des
Arguments unter der Grenze 1 bliebe, und eine solche ist nach dem
Liouvilleschen Satze micht vorhanden (aufier der Konstanten, die hier
ganz sinnlos ist). Weiterhin bestehen nun folgende einfachen Siitze:
(Fall 1.) Die siamtlichen konformen Abbildungen der (in der ge-
wohnlichen Weise durch eine komplexe Variable dargestellten) Kuge
auf sich selbst werden durch die linearen Transformationen geliefert.
(Fall 2.) Die komplexe Ebene lifit sich wur durch eine ganze lineare
Transformation konform auf sich selbst abbilden.
(Fall 3.) Das Innere des Einheitskreises kann gleichfalls nur durch
lineare Transformationen in sich selbst komform abgebildet werden.
Fall 1. Wir haben nur zu zeigen: Wird die f-Kugel konform so
auf die {*-Kugel abgebildet, {* = ¢*(f), dab { =0 in {* =0, { = 00 in
t* = oo iibergeht, so mull {* = ¢ sein (¢ konstant). In der Tat ist dann

Ti.; im Nordpol der £Kugel (= o0) reguliir und hat dort eine Nullstelle,

also ist auch :, daselbst noch regulir. #* wird nur O fiir { =0 und zwar
von 1.Ordnung, da die Beziehung ¢— {* umkehrbar eindeutig ist; dem-
nach ist :* auf der ganzen #Kugel regulir, und also eine Konstante.

Fall 2. Wieder kinnen wir annehmen, daB ¢ = 0 in ¢¥= 0 abge-
bildet wird. Man hat dann zuniichst zu beweisen, daf
(51) lim i, = ( ist fiir lim % = ().
Dem Kreise {* = I* entspricht in der #-Ebene eine geschlossene Kur-
ve &; R, sei die grifite Entfernung eines Punktes
auf € vom Nullpunkte, R eine
beliebige Zahl > K,. In dem
Kreis [¢| < B nimmt ¢* sein
Maximum, das > R* sein mul,
am Rande an, etwa fiir { = {,.
Da die Bildkurve &% des Kreises
tl=HR in der t*fEhEllE den ; t- Elene
Kreiz | i* = R* nicht treffen kann Pig. 26.
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— denn der Kreis t| = R und die Kurve G, von der jene beiden
Kurven die Bilder sind, treffen sich nicht in der #Ebene — und
da der Punkt ¢*(¢f,) auf £% einen absoluten Betrag > E* besitzt,
mub fiir alle Punkte anf &%*: |t* > E* sein; d. h. sobald |{| > R, ist,
ist [t* > R*; das ist die Behauptung (51). t"l['r,} ist demnach im Nord-
pol der ¢-Kugel regulir und hat dort eine Nullstelle, und man kann
genau wie im Falle 1 weiterschlielien.

Den Fall 3 erledigen wir mit Hilfe des sog. Schwarzschen Lemmas.?)
Wieder kinnen wir voraussetzen, daB f{ = 0 in (¥ = 0 iibergeht. Be-

trachte ich die regulire Funktion tt
absoluter Betrag sein Maximum am Rande erreichen und ist daher

< ‘1?{"; t¥|<1,|t =gq). Da ich gso nahe an 1 wihlen kann, wie ich will,

im Kreise | < q(<C1), so mul} ihr

£

A : ; : I 3
mub fiir alle £ im Innern des Einheitskreises E il sein. KEbenso er-

#

gibt sich :4_ <1, folglich Z —= 1. Diese Relation ist nur dadurch

moglich, dafi tt eine Konstante vom absoluten Betrage 1 ist.

Damit sind die aufgestellten Behauptungen erwiesen: die Ortsuni-
formisierende t ist jedenfalls stets bis auf eine lineare Transformation ein-
deutig bestimmt. Die linearen Transformationen, welche das Inmere des
Einheitskreises in sich iiberfiihren, haben die Gestalt:

el (@ -4 Sll.ﬂt+ (£ -_:ilr:'
(52) e e L))

| a, b, ¢, d reell; Determinante (a® + %) — (¢*+ d*) = 1}.

Insbesondere ergibt sich, da die Decktransformationen von § um-

kehrbar eindeutige konforme Abbildungen von ¥ auf sich selber sind,
dali sich diese Decktranstformationen in der #-Ebene abbilden miissen als
lineare Transformationen., Der Gruppe der Decktransformationen ent-
spricht so eine gewisse ihr isomorphe Gruppe I' linearer Transformationen.
Keine der Gruppe I' angehiérige Transformation (auBer der Identitit) darf
im Bildbereich (Kugel, Ebene oder Kreisinneres) einen Fixpunkt be-
sitzen, d. h. einen Punkt, der bei der Transformation in sich selbst {iber-
geht. Da anf der Kugel jede lineare Transformation einen Fixpunkt
hat, kann es im Falle 1 keine andere Decktransformation als die Identitit

—

geben; § ist dann mit § selber und § als Riemannsche Fliche mit der

1) Schwarz, Gesammelte Abhandlungen Bd. I1., 8. 109—111. Die Anwendung

des Lemmas auf die vorliegende Aufgabe nach Poincaré, Acta Mathematica Bd. 4,
8. 231 —232.
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Kugel identisch. Fall 1 kann nur eintreten, wenn die gegebene Riemann-
sche Fliche § der Kugel dquivalent ist.

Die auf der Fliche § iiber einem und demselben Punkt von & ge-
legenen Punkte erscheinen in der Abbildung als ein System hinsichtlich
I iquivalenter Punkte {. Ein solches System I hat die Eigenschaft, dafl
je zwei Punkte desselben durch eine zu ' gehérige Transformation in-
einander iibergehen, dafi aber auch jeder Punkt, in den ein Punkt von
Z durch eine zu I" gehorige Transformation iibergefithrt wird, seinerseits
zu X gehort (vgl. 5. 27). Die auf § bis auf Pole reguliren eindeutigen
Funktionen erscheinen, durch ¢ ausgedriickt, als zu ' gehorige auto-
morphe Funktionen jener Variablen, d. h. als Funktionen z(f), die
sich gegeniiber den Transformationen der Gruppe N invariant verhalten:

z(ﬂ.-:f—l— hes ,l:f

: t z . : Sy
falls ¢* =:t:,r;§ eine Transformation der Gruppe I ist. Die Gruppe
T

muf} diskontinuierlich sein; das soll besagen: ein System hinsichtlich
I dquivalenter Punkte darf innerhalb des Bildbereiches niemals eine Ver-
dichtungsstelle anfweisen. Definieren wir eine Riemannsche Fliche %r

dadurch, dall wir jedes dem Bildbereich angehirige System hinsichtlich I
dquivalenter Punkte als einen ,,Punkt® von :‘I‘ betrachten und die Winkel-

messung von der {-Ebene auf §_ direkt iibertragen, so ist dieses & als

Riemannsche Fliche mit der gegebenen § fquivalent und stellt die ge-
eignetste Normalform vor, auf die jede Riemannsche Fliche gebracht
werden Lann.

Im Falle 2 mufi [ ans ganzen linearen Transformationen bestehen,
die im Endlichen keinen Fixpunkt besitzen. Dieser Forderung geniigen
allein die Schiebungen (Translationen) ¢"—= ¢ 4 «. FEine diskontinuier-
liche Gruppe von Translationen kann bestehen')

1. nur aus der Identitiit; dann ist § mit § identisch, und § ist der
Ebene [der ,einfach punktierten” Kugel, d. i. der Kugel ohne den Nord-
pol] dquivalent;
oder

2. aus den Wiederholungen einer einzigen Schiebung

I t*=t+4+ne [n=0+1,+2--];

dann ist § offenbar dem unendlichlangen geraden Kreiszylinder und da-

1) DaB nur die drei aofgeziihlten Fille miglich sind, ergibt sich durch
das Verfahren der Adaption eines (zweidimensionalen) Zahlengitters in bezug
auf ein enthaltenes Gitter; s. 5. 73f. dieser Schrift oder G. Kowalewski, Die kom-
plexen Veriinderlichen und ibre Funktionen, Leipzig 1911, S. 57f
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mit durch die Mercator-Projektion der doppelt punltierten Kugel (Kugel
ohne Nord- und Siidpol) als Riemannsche Fliche dquivalent;
oder kann
3. von der Form sein:

m=0, +1, +2 .-.
t* =1{ + ma + nfp ( el T );

n=20 4+1, +2 --.

wo e, i zwei Schiebungen in verschiedenen Richtungen sind. Dann ist
& geschlossen, df ein auf § eindeutiges iiberall reguliires Differential,
das nirgends eine Nullstelle besitzt, und § also eine geschlossene Riemann-
sche Fliche vom Geschlechie 1. Jede solche Fliche — deren Typus (aber
nicht deren allgemeinste Form) der Torus ist — gestattet in der Tat
auch durch das Integral 1. Gattung eine Uniformisierung, bei der die
universelle Uberlagerungsfliiche auf die Ebene abgebildet wird.

Von den wenigen oben aufgeziihlten Ausnahmefillen abgesehen
(& = Vollkugel, einfach oder doppelt punktierte Kugel, geschlossene
Fliche vom Geschlechte 1) liegt immer der Fall 3 vor, in welchem das
Innere des Einheitshreises als Bildbereich auftritt. Da die Peripherie
des Einheitskreises fiir die automorphen Funktionen von {, welche die
Funktionen auf der Grundfliche § darstellen, im allgemeinen eine natiir-
liche Grenze sein wird, bezeichnet man ¢ als Grenzkreis-Uniformisie-
rende,

Die Gruppe I ist durch die gegebene Fliche nicht villig eindentig
bestimmt. Denn ¢ kann durch jede aus ¢ mittels einer linearen, das Innere
des Einheitskreises in sich iiberfithrenden Transformation 7, hervorgehende
Variable ¢* ersetzt werden; dabei transformiert [ sich in die Gruppe

B et T R
Wir fiihren die folgende Ausdrucksweise ein:

Als ,,Punkt von G“ bezeichnen wir jeden im Innern des Einheits-
kreises gelegenen Punkt #, als ,gerade Linie auf G“ den im Innern des
Einheitskreises gelegenen Teil einer jeden Kreislinie, die auf der Peri-
pherie des Einheitskreises senkrecht steht (auch die Durchmesser des
Einheitskreises ziihlen zu diesen ,geraden Linien®). Als ,Bewegung von G*
gilt jede, das Innere des Einheitskreises in sich iiberfiihrende lineare
Transformation, und als ,kongruent” solche Punktmengen auf &, welche
durch ,Bewegung® ineinander iibergefiihrt werden konnen. Das ge-
wohnliche Winkelmali wird beibehalten. Dann gilt fiir diese ,Punkte
und ,geraden Linien“ die vollstindige Bolyai-Lobatschefskysche Geo-
metrie, also diejenige Geometrie, deren Axiome sich von denen der
Euklidischen mnur durch Fortlassung des Parallelenaxioms unter-
scheiden'), so daB wir & als Nicht-Eullidische Ebene bezeichnen konnen.

1) Das hier sich ergebende Modell der ebenen Nicht-Euklidischen Geo-
metrie hiingt aufs engste mit dem von Klein im Jahre 1871 entdeckten, auf der
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Die (an die Ungleichung | f < 1 gebundene) komplexe Variable ¢
ist dann in derselben Weise als eine zur Darstellung der Punkte der
Lobatschefskyschen Ebene geeignete Koordinate aufzufassen, wie etwa
die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten x, y oder deren komplexe
Zusammenfassung 2 = x + iy die Punkte der Euklidischen Ebene
darstellen. Lineare Transformation von £, bei der das Innere des
Einheitskreises in sich iibergeht, liefert ein anderes, mit dem wur-
spriinglichen gleichberechtigtes Koordinatensystem der Lobatschefs-
kyschen Ebene. I erscheint in der jetzigen Deutung als eine Gruppe
von Bewegungen der Nicht-Euklidischen Ebene, oder, genauer ge-
sagt, als Darstellung einer solchen Gruppe mit Hilfe einer bestimmten
Koordinate . Diejenige Gruppe von linearen Substitutionen [, die wir
aus [ erhalten, wenn wir { mit Hilfe einer das Innere des Einheitskreises
in sich iiberfiihrenden Transformation durch ¢ ersetzen, ist in dieser Auf-
fassung nur als eine andere Darstellung derselben Bewegungsgruppe der
Nicht-Euklidischen Ebene (nimlich mit Hilfe einer anderen Koordinate
t') zu betrachten. I enthiilt keine Drehungen, d. h. keine Bewegung von
&, die einen Punkt von & fest Lilt.

Jeder Riemannschen Fliche entspricht demnach (von den vier vorher
aufgezihlten Ausnahmefillen abgesehen) eine einzige, villig bestimmte,
keine Drehungen enthaltende, diskontinuierliche Bewegungsgruppe T der
Lobatschefskyschen FEbene. Zwei Riemannsche Fldachen sind dann und
nur dann konform-dgquivalent (gehiven, wie Riemann sich ausdriiclt,
derselben Klasse an oder sind Verwirklichungen einer und derselben idealen
Riemannschen Fliche), wenn die zugehivigen Nicht- Euklidischen Be-
wegungsgruppen im Sinne der Lobatschefskyschen Geometrie kongruent
sind. Umgekehrt gehinrt auch zu jeder diskontinuierlichen Nieht-Iiukli-
dischen DBewegungsgruppe ohne Drehungen eine bestimmie Klasse von
Riemannschen Fldachen (als deren Repriisentant die auf S. 151 konstru-
ierte Fliche - gelten kann).")

Um eine diskontinuierliche Bewegungsgruppe ' der N.-E.*) Ebene
anschaulich darzustellen, benutzt man nach Klein und Poincaré eine ein-
fache und liickenlose Bedeckung der Ebene durch N.-E. kongruente Be-

Cayleyschen MaBbestimmung beruhenden (Uber die sogenannte Nicht-Eukli-
dische Geometrie, Math. Ann. Bd. 4, 8. 573—625) zusammen; vgl. dariiber Fricke
und Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. I,
Leipzig, 1897, 8. 3—59. Eine gute Orentierung iiber Nicht-Euklidische Geometrie
gibt das Buch von R. Bonola, das deutsch von Liebmann als Bd. 4 der Samm-
lung ,,Wisgenschaft und Hypothese'* (Die Nicht-Euklidische Geometrie; Leipzig
1908) erschienen ist.

1) Vgl. die Schlubbemerkungen der ersten Koebeschen Mitteilung iiber die Uni-
formisierung beliebiger analytischer Kurven, Gittinger Nachrichten 1907, 8.209—210.

2) N.-E. = Nicht-Eunklidisch.
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reiche (Fundamentalbereiche), die auseinander durch
die in I enthaltenen Bewegungen hervorgehen. Eine mog-
lichst einfache Einteilung dieser Art wird durch die folgen-
den Uberlegungen an die Hand gegeben,

( Definition der N.-I.. Enlfernung.) Sind £, {, irgend
zwei voneinander verschiedene Punkte im Innern des Ein-
¥ig. 21, iont-ga. Deitskreises, so verbinden wir sie durch eine N.-E. Ge-
klidische Strecke. rade, d. h. in der Gaulischen ¢-Ebene durch einen Kreis,
welcher den Einheitskreis an den Stellen fe, Und senkrecht schneidet.
Dieser Kreis ist durch ¢,, {, eindeutig bestimmt, und die Punkte sollen
auf ihm in der Reihenfolge ., f,, {,, t., hintereinander liegen (Fig. 27).
Das Doppelverhiiltnis

_ b=k 5t =k
d(t t,) = R Ty

hat einen reellen positiven Wert > 1, und sein reeller Logarithmus
r(t1) = lg d(?,t;)

ist daher positiv. »({,{,) ist gegeniiber allen das Innere des Einheits-
kreises in sich iiberfiilhrenden linearen Transformationen invariant, und
die N.-E. Strecke £, {, ist einer andern solchen Strecke ¢ #; dann und nur
dann N.-E. kongruent, wenn r(f,#,) = r(tj#;) ist. Liegen ferner drei
Punkte ¢, £,, ¢, in der Reihenfolge ihrer Numerierung auf einer N.-E.
Geraden, so ist |

rty ) + r(tyts) = r(t, &)

Zufolge dieser beiden Umstiinde haben wir die Zahl »(¢, ¢,) als die Nicht-

‘uklidische Entfernung der beiden Punkte ¢, {, anzusprechen und
sind dadurch imstande, in der N.-E. Ebene nicht nur Winkel, sondern
auch Strecken zu messen.

Ist =, ein System hinsichtlich I dquivalenter Punkte, #, ein einzelner
Ponkt von X, und ¢ ein beliebiger Punkt der N.-E. Ebene, so gibt es
wegen der Diskontinuitit von [ nur endlichviele Punkte in X, deren
Entfernung') von ¢ eine willkiirlich vorgegebene Grifie R micht iiber-
steigt. Es gibt also unter den Punkten von X, einen oder mehrere (aber
gewill nur endlichviele) ¢,, so dalb die Entfernung r(¢{,) unter allen Ent-
fernungen von ¢ nach Punkten des Systems Z, am [leinsten ist; ¢ liegt
dann, wie ich mich kurz ausdriicken will, am nichsten bei 7,. Ist die
Entfernung »(¢t,) effektiv kleiner als die Entfernung nach allen von ¢,
verschiedenen Punkten des Systems X, so kann ich um ¢ eine ganze
Umgebung so abgrenzen, dafi auch alle Punkte dieser Umgebung noch
am niichsten bei #, liegen. Ist ¢, irgend einer der Punkte von Z, so ver-

1) Das Wort , Entfernung* und alle andern geometrischen Ausdriicke sind
bis auf weiteres im N.-E. Sinne zu verstehen.



§ 20. Normalform einer Riemannschen Fliche. 165

einige ich alle diejenigen f, welche am niichsten bei #, liegen, zu einer
Punktmenge B,, als deren ,Zentrum* der Punkt ¢, gilt. Die so um die
simtlichen zu X, gehorigen Zentren zustande kommenden 3, sind in
ihren inneren Punkten durchweg verschieden und bedecken zusammen
die ganze N.-E. Ebene. B, geht durch diejenige in der Gruppe I enthal-
tene Bewegung aus *5, hervor, welche #, in #, iiberfiihrt, und ist also mit
B, N.-E. kongruent. Zu jedem Punkte £ findet sich in %, ein hinsicht-
lich I fiquivalenter, und zwei innere Punkte von 5, sind niemals unter-
einander diquivalent: P, hat die Eigenschaften eines Fundamentalbereichs.
AuBerdem ist B, konvex, d. h. sind ¢, #” irgend zwei in P, gelegene
Punkte, so gehoren auch alle Punkte der N.-E. geradlinigen Verbindungs-
strecke # ¢” zn B,. Die Mittelsenkrechte g, der Strecke {,¢, ist der Ort
aller Punkte, welche von ¢, und f, gleiche Entfernung haben; zu allen
von f, verschiedenen Zentren ¢, bekommen wir eine solche Gerade g,. Die
Begrenzung der abgeschlossenen Menge P, setzt sich aus Teilstrecken
dieser Geraden zusammen, und das Innere von I3, besteht aus allen den-
jenigen Punkten, die mit bezng auf die simtlichen Geraden g, auf der-
selben Seite liegen wie der Punkt #,, Da alle Punkte der Geraden g,
von #, eine Entfernung = jr({ {,) haben und sich unter den Zentren ¢,
nur endlichviele finden, deren Entfernung von £, eine beliebig vorgegebene
Grenze 2 R nicht iibersteigt, so zeigt sich, daB nur endlichviele der gerad-
linigen, zur Begrenzung von *F, gehirigen Strecken vom Hauptzentrum £
einen Abstand < K haben. *J, ist demnach ein endlich- oder unendlich-
seitiges konvexes Polygon, dessen Ecken(d.s. diejenigen Punkte, welche von
drei oder mehr Punkten des Systems Z, gleiche Entfernung haben) sich
im Endlichen nirgends hiiufen. 3, heilit nach Fricke ein zu der Gruppe
[ gehiriges Normalpolygon. Die Seiten des Normalpolygons sind paar-
weise dadurch anfeinander hezogen, dall je zwei Seiten eines Paares dureh
eine zu [ gehirige Bewegung ineinander iibergefithrt werden kinnen. Es
kommt dabei niemals vor, dali zwei Seiten mit gemeinsamem Eekpunkt auf-
einander bezogen sind; denn dieser Eckpunkt miiite ein Fixpunkt derjeni-
gen Bewegung sein, welche die eine Seite in die andere iiberfithrt. Durch
Wiederholung und Zusammensetzung kann man ans den die zusammen-
gehirigen Seiten von ¥, ineinander iiberfithrenden Bewegungen [das sind
diejenigen Bewegungen, welche P, in fiquivalente, lings einer Seite an
B, angrenzende Fundamentalbereiche ‘R, iiberfiihren| die simtlichen Be-
wegungen der Gruppe M erhalten. Den Beweis dafiir erbringt man, indem
man einen beliebigen zu X, gehorigen Punkt £, mit £, durch einen Strecken-
zug verbindet, der durch keine Ecken der Polygonteilung {°F,} hin-
durchfithrt, und nun daranf achtet, welche Polygone der Einteilung
dieser Streckenzug sukzessive passiert. Stolien in der Ecke 1 von %,
im ganzen e zu 3, fquivalente Polygone P, zusammen (%, selbst
ist mitzurechnen), so sind genau e Zentren vorhanden, denen 1 am nich-
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sten liegt, und unter den Punkten von ‘I, gibt es ¢, die zu 1 hinsicht-
lich I fiquivalent sind, oder, wie man nach Poincaré sagt, einen Zykel
von Ecken des Polygons 33, bilden. Die Summe der an den Ecken eines
einzelnen solchen Zykels gelegenen Winkel von B, ist = 2.

Die zur Gruppe I gehirige Riemannsche Fliche §p (S.151) ist
offenbar dann und nur danm geschlossen, wenn eine positive Zahl R
existiert, so dah zu jedem Punkt der N.-E. Ebene mindestens ein dquivalen-
ter hinsichtlich I vorhanden ist, der von dem Zentrum ¢, einen N.-E. Ab-
stand < I? besitzt. Dann hat jeder Punkt von dem ihm im System X,
am niichsten liegenden eine Entfernung < R, insbesondere liegt B, ganz
in dem N.-E. Kreise vom Radins It um ¢, Da die Ecken von P, sich im
Endlichen nirgends hiinfen, kiinnen unter diesen Umstiinden iiberhaupt nur
endlichviele solche Ecken existieren: 9 ést endlichseitig. Die Anzahl seiner
Seiten, welche wegen der paarweisen Zuordnung gerade sein mufi, werde
— 25, die Anzahl der verschiedenen Eckenzykeln = ¢ gesetzt, so daB 2xe
die Winkelsumme von P, bedentet. Man kann ‘B, derart in endlichviele
N.-E. geradlinige Dreiecke zerlegen, dah dadurch eine Triangulation von
& zustande kommt. Ist D), die Anzahl der Dreiecke, K, die Anzahl

der bei dieser Zerlegung innerhalb B, anftretenden Kanten, F; die An-
zahl der innerhalb ‘B, auftretenden Kcken, 2¢, die Anzahl der anf den
Seiten von 9, zn den Polygonecken nen hinzutretenden Ecken (die paar-
weise iiquivalent sein werden und die Peripherie von P, in 2(s + ¢)
Einzelstrecken zerteilen), so gilt, da ein konvexes Polygon einfach zu-
sammenhiingend ist,
Ry L G
Fassen wir aber die Zerlegung von *, als eine Triangulation von . auf,

so seien die Anzahlen der Dreiecke, Kanten und Ecken bzw.= D, K, E. Wir
haben
D = D, If=Eﬂ+(5+ﬂﬂ}s E=E,+e¢+c
Das Geschlecht p von @ bestimmt sich aus der Gleichung
2p —2=K—FE—D=s—c—1.

Sie zeigt, wie man das Geschlecht einer Riemannschen Fliche finden
Lann, wenn diese in ithrer Normalform (d. h. wenn die zugehirige Nicht-
Eullidische Bewegungsgruppe T) gegeben ist, namlich durch Konstruktion
eines zu [ gehdrigen Normalpolygons. Man kann der Gleichung noch
eine elegantere Form geben, wenn man bedenkt, daf die Winkelsumme
eines Dreiecks in der Nicht-Euklidischen Geometrie kleiner ist als a,
und zwar um so viel, als der Flicheninhalt des Dreiecks betrigt. Der
N.-E. Inhalt J von P, ergibt sich demnach, wenn man B, von {, aus in
28 Dreiecke zerlegt, zu 2x(s — ¢ — 1):

J=4x(p—1).
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Da jeder Zykel aus wenigsten drei Ecken besteht, ist

. 2z N
3c < 23, c= —, S
also
-]
{211— I

28 < 12p — 6.
Diese nur von dem Geschlecht p abhingige obere Schranke besteht fiir
die Seiten- und Eelenanzahl eines Normalpolygons.

Die Einteilung der N.-E. Ebene in Normalpolygone dient nicht nur
zur Veranschaulichung N.-E. Bewegungsgruppen, sondern liefert auch die
Mittel, um solche Gruppen direkt zu konstruieren.!)

Iu den Bewegungsgruppen I der Nicht-Euklidischen Ebene (oder
in den zugeordneten Mannigfaltigkeiten G'I_} tritt uns die reinste, von

allen Zufilligkeiten befreite Verkirperung der Idee der Riemannschen
Fliche entgegen. Zur Kronung des ganzen Aufbanes dieses Teiles der
Riemannschen Funktionentheorie wiire die Lisung der folgenden Auf-
gabe erforderlich: Wenn eine Riemannsche Fliche in ihrer Normalform(d. h.
die zugehirige Bewegungsgruppe der Nicht-Enklidischen Ebene) gegeben
ist, die samtlichen ein- oder melrdeutigen unverziceigten Funltionen auf der
Fliche mittelst geschlossener analytischer Formeln in der die Puniite der
Lobatschefskyschen Ebene darstellenden Fomplexen Koordinale t awuszu-
driicken. Diese Aufgabe ist bisher nicht vollstiindig geliist; ein wichtiger
Ansatz dazu sind die von Poincaré eingefiihrten ©-Reihen.®) Besteht die
vorgegebene Gruppe I, welche das Innere des Einheitskreises { < 1 in
sich iiberfiihrt, ans den Substitutionen:

f; = S = T:Ei g‘ (e d,— .7, = 1)

[i=0,1,2 3,...; 5, die Identitit],
so sind z. B.

1) Von groBer Wichtigkeit sind auBer den Normalpolygonen noch die
nkanonischen Polygone'*, deren Theorie von Fricke entwickelt wurde (s. Fricke-
Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der antomorphen Funktionen, Leipzig 1897
bis 1912) und mit deren Hilfe es diesem Forscher gelang, die schon von Rie-
mann ausgesprochene Behauptung, dab die Riemannschen Flichen vom Ge-
schlechte p(>1) eine (6p — 6)-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden, streng
zu formulieren und zu beweizsen. Es sind das Dinge, die aufs engste mit der
neuerdings wieder in den Vordergrund der Heirachtu:nr riickenden , Kontinui-
titsmethode* znsammenhiingen, durch welche Klein und Poincaré gleich zu
Anfang der achtziger Jahre die Uniformisierbarkeit algebraischer Gebilde zu be-
weisen versuchten. Vgl. den aunf 8. 142 zitierten Bericht iiber die Karlsruher Ver-
handlungen, Deatsche Mathematiker-Vereinigung 1912,

2) Pmncarﬂ, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, Bd. 1
(1882), 8. 207.
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1 1
o =Z|:'l“f?' + B (it + 97> 2 =2;{“='* + B)* (.t + )
Poinearésche ©-Reihen. Um die absolnte und gleichmifiige Konvergenz
dieser Reihen zu erweisen, schlage man um einen willkiirlichen Punkt
t,( t, << 1) einen gewohnlichen Kreis x vom Radius a: ¢ —1,| <a,
so klein, dall die dquivalenten Kreise xS, sich gegenseitig nicht treffen.
Das iiber # erstreckte Flichenintegral .J, von

¥

di; 2 1

dt |~ |yt +8;*
ist der (Euklidische) Inhalt von %S,; infolgedessen ist __% J, konvergent.
Hat { vom Punkte #, eine Euklidische Entfernung ¢ —{, < g, so ist
[Formel (22), (23) auf S. 87]
B & <7

Z‘I 1
] i?:l:f _jl_ d.I':l-

in der Umgebung von ¢ = {, gleichmifig konvergent. Da ferner gleich-
mifig fir ¢ <gq(<1)

Infolgedessen ist

: ettp8; |

Jh_—IE :'Ii'f T d‘i | ]
ist (denn die dquivalenten Punkte {; hiiufen sich nur am Rande des Ein-
heitskreises), so ergibt sich darans die absolute und gleichmifige Kon-
vergenz der beiden Reihen ©, ©. © hat bei f = 0 und allen dazu hin-
sichtlich der Gruppe I #dquivalenten Stellen einen Pol 1. Ordnung und
ist sonst regulir, © hat dort einen Pol 3, Ordnung und ist sonst reguliir.
Aus der Gleichung

V(dh)? — S@k)

geht hervor, dalh O(f)(dt)* durch eine beliebige Transformation S, der
(Gruppe in sich iibergeht:

O(tS) = (rit + 8)*- O(1).
Ebenso folgt
O(S) = (1t + 8- O'(1).
3;} ist demnach eine Funktion, die gegeniiber der Gruppe I auto-

morph ist; sie verschwindet nicht identisch, besitzt aber im Punkte =0
(und allen dazu #quivalenten) eine Nullstelle 2. Ordnung, kurz: ist eine

e i

L ——
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eindeutige, von wesentlichen Singularitiiten freie, nicht konstante Funk-
tion auf der Grundfliche .

Man ersieht aus diesem Beispiel, wie es miglich sein muli, nachdem
einmal die Riemannsche Fliche in ihrer Normalform vorliegt, alle Sitze
iiber die Existenz von Funktionen und Integralen auf ihr mit Hilfe ana-
lytischer Formeln in fihnlicher Weise abzuleiten, wie dies seit langem
fiir p = 1 durch die Theorie der elliptischen Funktionen geschehen ist.
Erst wenn dieses Ziel allgemein erreicht sein wird, ist ein villig ge-
schlossener Aufbau der Riemannschen Funktionentheorie moglich. Man
wird dann auf transzendentem Wege (mit Hilfe der Methode des alter-
nierenden Verfahrens oder des Dirichletschen Prinzips) nieht mehr die
Existenz der Funktionen oder Integrale, sondern allein die Existenz der
Grenzkreisuniformisierenden beweisen, d. h. auf transzendentem Wege zu-
nichst die Normalform der Riemannschen Fliche herstellen, falls diese
noch nicht in ihrer Normalform gegeben ist; darauf aber mit Hilfe ana-
lytischer Formeln zn allen iibrigen, relativ zur gegebenen Fliche un-

verzweigten Funktionen herabsteigen. Hier liegen noch dankbare Probleme
fiir die Zukunft vor.

§ 21. Konforme Abbildung einer Riemannschen Fliiche anf sich selbst.

Von einer Bewegungsgruppe der N.-E. Ebene sagen wir, sie ent-
hielte infinitesimale Transformationen, wenn es Bewegungen in der
Gruppe gibt, die beliebig wenig von der Identitiit verschieden sind. Kine
diskontinuierliche Bewegungsgruppe, z. B. I, enthiilt gewill keine infini-
tesimalen Transformationen. Von diesem Satz gilt aber auch die Um-
kehrung:

Fine N-E. Bewequngsgruppe ist dann und nur dann diskontinuier-
lich, wenn sie keine infinitesimalen Bewegungen enthilt.

Beim Beweise bedienen wir uns wie bisher der komplexen Ko-
ordinate 7. Eine lineare Transformation 7': { — #* hat auf der #Kugel
im allgemeinen zwei verschiedene Fixpunkte ¢, " und Lifit sich dann
so schreiben:

5 1z t—1"1

(53) s = ).

die Konstante g heifit der Multiplikator von 7. Fiihrt 7" das Innere

des Einheitskreises in sich iiber, so sind zwei Moglichkeiten vorhanden:
entweder liegen 7', v beide auf dem Rande des Einheitskreises, und

p ist dann positiv (hyperboelische Transformation},

oder ', " sind Spiegelbilder zueinander in bezug auf den Einheits-
kreis, und 7’ liegt im Innern desselben; dann ist |u = 1 (elliptische

1) Ist = o0, 8o bedeutet das: - - = e
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Transformation). In der N.-E. Ebene ist 7' eine Drehung um 7', und
die durch die Gleichung p = €% bis auf ganzzahlige Vielfache von 2x
bestimmte reelle Zahl @ ist der Drehwinkel von 7.

Als Ubergangsfall schiebt sich zwischen die hyperbolische und
elliptische Transformation die parabolische ein, welche nur einen Fix-
punkt 7" besitzt. Fiihrt sie das Innere des Einheitskreises in sich iiber,
so hat sie die Form
(54) T

Wir stiitzen unsern Beweis auf den folgenden Hilfssatz: Sind

L, 0 m=1 2 38:7)
zwei Reihen von Punkten in der N.-E. Ebene, die gegen denselben Punkt
t,(|t,| < 1) konvergieren; ist ferner 7', eine N.-E. Bewegung, welche £,
in ¢ iiberfithrt, und gibt es eine Umgebung von {;, die keinen Fixpunkt
einer der Bewegungen 7 (n= 1,2 3,...) enthillt, so konvergiert T,
gegen die Identitiit.

Sind 7/ (/7| < 1), 7, die beiden Fixpunkte von 7', (die auch zu-
sammenfallen konnen), so soll also eine positive Zahl [ existieren, so dab
fiir alle »

|t _r;i; =l =
ist. Setze ich
It =] ==,

s0 kann ich annehmen, dal fiir alle »

|1t — el |6 —&| < i, also &, <I
ist. Die Differenzen
[ bl e =
sind dann alle vier > L. Ist 7', nicht parabolisch, so hat es die Form
(55) t* — TE: i s—rff_
= not—1

Setze ich hierin { = ¢ , also {* = {’, so kommt

nt
gt gt t* — 1 fEe
PR et :*=(1' ’:):(1 L }
i '!ij_rl‘-l EI.I,L_rm i !.'; T rr:l + tﬂ_tﬂ'

Das ergibt die Abschiitzung

= . I 2e,
{:IEI) ”ﬁ"mjlif—gn.

Anstelle von (55) kann ich schreiben
(57 sy - A, konstant);
1 t} F____.r:: R + (ol E_n'* {\ “r 1

denn diese Gestalt mufi eine jede lineare Substitution mit dem Fixpunkt
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v, haben. Auch wenn die Transformation 7', parabolisch ist, kann ich
sie in die Form (57) setzen; es wird dann speziell u, = 1 sein, also (56) -
gleichfalls zutreffen. Wir gewinnen die Limesgleichung

lim g, = 1,
n = od

Setzen wir in (57) wiederum ¢ = {,, {* = {7, so finden wir
i‘:-r s t:‘: iy, — 1

I

(ty—Th)(ln — T3, i, —1,.’

il“.é?:'l‘:mf_l , limd =0,

n = oo

Bringen wir endlich (57) in seine natiirliche Form
l’*ﬂ “.'rr—|_ﬁﬂ
:'.H-E_i_&“’

go ergeben sich die Werte

b, = -l + ';'nt:;ﬂ ﬁn e T:tu{n = iﬂr:l']?
=, =i Ln

n nl

die von den entsprechenden Koeffizienten der identischen Substitution

{; ?) um weniger abweichen als
i = L | Al
Der Hilfssatz ist damit bewiesen.

Sei jetzt ' eine N.-E. Bewegungsgruppe ohue infinitesimale Trans-
formationen und v ein Punkt der N.-E. Ebene, der Fixpunkt einer zu ™
gehorigen Drehung ist. Mit S, bezeichne ich die simtlichen in ' ent-
haltenen Drehungen mit dem Fixpunkt r, die fiir sich eine Gruppe
bilden. Normiere ich die Drehwinkel ¢ der S, durch die Bedingung
0 < ¢ < 27, so gibt es unter den S, wegen des Fehlens infinitesimaler
Transformationen eine, S?, mit kleinstem Drehwinkel g, > 0. Der Dreh-

winkel eines jeden S, ist ein ganzzahliges Multiplum von ¢, da man sonst
durch geeignete Wahl einer ganzen Zahl £ eine Transformation S_- (S?)~*
mit kleinerem Drehwinkel als S? erzeugen kinnte; S? ist also in der
Gruppe der S, eine ,primitive” Transformation, aus der alle andern
durch Potenzieren erhalten werden. Bestimmt man eine ganze Zahl &
durch die Bedingung
ho, < 2x < (b + 1)q,,

so bekommt (S?)"** sicher einen kleineren Drehwinkel (h 4 1)g, — 2x

als 87, wenn nicht hg,= 2x ist. Es muf demnach ¢, — 2’:‘
ist die Ordnung der endlichen zyklischen Gruppe (S,), die aus den Dre-
hungen

sein, und A

(SIS (820 -y (S7) =1
besteht.

Weyl, Die Idee der Riemannechen Fliche 11
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Die Fixpunkte der in " vorkommenden Drehungen kinnen sich im
Endlichen nirgends hidufen. Wiire namlich z(/z < 1) ein solcher Hiin-
fungspunkt und

: 2
o (I}rehwmkel = hn) [n=1,28,..]

eine Folge primitiver Drehungen aus ¥, deren Fixpunkte r_ alle ver-
schieden sind und gegen r konvergieren, so gibt es a priori zwei Mog-
lichkeiten:

1. Die Ordnungen /h, bleiben fiir alle n# unter einer festen Grenze.
Dann finden sich unter den S, unendlichviele, denen dieselbe Ord-
nung & zukommt; es seien das die Transformationen S7, S;, Sg, -«
STS L ist fiir unendlich groBe » infinitesimal. Dieser Fall ist also aus-
geschlossen.

2. Die Ordnungen &, bleiben nicht unter einer festen Grenze. Dann
kann man aus den S, eine solche Folge S’ auswiihlen, daB die zu-
gehirigen Ordnungszahlen gegen oo und die Drehwinkel mithin gegen 0
konvergieren; das widerspricht gleichfalls dem Fehlen infinitesimaler
Operationen in ™.

Nachdem dies festgestellt ist, kénnen wir nun auch zeigen, dalBl ein
System hinsichtlich I fiquivalenter Punkte im Endlichen keine Hinfungs-
stelle besitzen kann. Wire nimlich 4,( #, << 1) Grenze einer Folge iiqui-
ralenter Punkte ¢ (n=1,2,3,...):

limf, = f,,

= ad
so bedeute S, diejenige zu I'" gehirige Bewegung, welche ¢, in £, _, iiber-
fiilhrt. Um £, grenze ich eine Umgebung 11, ab, die, aufier etwa in #;,
keinen Fixpunkt einer zu I gehirigen Drehung enthiilt. Nach dem
Hilfssatz kann nur fiir endlichviele Indizes n der Fixpunkt z von
S (|7, =< 1) anflerhalb 11, liegen; von einem gewissen n ab mull folg-
lich 7/ = £, sein, und es enthiilt keine Einschrinkung, anzunehmen, daf
dies bereits von % = 1 ab gilt. Alle {, gehen dann aus ¢, durch solche
Drehungen um {, hervor, die in der Gruppe ™ enthalten sind; durch
soleche Drehungen kann ich aber #, nur in endlichviele verschiedene
Lagen bringen. Die Méglichkeit einer Verdichtungsstelle ist somit wider-
legt, und der Beweis des am Anfang (8. 159) ausgesprochenen Satzes ist
erbracht.

Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, kommen wir nun zum
eigentlichen Gegenstand dieses Schlufiparagraphen unserer Darstellung.
Es handelt sich um die Frage nach denjenigen umkehrbar eindeutigen kon-
formen Abbildungen, die eine Riemannsche Fliche § in sich selbst erleiden
kann. Diese Abbildungen bilden eine Gruppe, welche offenbar fiir die
Theorie der Riemannschen Fliche § eine analoge Bedentung besitzt wie
etwa die Gruppe der Bewegungen fiir die metrische Geometrie, und wir
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sprechen daher eine Tatsache von prinzipieller Wichtigkeit aus, wenn
wir das folgende, im wesentlichen von Klein herriihrende Theorem for-
mulieren :

Die Gruppe der Lonformen Abbildungen einer Riemannschen Fliche
auf sich selbst ist stets diskontinuierlich, abgesehen von folgenden sicben
Ausnahmefillen: § = Vollkugel, einfach oder doppelt punktierte Kugel,
Kugelkalotte, punktierte Kugelkalotte (d. h. Kalotte ohne ihren Mittel-
punkt), Kugelzone (zwischen zwei Breitenkreisen)'), geschlossene Rie-
mannsche Fliche vom Geschlechte 1.

Beweis®): § bedeute die universelle Uberlagerungsfliche iiber &, ¢ die

Grenzkreis-Uniformisierende, die § konform auf das Innere des Einheits-
kreises abbildet, I die zur Riemannschen Fliche § gehorige N.-E. Be-
wegungsgruppe; die Fille, in denen statt des Einheitskreises die -Kugel
oder die unendliche {- Ebene auftritt, konnen wir hier beiseite lassen, da
in ihnen unser Theorem ohnehin ungiiltig ist (Ausnahmefille 1, 2, 3,
7). Es sei C eine konforme Abbildung von § auf sich selbst, die den

Punkt p, in p; iiberfilhre. §, sei ein Punkt auf § iiber p,, P; ein Punkt
auf% iiber p;. Wegen des einfachen Zusammenhangs von § gibt es eine
einzige nmkehrbar-eindeutige und -gebietsstetige Abbildung C' von H’{; auf
sich selbst, bei welcher

1. p, in p, ilibergeht,

2. jeder Punkt p auf & in einen Punkt pC iibergeht, dessen Spur-
punkt pC durch die Abbildung € ans dem Spurpunkt p von P entstand.

(' ist gleichfalls konform und erscheint also in der #Ebene als eine
das Innere des Einheitskreises in sich iiberfithrende lineare Transformation
T, und zwar als eine Transformation, welche jedes System hinsichtlich I
dquivalenter Punkte in ein ebensolehes Punktsystem iiberfithrt. Diese
letzte Eigenschaft driickt sich in der Gleichung aus

et

welche besagt, daff 7" mit [ vertauschbar ist, oder: daB fiir jede zu [ ge-
hirige Substitution S die , Transformierte 7'S 7-! gleichfalls zu I" gehort.
Es ist aueh umgekehrt klar, daB jede mit I' vertauschbare lineare Sub-
stitution 7, die |#| < 1 in sich iiberfiihrt, eine konforme Abbildung von
%r in sich liefert. Die siimtlichen mit I' vertauschbaren Bewegungen der

N.-E. Ebene bilden ersichtlich eine Gruppe I'_, die I als Teil enthilt. Die
Diskontinuitit dieser Gruppe I ist zu erweisen; es geniigt dazu nach dem
1) Dies sind je nach der Breite der Zone unendlich viele wesentlich ver-
schiedene Riemannsche Flichen.

2) Dieser Beweis riihrt von Poincaré her: Acta Mathematica Bd. 7, 1885,
8. 16—19. Poincaré faBt dort zwar nur geschlossene Riemannsche Fliichen ims
Auge, aber sein Beweis bleibt wiirtlich auch fiir offene Fliichen giiltig.

11%
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Satze zu Anfang dieses Paragraphen, das Fehlen infinitesimaler Operati-
onen in [, zu erkennen.

Sind S, 7' irgend zwei das Innere des Einheitskreises in sich iiber-
filhrende lineare Transformationen, so sind diejenigen beiden Punkte, die
T in die Fixpunkte von S wirft, die Fixpunkte der Transformation

TS == 8"
Soll 8* die gleichen Fixpunkte haben wie S, so mufl also T' entweder jeden
der beiden Fixpunkte von S in sich iiberfiihren [d. h. wenn S nicht para-
bolisch ist, dieselben Fixpunkte wie S besitzen, und wenn S parabolisch
ist, wenigstens einen mit dem Fixpunkt von S zusammenfallenden Fix-
punkt haben] oder 7' mufi die beiden Fixpunkte ¢°, 6" der (nicht-para-
bolischen) Transformation S miteinander vertauschen, d. h. 6" in ¢” und
6" in ¢ iiberfithren. Das letzte zu bewirken, ist, wie aus (54) hervor-
geht, ein parabolisches 7' auberstande, ein nicht-parabolisches T, (53),
kann es nur dann, wenn u® =1, also g = — 1, d. h. wenn 7 eine elliptische
Transformation vom Drehwinkel x ist. Soll insbesondere S mit T ver-
tauschbar sein:
TS=8T, TST-'=8§,

so ist das demzufolge nur moglich, wenn

I. beide Transformationen S und 7' nicht parabolisch sind und die-
selben Fixpunkte besitzen, oder

II. beide Transformationen S und T’ parabolisch sind und den gleichen
Fixpunkt besitzen, oder

III. S und T elliptische Transformaticnen vom Drehwinkel x sind,
oder

IV. eine der beiden Transformationen S, T' die Identitit ist.

Besteht I allein aus der Identitiit, so ist  dem Innern des Einheits-
kreises oder, was dasselbe ist, einer Kugelkalotte konform-iquivalent
| Ausnahmefall 4].

Ist S eine beliebige von der Identitit verschiedene Substitution aus
[ und nehmen wir im Gegensatz zu unserer Behauptung an, eine Folge
von Operationen 7', %=1 aus I konvergiere gegen die Identitit 1, so wire
mit ' ST ~'auch ' ST, ~'S-! in ' enthalten. Diese Operation kon-
vergiert aber ebenso wie 7' mit unbegrenzt wachsendem » gegen die Iden-
titit, und da I keine infinitesimalen Transformationen enthilt, mufl von
einem endlichen n ab

I 8T -18-"=1,
d.h. § mit I, vertauschbar sein. Von den vorher aufgezihlten vier Fillen,
in denen dies moglich ist, kommen hier, da S nicht elliptisch ist, nur die
Fille I. und II. in Frage. Wenden wir das daraus sich ergebende Resul-
tat auf alle miglichen Operationen S == 1 der Gruppe I' an, so erkennen
wir, daB uns nur zwei Moglichkeiten offen bleiben:
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I. Alle Operationen von I' sind hyperbolisch und haben dieselben
beiden Fixpunkte, die man an die Stellen 4 ¢ und — ¢ verlegen kann;

II. Alle Operationen von I sind parabolisch und haben den gleichen
Fixpunkt, der an der Stelle i liegen moge.

Fall I.: Durch die Abbildung

1 — ¢

z=|g ey
geht das Innere des Einheitskreises der --Ebene iiber in den Parallelstreifen
- ; <y<+ % der z = (z + 1y)-Ebene, und I in eine Gruppe von Schie-
bungen parallel zur z-Achse, d. h. [ bekommt die Form

58 * i 2 x [a eine positive Knnstante;]
gF=z 4 n-— _
(08) L n=0+1,4+2, ...

'L}I' wird dann vermittels
W = e***
umkehrbar eindeutig abgebildet auf den Kreisring

arx

—Jan . i
gt =t lop = gt
den man schlieBlich durch stereographische Projektion in eine Kugelzone
verwandeln kann, deren Mittellinie der Aquator ist: Ausnahmefall 6.
Fall IL.: Durch die Abbildung

=3
geht das Innere des Einheitskreises der #-Ebene iiber in die obere Halb-
ehene ¥ > 0 und [ in eine Gruppe von Schiebungen parallel zur 2-Achse;
I bekommt also wieder die Form (58), und w = e** verwandelt %}r in
den punktierten Einheitskreis der w-Ebene:
0<|w|<1: Ausnahmefall 5.

Damit ist das Haupttheorem vollstindig bewiesen, und wir haben

zugleich Gelegenheif gefunden, die Verwendbarkeit der Normalform ;}r

der Riemannschen Flichen an einem wichtigen Beispiel kennen zu lernen.
Daf in den sieben ausgeschlossenen Fillen wirklich eine kontinuierliche
Gruppe von konformen Abbildungen der Fliche in sich existiert, ist trivial.
Es ist auch leicht, diese Gruppen vollstiindig anzugeben.

FEine geschlossene Riemannsche Fliche vom Geschlechte p > 1 gestattet
nur endlichviele konforme Abbildungen in sich.r) Denn ein System hinsicht-
lich dieser Gruppe diquivalenter Punkte darf auf der geschlossenen Fliche
keine Haufungsstelle antweisen und kann daher nur aus endlichvielen
Punkten bestehen.

1) Fiir diesen, von H. A. Schwarz zuerst aufgzestellten spezielleren Satz
existieren andere mehr algebraische Beweise, einer von Weierstral (1875), der
erst 1895 (Werke Bd. II, 8. 235—244) veriffentlicht wurde, einer von Noether
(Math. Aon. Bd. 20, S. 59—62, und Bd. 21, S. 138—140: 1882) und einer von
Hurwitz (Math. Ann. Bd. 41, 8. 403—411; 1893).

—_1 (2 =2z + 1y)

z_
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| (zu E gehorige) Uniformisierende 81.
Uniformisierungsprinzip 1435.
| universelle Urbcr. agerungsfliiche 50
' unmittelbare analytische Fnrtsetzuug 2
' Unterteilung 51.
| unverzweigtes Funktionselement 9.
b—la Uberlagerungsfiiiche 47.
| i
| Variable, uniformisierende 141.
' Verdichtungsstelle 18.
| VerschluBring 93.
' verzweigtes Funktionselement 9.
' Verzweigungsordnung 9.
| Verzweigungspunkt 32.
| Yerzweigungszahl 135.
. Ww.
| Wert einer analytischen Funktion 5.
— — Funktion auf einer Fliiche 18.
— — Kurvenfunktion &8.

 wesentlich singulire Stelle 38,
| Winkel 39.

X. Y.
(vacant.)
7.
Zerlegung in Elementardreiecke 23.
— eines Gebiets durch eine Menge 44.
Zerschneidung, kanonische 76.
(analytisch) zusammenhiingende Reihe
von Funktionselementen 11.
(einfach) zusammenhingende Fliiche 47.
| Zusammenhangsgrad 69,
zweidimensionale Mannigfaltigkeit 17.
zwelseitige Fliche 61.
| Zykel von Ecken 156.



Berichtigungen und Zusitze.

Seite 49, Zeile 16 lies M, p,‘“ statt 11, p,*"

Seite 58, Zeile 25 bis Seite 60, Zeile 23: Dieser Beweis liBt sich durch folgen-
den kiirzeren ersetzen: Wendet man das unter 1. Bewiesene auf diejenige
Kurve ¢ in & an, deren Bild in & ein Kreizs ¢ um 0 ist, =0 ergibt sich
die Gleichung

1=mn-n,
in der #, di¢ Ordnung von € in bezug auf ¢ bedeutet; aus ihr folgt ohne
weiteres n, = 1 1.

Seite 81, Zeile 19 lies: x;", statt «’

Seite 82, Zeile 2 v. u. lies: ,eine reelle stetige Funktion® statt: ,eine stetige
Funktion®.

Seite 114, Zeile 18 lies: dimensionale® statt: ,,dimensonale®.
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Mathematische Vorlesungen

an der Universitat Gottingen.

gr. 8, In Leinwand gﬂhunden. — Bisher zind erschienen:

pand 1. Vortrdge iiber den mathematischen Unterricht an

hoheren Schulen von F. Kiein. Teil I: Von der Organisation des mathematischen
Unterrichts. Bearbeitet von R. Sechimmacek. Mit 8 Figuren. gr. 8. 1907. . 5.—
JInteresgant ist es, wie Klein die Lehrstitten gliedert. . .. Alle wichtigen Fragen: der Lehratoff
und das Lehrziel, die Lehrbiicher und die Lehrmethode, die geschichtliche Entwickelung dea
mathematischen Unterrichts, die Bedeutung der Mathematik innerhalb des jetzigen Kulturlobons,
die Gestaltung des Unterrichts durch dis Lehrpliing von 1801, die Reformvorschlige, der Funktions-
begriff und die Erzichung zum fuonktionalen Denken werden in klarer, ruhiger, man méachte fast
sapen klassischer Weise behandelt  (Mitteil. d. Gesellschaft f. deutsche Erzishungs- u. Schulgeschichte.)

Band 11: Diophantische Approximationen. Eine Einfiihrung in
die Zahlentheorie. von weil. H. Minkowski. Mit 82 Fig. gr. 8. 1907, . 8.—

Die kleine Vorlesung, die unter dem Titel ,,Diophantische Approximationen
erscheint, bezweckt eine Metamorphose im Lehrgang der Zahlentheorie. Sie gliedert
gich in 6 Abschnitte: 1. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 2. Vom Zahlen-
gitter in der Ebene. 3. Vom Zahlengitter im Raume. 4. Zur Theorie der algebraischen
Zahlen. 5. Zur Theorie der Ideale. 6. Approximationen im imaginiren Kirper.

Band 111: Magneto- und Elektrooptik von woidemar voigt. Mit 75 Fi-

ouren. gr. 8. 1908. 4 14.-

Eine zusammenfassende Darstellung aller Erscheinungen, die durch die Ein-
wirkung eines magnetischen oder elektrischen Feldes auf eine Lichtquelle oder
auf einen das Licht fortpflanzenden Kiorper hervorgerufen werden und die Ab-
leitung ihrer Gesetze aus der Elektronentheorie, deren Grundlagen gegeben
werden. Den griften Raum nehmen gemil ihrer Tragweite der Zeeman-Effekt
und dessen Begleiterscheinungen ein, zu deren Veranschaulichung Originalauf-
nahmen von Zeeman, Becquerel, Lohmann u. a. verwendet werden konuten,
doch finden auch die Faraday- und Kerr-Effekte ausfiibrliche Behandlung.

Band 1V: Sechs Vortrage iiber ausgewahlte Gegenstéande aus der

reinen Mathematik und mathematischen Physik. von Henri Poincaré.
Mit 6 Figuren. gr. 8. 1910. Geh. .# 1.80, geb. ./ 2.40

1 : ¥ & gy :

Inhalt: 1. Uber die Fredholmschen Gleichungen. 2. Anwendung der Theorie
der Integralgleichungen auf die Flutbewegung des Meeres. 3. Anwendung der
Integralgleichungen auf Hertzsche Wellen. 4. Uber die Reduktion der Abelschen
Integrale und die Theorie der Fuchsschen Funktionen. 5. Uber transfinite Zahlen.
6. La mécanique nouvelle.

«Da Poincaré mit seinem umfassenden und tiefen Wissen die Gabe versinigt, schwierige Dinge ohne
Besintrachtigung der Strenge in allgemein verstindlicher Weise darzustellen, diirfen die Vortrige
anf eine starke Verhreitong rechnen; der Mathematiker sowohl wie der Physiker werden wertvolle
Anregungen aus dieser Schrift schopfen, fiir die im besten Sinne das Wort gilt: ,Wer vieles bringt,
wird manchem ctwas bringen*.® {Naturwissenschaftliche Wochenschrift.)

In Vorbereitung befinden sich:

Runge, C., iiber graphische Methoden in | Toeplitz, 0., Finfiihrung in die Theorie
der Analysis. der Integralgleichungen. 2 Binde.
Schwarzschild, K., Astrophysik, Wiechert, E., Konstitution des Erdinnern.
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Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen ver-

dnderlichen Grofe. von Dr. h. Durége, weil. Professor an der Universitiit
Prag. In 5. Auflage neubearbeitet von Dr. Ludwig Maurer, Professor an der
Universitiit Tiibingen. Mit 41 Textfigoren. [X u 3978 gr. 8 1906. Geh.
M 9. —, in Leinwand geb. & 10. —

Die vorliegende Auflage des zuletzt 1893 erschienenen und seitdem in eeiner
Anlage veralteten Duregeschen Buches gibt eine durchgreifende Neubearbeitung
des Stoffes. Dlabei ist aber an der urspriinglichen Tendenz des Buches, die
ihm eine so weite Verbreitung verschafft hat, festgehalten: auch in seiner neuen
Gestalt verfolgt das Buch den Zweck, den Leser in die Riemannsche An-
schauungsweise einzufiihren, und es setzt an Vorkenntnissen nicht mehr voraus,
als in den iiblichen Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung ge-
geben zu werden pflegt.

Vorangestellt ist ein einleitender Abschnitt, der die notwendigsten Begriffs-
bestimmungen aus der Theorie der reellen Verinderlichen und Funktionen ent-
hillt, und im {ibrigen izt als AbschluB die von Durége behandelte Theorie der
Integrale der algebraischen Funktionen fallen gelassen, wofiir aber die augen-
blicklich stark im Vordergrunde des Interesses stehende Theorie der linearen
Differentialgleichungen in ihren Hauptziigen behandelt wird.

Theorie der elliptischen Funktionen. von Dr. H. Durege, weil. Pro-
fessor an der Universitit Prag. In 5. Auflage bearbeitet von Ludwig Maurer.
Mit 36 Figuren. [VIIIu.4368.] gr.8. 1908. Geh..# 10.—, in Leinw. geb. £ 11.—

Wie Dureéges Funktionentheorie ist auch seine Theorie der elliptischen Funk-
tionen vollstiindig neu bearbeitet. Der Verfasser geht nicht, wie dies in den
meisten Lehrbiichern iiber den Gegenstand geschieht, von den einwertigen
doppelt periodischen Funktionen, sondern von den elliptischen Integralen aus.

Die Darstellung der rationalen Funktionen der GriiBen xund s = 42 —g, x — g,
mittels der Integrale dritter Gattung fiihrt dann geradewegs zu den g¢- und
fr-Funktionen.

Die Bedeutung, die die Theorie der T'eilung und Transformation und die Theorie
der Modulfunktionen fiir die Entwicklung der neuneren Mathematik gewonnen
haben, lielen es dem Verfasser als notwendig erscheinen, wenigstens auf die
Fundamentalsiitze dieser Theorien ausfiithrlich einzugehen.

Lehrbuch der Funktionentheorie von Dr. w. F. Dsgood, ord. Professor
der Mathematik an der Harvard-Universitiit Cambridge, Mass. (V. 8t. A.) Erster
Band. 2. Aufl. Mit158 Figuren. [XIIu.7668.] gr.5. 1912. In Leinw. geb. .# 18. —

Das Buch gibt eine systematische Entwicklung der komplexen Funktionentheorie
auf Grundlage der Infinitesimalrechnung und in engster Fiihlung mit der Geo-
metrie und der mathematischen Physik. Nachdem die grundlegenden Sitze
und Beweismethoden der reellen Funktionentheorie unter Beriicksichtigung
der Mengenlehre auseinandergesetzt sind, wird die Cauchysche Theorie ent-
wickelt, wobel auch die WeierstraBischen Reihensiitze sowie gewisse Sitze von
Riemann ihren Platz finden. Hierauf werden die Riemannschen Flichen nebst
der konformen Abbildung im grofien besprochen, woran sich dann die Theorie
der analytischen Fortsetzung schlieBt. Anwendungen auf die periodischen Funk-
tionen nebst den Reihen und Produktenentwicklungen von WeierstraB, Mittag-
Leffler und Runge folgen, und der Band schlieft mit einer einheitlichen und
independenten Darlegung der Theorie des logarithmischen Potentials. Auber
den zahlreichen Erginzungen nebst Vereinfachung der Behandlung weist die
zweite Auflage namentlich auf dem Gebiete der Uniformisierung algebraischer
sowie allgemeiner analytischer Funktionen vermige automorpher Funktionen
mit Hauptkreis wesentlich neues Material auf.
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Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen.
Von Geh. Reg.-Rat Dr. F, Klein, Professor an der Universitit Gottingen. Aus-
gearbeitet und vervollstiindigt von Dr. Robert Fricke, Prof. a. d. Techn. Hoch-
schule Braunschweig. 2 Biinde. Mit Figuren. gr. 8. Geh, je & 24, —

Einzeln: I. Band. Grundlegung der Theorie. [XX u. 764 5.] 1890.
II. —  Fortbildung und Anwendung der Theorie. [XV u. 7125.] 1892

Eine ausfiihrliche Bearbeitung des ersten wichtigen Spezialfalls der transzendenten
automorphen Funktionen. Die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, wie sie
hier entwickelt wird, ist je linger je mehr ein notwendiger Bestandteil jeder
modernen Funktionentheorie geworden. Indem sie zahlreiche Beziehungen, die
in der klassischen Theorie der elliptischen Funktionen mehr iiberraschend auf-
treten, auf ihren einfachsten Grund zuriickfilhrt, erweitert sie zugleich deren

Bereich und erdffnet damit der genannten Theorieneue Entwicklungsmoglichkeiten.

Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen.

Von Dr. Robert Fricke, Professor an der Technischen Hochschule in Braunschweig
und Geh. Reg.-Rat Dr. Felix Klein, Professor an der Universitit Gittingen.

I. Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. Mit 192 Figuren. [XIV u. 654 8.]
gr. 8. Geh. . 22, —

1I. Band: Die funktionentheoretischen Ausfiihrungen und ihre Anwendungen. Mit
114 Figuren. [VII u. 663 5.] gr. 8. Geh . 28.—

Die , Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen** schlieBen
sich an die von denselben Verfassern herausgegebenen ,Vorlesungen iiber die
Theorie der elliptischen Modulfunktionen* an und wollen nach den in diesem
letzteren Werke befolgten Prinzipien eine umfassende Darstellung der Theorie
der eindeutigen automorphen Funktionen geben. Das Buch ist bestrebt, auch der
historischen Seite der vorgetragenen Theorien nachzugehen und auf die urspriing-
lichen Keime und Anfiinge der einzelnen Gedankenentwickelungen hinzuweisen.

Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln und
ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche In-

tegrah. Von Dr. Kurt Hensel, Professor an der Universitiit Marburg a. L., und
Dr. Georg Landsberg, 'rofessor an der Universitiit Kiel. Mit vielen Figuren im
Text. [AVI u. 708 S5.] gr. 8. 1902. In Leinwand geb. .4 25—

Das Buch gibt im Sinne der Arbeiten von WeierstraB, Kronecker, Dedekind,
H. Weber eine umfassende Behandlung der Theorie der algebraischen Funk-
tionen einer Variabeln auf wesentlich arithmetischer Basis mit Anwendung auf
die Abelschen Integrale und algebraischen Kurven. Dabei haben sich die Ver-
fagser bemiiht, die ganze Theorie und alle aus ihr abzuleitenden Folgerungen
ohne jede sogenannte vereinfachende Voraussetzung zu begriinden und nur
solche Methoden und Definitionen zu benutzen, welche auf jeden vorgelegten,
noch so speziellen Fall anwendbar bleiben, und zwar so, daB die verlangten
Rechnungen stets wirklich ausgefiihrt werden kinnen.

Autographierte Vorlesungshefte: Riemannsche Fldchen. von

Geh. Reg.-Rat Dr. F. Klein, Professor an der Universitit Gottingen. Neuer un-
veriinderter Abdruck 1907. Heft 1, 254 Seiten (W.-8. 1891/92); Heft 2, 262 Seiten
(8.-8. 1892), zusammen 4 12, —

Eine ausfithrliche Darlegung der Riemannschen Grundgedanken in entwickelter
geometrischer Form, mit Anwendung auf die Theorie der algebraischen Kurven,
insbesondere der reellen algebraischen Kurven.
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Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und

ihre Iﬂtng’ﬂ‘E. Eine Ergiinzung der gewihnlichen Darstellung. Mit Figuren.
Von Geh. Reg-Rat Dr. F. Klein, Professor an der Universitiit Gittingen. [VIII u.
828.] gr.8. 1882..- Geh. . 2.40.

AbriB einer Theorie der algebraischen Funktionen einer Ver-
anderlichen in neuer Fﬂssung Von Dr. Hermann von Stahl, Professor an

der Universitiit Tiibingen. Nachgelassene Schrift. In Verbindung mit Dr.
K. Liffler herausg. von M. Noether. [IV u 103 5.] gr. 8. 1911. Geh. # 5. —

Das Buch, das als ein Vermiichtnis Hermann Stahls erscheint, eriiffnet einige neue
f-ﬂ-m.h!splmlmti fiir das Studium der algebraischen luuktlmmn und kann —
nach den einleitenden Worten des Verfassers — als ein gemeinsamer Unterbau
fiir die verschiedemen bisher entwickelten Theorien der algebraischen Funk-
tionen einer Veriinderlichen betrachtet werden. Obwohl es niimlich, nach dem
Vorgange von Christoffel und Fields, von der additiven f"ufﬂmlnenaetzung
der l'uul-.tlrmcn aus algebraischen I‘.a,rh.llhnmheu ausgeht, fiilhrt es doch zu-
gleich in die {ibrigen Theorien — von Riemann, von Weierstr ab, von Brill-
Noether, von Ued-r kind-Weber und Hensel- Landsbherg — i_ﬂ.n

Theorie der Abelschen Funktionen. von Dr. Hermann von Stahi,
Prof. a. d. Universitiit Tiibingen. Mit Fig. [X u.354 5.] gr.8. 1896. Geh. /12, —

Das vorliegende Werk soll im groBen und ganzen eine Darstellung von Rie-
manns Hmmle der Abelschen Funktionen "EEJFII mit Einfiigung dessen, was
durch neuere ]ur'-chuugs,,n zi1 dieser Theorie hnlru"L]u;n]]mn ist. Der erste
Teil behandelt in vier Abschnitten die algebraische [_rlul'lii*’f]ﬁllhl:lllg,, die ratio-
nalen ]llnlﬂ,lnnf,n 1]]1_,. Abelschen Inte L‘!'l'd.]i_, und die eindeutige Transformation,
der zweite Teil in vier weiteren Abschnitten die Thetafunktion, die Liosung des
Umkehrproblems, allgemeine Darstellungen durch die T]ll_‘tﬂ.lell]itiGﬂ und die
lineare Transformation der Thetafunktionen.

Lehrbuch der Thetafunktionen. vou Geh. Hofrat Dr. A. Krazer, Pro-
fessor an der Technischen Hochschule zu Karlsrube. Mit 10 Figuren. [XXIV
512 8.] gr. 8. 1903. In Leinwand geb. . 24 —

Das vorliegende Bueh enthiilt die wichtigsten Siitze und Formeln aus der Theorie
der 'Ihet.l.i'unhtiour n einheitlich zusammengefaft und so vollstindig, als es ohne
Uberschreitung eines miiBigen Umfangs murrluh schien, nm aut diese Weise
einerseits dem Leser einen Uberblick iiber den nrewcnmirtigeu Stand dieser
Theorie zu verschatfen, andererseits aber demjenigen, dessen Arbeiten das Gebiet
der Thetafunktionen beriihren, die ihm nitigen sachlichen und literarischen
Hilfsmittel an die Hand zu geben.

Vorlesungen iiber ausgewdhlte Gegenstdande der Geometrie.

Von Dr. Eduard Study, Professor an der Universitiit Bonn. In Heften.

[. Heft: Ebene analytische Kurven und zu ihnen gehirige Abbildungen. Mit
9 Figuren. [IV u. 126 5.] gr. 8. 1911. Geh. .4 4.80.

II. Heft: Konforme Abbildung einfach zusammenh@ngender Bereiche. Heraus-
gegeben unter Mitwirkung von Dr. W, Blaschke, Professor an der Technischen
Hochschule in Prag. Mit 43 Figuren. [VIu.142 8.] gr. 8. 1913. Geh. .# 5.60.

Das erste Heft bringt einen Ausschnitt aus einem Gedankenkreis, der etwa als

Geometrie im komplexen Gebiet bezeichnet werden kann. Das zweite

Heft, das fiir sich ein Ganzes bildet und vom ersten unabhiingig ist, handelt von

der konformen Abbildung einfach zusammenhingender Bereiche, besonders kon-

vexer Bereiche; es wird diese Theorie in Verbindung gebracht mit der Theorie der
sogenannten monotonen Funktionen einer reellen Verinderlichen.
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